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A la memoria de Giovanny Atehortia Gutiérrez y su familia.

A Johannes Kepler (1571-1630) con motivo del 400 aniversario de la publicacién de su
Harmonices Mundi (1619-2019).
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Johannes Kepler, Harmonices Mundi, libro V, 1619.
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Prélogo

1 tercer gigante matematico de la Antigiiedad griega, al lado de Euclides (325 a.C - 265
a.C) y Arquimedes (287 a.C - 212 a.C) fue Apollonius (262 a.C - 200 a.C), quien nacié en
Perga al sur de Asia Menor. Siendo joven fue a Alejandria donde estudié con los suce-
sores de Euclides y luego pas6 la mayor parte de su vida en la universidad de esa ciudad.

Debe su fama a la extraordinaria y monumental obra: Secciones Conicas, trabajo con el que gand el
titulo entre sus contemporédneos de «El mejor geémetra».

Las secciones cénicas de Apolonio son 8 libros que contienen aproximadamente 400 proposiciones.
Son una investigaciéon profunda de estas curvas: pardbola, elipse e hipérbola, que sustituy6 trabajos
anteriores sobre el mismo tema. Los antiguos griegos las obtenian como secciones de un cono circular
recto en un plano que corte al eje del cono. Como se comprende, Apolonio dedujo la mayor parte de
las propiedades de las cénicas sin utilizar coordenadas ni ecuaciones de las curvas, como lo hacemos
ahora, ya que dicho estudio solo empez6 a hacerse después de la creacion de la geometria analitica
por parte de los matemaéticos franceses Rene Descartes (1596 - 1650) y Pierre de Fermat (1601 - 1665).

Estas tres monografias que presentamos: la pardbola (1), la elipse (2) y la hipérbola (3), recogen cada
una por separado, un estudio de las propiedades geométricas bésicas de estas curvas, empezando
por la construccién de ellas, todas obtenidas utilizando geometria analitica, es decir, las ecuaciones
analiticas de las curvas.

Existe un mecanismo que veremos aplicado a todo lo largo de esta obra. El primer paso, consiste en
traducir toda propiedad geométrica que define a una figura, en una relacién analitica equivalente
a aquella. Cuando esto se hace, se dice que se ha puesto en una ecuacion (o ecuaciones) el primitivo
enunciado geométrico. Transformar y resolver la ecuacién, constituye el siguiente paso, tarea esta,
que corresponde al andlisis, esto es, al dlgebra y el calculo infinitesimal. El tercer paso, consiste en
interpretar geométricamente sobre la figura primitiva, las consecuencias derivadas del proceso ana-
litico.

Hay un punto de vista comtin que utilizamos en las tres monografias para definir las cénicas: dada
una recta 2% llamada directriz, un punto F no contenido en 2% que llamaremos foco y un ntimero
real € > 0, denominado excentricidad, la cénica de directriz 22, foco F y excentricidad € es el conjunto



de los puntos P del plano (el plano 22 y F) en los que se cumple que:

PF

PD "~ €

— Cuando € = 1 la cénica se llama pardbola
— Cuando € < 1 la cénica se llama elipse

— Cuando € > 1 la conica se llama hipérbola

Hay que sefialar que estas curvas tienen gran importancia en la técnica: en muchos disefios de inge-
nieria se aplican las parabolas, en éptica se utilizan en la construccién de telescopios, en la ingenieria
de los radares, en telecomunicaciones, etc.

Pero el lugar donde juegan un papel esencial es en la Ley de Gravitacion Universal de Newton (Isaac
Newton 1643 - 1727) y en las Leyes de Kepler (Johannes Kepler 1571 - 1630) que rigen el movimiento
de los planetas alrededor del Sol. La 1.7 de ellas dice expresamente que «la érbita de todo planeta
alrededor del Sol es una elipse, con el Sol en uno de sus focos».

Es posible demostrar que las leyes de Kepler son equivalentes a la Ley de Gravitacién Universal. O
sea, partiendo de las Leyes de Kepler se puede demostrar la Ley de Gravitacion Universal y vicever-
sa. Este es uno de los problemas mas importantes que ha resuelto la mente humana y que resolvié
Newton utilizando el calculo que acababa de inventar.
El contenido de cada una de estas monografias puede resumirse asf:

= Definicién de la curva

= Diferentes construcciones de ellas, bien sea por puntos o por métodos continuos

= Ecuaciones analiticas y andlisis de la extensién de cada curva

= Interseccién de una cénica con una recta

= Propiedades 6pticas de cada curva

= Recta tangente a una cénica y de pendiente dada

= Ecuacién de tangentes y normales por un punto

= Construccién de la tangente en un punto de la curva

= Subtangentes y subnormales en un punto. Propiedades

= Polo y polar de una cénica

= Didmetros y sus propiedades; didmetros conjugados

= Ecuacién de la cénica referida a un par de didmetros conjugados

= Distintas ecuaciones paramétricas de las cénicas. Ecuacién en coordenadas polares

= Longitud de arco y cuadratura de cada curva. Radio de curvatura y ecuacién de la evoluta
Para el tratamiento del tltimo punto es indispensable el uso de herramientas del cédlculo: derivadas

e integrales.

También debe sefialarse que en las monografias se emplean ecuaciones de rectas, circunferencias y
algebra de vectores. El tratamiento de estos temas se supone conocido por el lector.

Finalmente quedan pendientes tres problemas:



1. Estudio analitico de las secciones obtenidas al cortar un cono con un plano.

2. Los lugares geométricos representados por la ecuacién general de segundo grado en dos
variables:
Ax? +2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F =0 1)

3. Los lugares geométricos representados por la ecuacion general de segundo grado en tres varia-
bles:
Ax? 4+ By? + Cz* +2Dxy + 2Exz + Fyz +2Gx +2Hy +2Iz+ ] =0 )

Para el estudio de los dos ultimos problemas, especialmente el tercero, es indispensable el
empleo de valores y vectores propios de una matriz, tema que se estudia en un curso de Algebra
Lineal.

La primera ecuacién puede representar una cénica no centrada, o sea, trasladada y rotada en el plano
que puede ser:

= Una circunferencia
= Una elipse
= Una parabola
= Una hipérbola
O una cénica degenerada:
= Dos rectas paralelas
= Dos rectas concurrentes
= Una recta
= Un punto

® (vacio), o sea que 3 (x,y) € R? que satisfacen la ecuacion (2).

La ecuacion puede representar una superficie cuddrica no centrada, o sea, trasladada y rotada a un
punto del espacio y puede representar:

= Un cono circular recto

= Un cono eliptico

= Un cono hiperbdlico

= Una esfera

= Un elipsoide

= Un hiperboloide de una hoja

= Un hiperboloide de dos hojas

= Un paraboloide hiperbélico
O una cuédrica degenerada:

= Dos planos paralelos

= Dos planos que se cortan

Un plano

Un punto

P, esto es, ningtin punto del espacio satisface (2).

Jaime Chica Escobar
Hernando Manuel Quintana Avila



Presentacion

ste libro es la tltima de las monografias que hemos redactado sobre las cénicas. Se trata
ahora de la hipérbola, la mds extrafia de las tres curvas y que es la tnica que tiene dos
ramas y dos asintotas.
Manteniendo el mismo punto de vista, la curva se presenta como el lugar de los puntos
cuyo cociente de distancias a una recta fija (la directriz) y a un punto fijo (el foco) se mantiene cons-
tante y ahora € > 0.

El texto contiene un estudio geométrico de la curva, su extensién, ecuaciones analiticas y el trazado
o construccién por puntos o de manera continua.

También incluye: ecuaciones de tangentes, de normales, propiedades 6pticas de la curva. Ademads,
obtencién de las ecuaciones de las asintotas, construccion de tangentes por un punto de la curva y
por un punto exterior a la curva, ecuaciones de la hipérbola referida a las asintotas, asi como el estu-
dio de la hipérbola conjugada de una hipérbola dada y la hipérbola equilatera y su construccién.

El estudio continua con los didmetros conjugados de la curva, la ecuacién de Chasles de la hipér-
bola respecto a dos didmetros conjugados, los teoremas de Apollonius y Poncelet para la hipérbola
y finalmente el radio de curvatura y la evoluta de la curva, nociones que son importantisimas en
dindmica.

Conviene sefialar, por tltimo, que esta monografia contiene muchisimo mas material de lo que gene-
ralmente se encuentra en los libros que circulan en nuestro medio y es un texto dirigido a estudiosos
de la geometria analitica que hallardn en sus péginas lecciones que los prepararan para adentrarse
con éxito en la cinemdtica y la dindmica en general.

El material gréfico de linea presente en esta obra fue elaborado por los autores.



La Hipérbola

3.1. Definicion

Dada una recta 72 que llamaremos directriz, un punto F (F ¢ 22), denominado foco y un escalar
€ > 1 que llamaremos excentricidad, el lugar de los puntos P en el plano para los cuales,

(distancia al foco) + (distancia a la directriz) = € (véase Fig. 3.1).

9
D ) PF

Pe.}i”:rﬁfe

Se%ﬂ:»S—F:e
su Ou
F
Hyg—F-

9

Figura 3.1. La hipérbola g _p_.
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se llama la hipérbola, de directriz 22, foco F y excentricidad €, (denotada por #54 _r_.).
Mas precisamente

PF
Hpp_F—e = {P/PD =¢ge>1 (constante)}

3.2. Caracteristicas y puntos notables de la hipérbola

—
Al trazar desde F, la recta FQ perpendicular a la directriz 29, (véase Fig. 3.2).
Se pueden establecer algunas caracteristicas y puntos importantes de la Hipérbola:

—
(1) Sobre la recta FQ hay dos puntos V'y V’ de la curva llamados los vértices de la Hipérbola.

(2) Hay una regién & del plano (véase Fig. 3.2) donde no hay puntos de la curva y que esta consta
de dos ramas infinitas que no se cierran y simétricas respecto a dos ejes perpendiculares xy del
plano que se cortan en O (O: punto medio de V'V’).

—
Figura 3.2. La g _p_ tiene puntos V y V' en la FQ, dos ramas y no tiene puntos en %

Todo lo establecido en (1) y (2) se justifica a continuacién en las propiedades (i, ii,..., v).
Llamaremos p a la distancia foco-directriz, es decir,

p=d(F,22) =FQ
Propiedades 3.1.

—
(i) Existe un punto V€ € enlarecta FQ,V entre Fy Q.



3.2 Caracteristicas y puntos notables de la hipérbola
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AT

—
Demostracién. Tomemos un punto P en el eje x, (x : FQ), P entre F y Q y llamemos 6 = PF
(véase Fig. 3.3a).

I
|
. I
f(9) |
|
7 l
I
I
|
I
I
I
I
|
I

[ PF 5
: f(5)*)‘*ﬁfﬂ
A=e/r=1 /\‘\/
Q‘\VﬁfpifTTF o s P
A

(a)

—
Figura 3.3. Existe un punto V € € en la recta FQ, V entre Fy Q

. . PF s
Vamos a estudiar como varia A = PO cuando P se mueve sobre QF.
PF 1)
A= PO p—5 f(9)
Como,
(p—9) (p—9)
y
J— 2 . _— . _— . —
f,,(é):(p 4)”-0 PZ(Z o)-(=1) _ 2 >0,
(r—9) (p—29)

la grafica de f(d) es como se indica en la (Fig. 3.3b).

Cuando P se desplazade F — Q, f(d) = A = %

crece. Es claro que:
e SiPsetomaenF, A =0.

e Si Pseacercaa Q,A — oo.
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para J7.
Ya teniamos que P'E =€y que

/ ezp ? 2
PE=/(x+522) +y

P'D= P
x+€2_1

Si P'(—x,y) es el simétrico de P(x,y) con respecto al eje y, se tiene que P’ € 74 _r_, esto es

P'F .
P'D

Ahora por la férmula de distancia,

2 2

y
PD' = x+ L— = P'D
e2—1
Luego,
PF"  P'F .
PD'  PD
con lo que se establece que 2’2’ y F’ son otra directriz y otro foco de #%4_r_.. ]

3.3. Ecuaciones analiticas

Lo que sigue ahora es obtener las ecuaciones analiticas de 7.

Consideremos el sistema de coordenadas cartesianas ortogonales XY con origen en el foco F y eje X
—

el eje de simetria F'F de la curva, (véase Fig. 3.12).

Tomemos un punto P € % de coordenadas (X, Y) respecto al sistema XY.

Entonces,

E =€ €>1

PD

PF=+VX?+Y? PD=X+p
Asi que,

VX2+Y?2=¢e(X+p)

Elevando al cuadrado,

X2+ Y2 =X? + 2p* + 26X
(€* —1)X% 4 2e’pX — Y? = —e*p?
2 2 2,2
€°p Y €°p
X242 _X) - =—
( tra ) e2—-1 €e2-1




3.3 Ecuaciones analiticas 13

AT
v A , h Y
D P(X,Y)
(x,y)
. 1 -
F V' /1 1% | F X
|
|
|
|
l
ep? !
€2 -1 :
|
|
9
v
Figura 3.12
Completando un trinomio cuadrado perfecto,
2 4.2 2 2.2 4.2
€ € Y € €
X2 lxy P )~ P P
ec—1 (€2 -1) e-—1 e-—1 (€2 —1)
O sea que,
X 2p - Y2 22 &2 .
e2—1 e2—-1 e2-1\e-1
y finalmente:
2 2 y2 2,2
X+ <P ) - =°F (3.3)
e2 -1 -1 €2-1

Realicemos una traslacién de ejes al punto O (O punto medio de V'V).

Las coordenadas de O con respecto al sistema XY son:

e?p
(~=29)

Quedan asi definidos unos nuevos ejes xy paralelos a los ejes XY con origen en O.
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Las ecuaciones de la transformacién son:
2
ep
X=x-—
YT
Y=y
que llevamos a (3.3) obteniendo:
) yz B &2 pz

X< —

€2-1  (2-1)

En esta ecuacién, (x, y) son las coordenadas de P en el sistema xy.

2 2
* - y o =1 (3.4)
€p €p
(c5) ()
Si llamamos
ey vV _ep
a—ez_l—OV— 5 Y b= T
la ecuacién (3.4) se escribe ast:
22
2 !

ecuacién de la hipérbola 77 respecto a los ejes xy con origen en O (O punto medio de V'V).

A veces se dice que 27 y F son la directriz y el foco de la rama derecha y que 2’2’ y F’ son la
directriz y el foco de la rama izquierda. Pero es claro que #Z y F son directriz y foco de la rama
izquierda y que 2’2’ y F' son directriz y foco de la rama derecha.

En la hipérbola se acostumbra llamar el eje x eje transverso; al eje y eje conjugado o imaginario.

Los puntos V' y V donde las ramas cortan el eje transverso se llaman vértices de la hipérbola y el
ntmero real V'V = 24, se llama el eje transverso; 2b es el eje conjugado (imaginario). La circunferencia
%(0,a) se denomina la circunferencia principal y las circunferencias ¢ (F,2a) y ¢ (F’,2b) se llaman
circunferencias focales de la curva.

3.4. Comparacion entre los semiejes transverso (a) y conjugado (b)

€p p_ P
217"~ Vver—1
relacién entre a y b. O sea, puede ocurrir que a > b, que @ < b o atin que @ = b, en cuyo caso la
hipérbola se llama equildtera.

Comoe >1,a = ,a'y b son positivos pero no puede afirmarse nada sobre la

Ahora, € > 1, luego €2 > 1y €* — 1 > 0. Puede ocurrir:
i) que €2 —1> 1 (véase Fig. 3.13). Entonces ve? — 1 < €2 — 1, de donde:

ep < ep
e -1 Ve -1’

estoes,a < b.

ii) que €2 — 1 < 1 (véase Fig. 3.14). Entonces €> — 1 < V€2 — 1, 0 sea que:

€p €p
€2 —1 Saov

estoes, b > a.
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y=x y=x
l Y=
I
I
1 | e2—1
I
: Vez -1
I
I
I X
1 -
o 1 e2-1>1
Figura 3.13
W
y=x yx
y=vx
1
€2 -1
e2—-1
X
o e2-1<1 1
Figura 3.14

3.5. Expresion de los radios focales. Otra forma de definirla 5754 _r_.

Consideremos la 754 _r_, que referida a los ejes xy con origen en O (O es punto medio de V'V)
tiene por ecuacion:

2P
2l
donde,
__€p €p
“Tao1 Y b= e2—1
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Ademas,
2 2
d R,
a2 b

lo que nos demuestra que H € #5 9 _f_..

Finalmente tomemos 0 < x1 < ay consideremos en la perpendicular al eje x por (x1,0) el punto
P(x1,y) (véase Fig. 3.22).

8(x1,9) = PF'=PF = \/ (31 40" 42 = /(31 = 0 + 12
Si avanzamos por la perpendicular al eje x trazada por (x1,0), ¢ solo depende de y y de nuevo
g <.
O sea que g decrece, lo cual significa que si estamos en el punto (x1,0) del eje O, y subimos por

la perpendicular al eje x, ¢ decrece y como 0 < g(x1,0) < 24, no hay puntos P en la regiéon #
para los cuales g(P) = PF' — PF = 2a, (véase Fig. 3.22).

3.6. Regiones que determinala 774 _r_. en el plano
Segtin lo establecido por los teoremas (3.2), (3.3)
Pedygy r ¢ = |PF’ — PFl = 2a.

Vamos a utilizar esta propiedad para demostrar que la hipérbola # divide el plano en tres regiones
distintas: int %, 5 y ext 7 (véase Fig. 3.23).

[

ext

int int

,,1
<
Q
<
-

Figura 3.23
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Tomemos un punto R en la rama izquierda de la hipérbola de la Fig. 3.27 y veamos que dicho punto es el centro
de una circunferencia ¢°, que es tangente a € y €', y que deja a ¢ afuera.

Basta con probar que:

RN = RN’
Como R estd en la hipérbola,
RO'—RU=UU" =5
También:
RN =RO+ON =RO+14
RN'=RO'—N'O=R0 -1
Restando ambas ecuaciones:
RN'— RN = (RO’ —1) — (RO +4)
=(RO'—RO)—-5=5-5=0
de donde:
RN = RN’

Ejercicio 3.1. Se tienen dos circunferencias ¢ (O, R) y ¢’ (O, r) con r < R tangentes exteriormente.

(i) Encuentre el lugar de los puntos P que son centro de una circunferencia tangente exteriormentea ¢ y ¢”.

(ii) Encuentre el lugar de los puntos P que son centro de una circunferencia tangente interiormente a € y
%'

3.7. El latus rectum de la hipérbola

Consideremos la hipérbola .77’ de ecuacion:

22

A
La cuerda focal AB perpendicular trazada por el foco F se llama el latus rectum (lado recto) de la
hipérbola y la longitud AB se puede calcular asi, (véase Fig. 3.28).

AB =2FA (3.10)

Como A € 77,

(ea)? FA?

2 1
esto es,
2

Fbiz =2 -1

O sea que:

FA =bvVez -1

que llevamos a (3.10):

AB =2bver—1

Pero,
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9y? — 4x% =36

e 9x% —4y? =36

o 4x% — y2 =4

o X2 -9y =9

e 81y% —4x? =36
o 4x% —81y? =36
e 49x? — 4y? =196
e 49y? —4x? =196

3.8. Ecuacién de la hipérbola con centro en C(/, k) y eje focal para-
lelo a los ejes xy

3.8.1. Ecuacién de la hipérbola con centro en C(/, k) y eje focal paralelo al eje x

Los elementos de la curva respecto a los ejes XY paralelos a los ejes xy y con origen en C estdn
representados en la Fig. 3.31.
Siay b son los semiejes de la curva, se ecuacion respecto a los ejes XY es:

X2 Y?

Ahora, como los ejes XY y xy son paralelos, las ecuaciones de transformacién de coordenadas son:

x=X+h

y=Y+k
lo que es lo mismo que:

X h

Y=y—k

que llevamos a (3.11):
(x=n? (y—k? _
2 1

la cual es la ecuacién de la curva respecto a los ejes xy con origen en O que podemos escribir asi:

b (x® — 2hx + h?) — a®(y* — 2yk +K*) —a®b* = 0

v?x? — a*y? — 2b%hx + 2a*ky + b*h? — a®k* — a’b* =0
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X2y
Figura 3.31. Elementos de la hipérbola o 1 de centro en C(h, k) y focos ubicados sobre el eje X.

que corresponde a un caso particular de la ecuacién general de segundo grado en dos variables!:

Ax* +2Bxy+ Cy? + Dx +Ey+F =0
en la cual,

A=V, C=-a*> B=0; AC#0, AC<0, A>0, C<0
De nuevo, si se conocen a y b, la excentricidad y la distancia p se obtienen asf:

Va?+b% b

T P e
El lado recto AB es:

b2
AB = 2ep = 2;

Si lo que se conocen son € y p, otra vez a y b se obtiene asf:
€p p_ _ €P
ez -1’ N \/1—e2

L Cf. Chica, J; Quintana, H. M. (2018) , La ecuacién general de sequndo grado en dos y tres variables. Medellin: Fondo Editorial
ITM. 2018. https://fondoeditorial.itm.edu.co/libros-electronicos/ecuacion-general/mobile/index.html

a =
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3.8.2. Ecuacién de la hipérbola de centro en C(/1, k) y eje focal paralelo al eje y

La ecuacion de la curva respecto a los ejes XY, con origen en C(h, k) es:

Y2 X2

y sus elementos: focos, vértices, directrices, etc estdn representados en la Fig. 3.32.

LY
AY
|GG
w2 !
_____ B F A
f Y \4 g\ S 4
c=¢ // . ¥
7 / b < b 7
/ e
' | -
Cik) X
7' v 7
F
0 x
Y2 X2
Figura 3.32. Elementos de la hipérbola — — — =1, de centro en C(h, k) focos ubicados sobre el eje Y.
b2 a2

Las ecuaciones de transformacién de coordenadas de ejes XY a xy son:

x=X+h

y=Y+k
O sea que:

X=x—h

y=y—k

que llevamos a (3.12):
-0 @-n®_
b2 a?
y que podemos escribir as:
a®(y* — 2ky + k*) — b*(x* — 2hx + h?) — a®b* = 0
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3.9. Ejercicios

(1) Encontrar la ecuacién de la curva que describe una particula que se mueve de modo que en
todo momento la diferencia de su distancia a los puntos (—5,4) y (5,0) es 6. Dibuje la curva.

(2) Una particula se mueve en el plano de modo que en todo instante la diferencia de su distancia
a los puntos (0, —13) y (0, 13) es 24. Trace la curva.

(3) Hallar la ecuacién de la curva que describe un punto que se mueve de modo que en todo mo-

5 19
mento su distancia al punto (-2, —3) es 1 de su distancia a la recta x = — 5

(4) Hallar la ecuacién de la curva que describe una particula sabiendo que en todo momento su

distancia al punto (1,1) es 1 de su distancia a la recta —il + % =1

(5) Hallar la ecuacién de la curva que describe una particula sabiendo que e todo momento su dis-

4
tancia al punto (2,3) es 3 de su distancia alarectax +y = 1.

. . . 3 .
(6) Una particula se mueve de modo que en todo momento su distancia al origen es 5 de su dis-

tancia a la recta x — y = 1. Encuentre la ecuacién de la curva que describe y localice todos los
elementos.

3.10. Construcciones de la hipérbola trazadas por puntos y méto-
dos continuos

3.10.1. Primera construccién de la hipérbola trazada por puntos

Supongamos que conocemos los focos F/, F y los vértices V' y V (véase Fig. 3.39).
Se toma N en el eje transverso y a la derecha de F.

Con centro en F y radio NV se traza el arco de circunferencia ¢ (F; NV). En seguida, con centro en F/
y radio NV’ se traza el arco de circunferencia ¢ (F’; NV’). Los dos arcos se cortan en M.

Veamos que M esta en la rama superior derecha dela 44 _r_..

En efecto,
MF —MF=NV'—NV =V'V=2a<2
Esto demuestra que los arcos se cortan y que, M esté en la curva.

e Si N se toma en F, los arcos serdn tangentes exteriormente en V, la circunferencia de centro en
F tiene radio ¢ — a.

La circunferencia de centro en F’ tiene radio ¢ + 4. Como la suma de los radios es 2c + F’F, las
circunferencias son tangentes exteriormente en V, y el punto se determina en el vértice de la
curva, ya que en este caso:

NV =FV=c—a
NV =FV' =c+a
Luego,
NV =NV =FV' —FV =2a
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Figura 3.39. Construccion de la hipérbola por puntos.

e Si N se toma entre V y F, los arcos de las circunferencias ¢ (F, N V)y € (F, NV ) no se cortan,
ya que si esto sucede, se tendria el APF'F (véase Fig. 3.40), y entonces,

- 2a >

- 2c

Figura 3.40

PF + PF = NV'+ NV > F'F,
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Lo cual es contradictorio, dado que:
NV + NV’ =NV +2a+ NV = 2NV + 24
=2(c—a—6)+2a=2c—26 <2 =FF
esto es,
NV + NV’ < FF/

3.10.2. Primera construccion de la hipérbola trazada por un método continuo
Podemos dibujar la hipérbola por un trazo continuo utilizando el siguiente mecanismo.

Se tienen localizados en el plano los focos F, F y los vértices V y V' (véase Fig. 3.41). Por tanto, se
conocen a 'y ¢,y con ellos el calculo de b.

ec—a—

Figura 3.41
Tenidos a y b, podemos calcular € y p y la hipérbola estd completamente definida.

Se une F con F’ y se toma en la prolongacién un punto E, con FE suficientemente grande. Seguida-
mente se construye una varilla F'E de longitud I = 2¢ + FE, articulada en F’ de modo que puede
girar alrededor de F’ y se toma una cuerda de longitud L = 2(c — a) + FE. Un extremo de la cuerda
se fija en el extremo E de la varilla y el otro se fija en F a una tachuela que clavamos en el plano y, por
tanto, no esta fija en la varilla (véase Fig. 3.42).

lipiz
varilla
© x T O = O
- ot 3
F V V F S tachuela Sucuerda E
= c—a —

Figura 3.42

Al tensionar la cuerda por medio de un lapiz, esta aparece como en la Fig. 3.42.
Cuando la varilla ha girado un dngulo 6, la cuerda aparece como en la Fig. 3.43.

lapiz

Figura 3.43
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La cuerda es la linea FPE, donde se ha utilizado el mismo l4piz para mantenerla tensa. Asi que:

PF+PE=L
como,

Il =2c+FE
y

L=2(c—a)+FE
se tiene que:

I—L=2a
En la posicién mostrada,

L =PF+PE

y se tiene que,

PF' — PF = (PF' 4+ PE) — (PF + PE)
=]l—L=2a

Lo cual prueba que el punto P esté en la hipérbola de focos F, F' y vértices V, V.

Asf que girando la varilla y manteniendo tensa la cuerda con el lapiz, la punta de este, describe de

manera continua la hipérbola.

Cuando 6 — 0, el mecanismo queda como se muestra en la Fig. 3.44.

lapiz

[@]

T
M F

Figura 3.44

Se obtiene asi, un punto M que podemos demostrar que coincide con el punto V.
En efecto, cuando § — 0, PE se convierte en ME y PF se convierte en MF. Luego,

L = MF + ME = MF + (MF + FE) = 2MF + FE
Pero:
L=2(c—a)+FE=2VF+FE
Entonces:
2VF + FE = 2MF + FE,

esto es, VF = MF, lo cual demuestra que M coincide con V.

3.10.3. Segunda construccion de la hipérbola trazada por un método continuo

El siguiente procedimiento permite, situados F "'F, V' y V construir la hipérbola por un método con-

tinuo.

Se utilizan dos cuerdas ¢ y cp y dos tachuelas que se clavan en los focos. El mecanismo se dispone
inicialmente como en la Fig. 3.45. Las cuerdas PFH y PF'H se unen en P a la punta de un lapiz y se

hacen pasar a través de dos tachuelas como se muestra en la Fig. 3.45.

Inicialmente P coincide con el vértice V. Para trazar la parte superior de la rama derecha se hace
deslizar el punto P de modo que las cuerdas queden tensas y que los extremos H de ambas cuerdas
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3.10.4. Segunda construccion de la hipérbola trazada por puntos

Supongamos que hemos localizado los vértices V' y V y que conocemos un punto Q de la curva,
para el cual se conocen VN = hy NQ = k (véase Fig. 3.48).

(Esto la determina, ya que, conocidos a,h y k(h > a)), los demds elementos de la curva se obtienen
asf: como Q(h, k) estéd en la curva,

(h+a)* K2
T2,

De aqui se determina b en términos de a que es conocido.

=1

El calculo de € y p se determina a partir de las expresiones:

e2 -1 e 1
respectivamente.
A /
\ /
\ /
\ " s (rh ) Y
\ _ /
\ Mg 4 } n g(h;k)_
% 01 2 T /e
X /
\ /
\ /
% /
N\ , v y 7 4
\ /
\ /
\ # rk
g 5 w(n5)
\ / .
\ /
§ / k
\ /
\
\ P(x,y)
\ / r
\ /
\ / T2
\ /
\ / +1
\
| X 0 X
F Ty i 0 " v r N
i I I
| I |
ki @ I
; - 2a Ly h -

Figura 3.48. Construccién de puntos P € J# si se conocen los vértices V' y V, un punto Q(h,k) € 5# con VN = hy
NQ=k

De las ecuaciones anteriores se obtienen € y p, y la curva esta determinada.

Se construye el rectdingulo MV NQ y se dividen los segmentos MQ y NQ en n partes iguales como
se indica en la Fig. 3.48.

Se trazan rayos desde V al punto de division r° de MQ y desde V' al correspondiente punto de
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3.10.5. Tercera construccién de la hipérbola trazada por puntos

Conocidos los focos F' y F, y el eje transverso 2a, trazamos la circunferencia ¢'(F';2a) (véase Fig.
3.49).

Figura 3.49. Construccion de un punto P € 5, conocidos F', F y el eje transverso 2a

Se toma un punto P’ € ¢ (F';2a), se unen F’ y P’ y prolongamos el segmento F'P’. Luego unimos P’
—

con F y construimos 3% (la mediatriz de P’F) la cual corta a F'P’ en el punto P.

Vamos a demostrar que P es un punto de la hipérbola (posteriormente probaremos que la mp7 es la
tangente a la hipérbola por P).

Unimos P con F. Entonces:

PF — PF=P'F +P'P—PF
= P'F' =24,

lo que nos demuestra que P estd en la hipérbola.

3.11. Asintotas de la hipérbola

Vamos a demostrar que las rectas:



58  Tratado de las Secciones Cénicas: La Hipérbola

AT
son asintotas de la hipérbola;
2 2
x
H-5=1
a b

. b . .
Establezcamos primero que la tangente y = —x estd por encima de la curva (véase Figura 3.50).

Yr— Yy = AB—PB = Zx—gx/aﬂ—az

1

x>a
b b a2 b a?
= x—x/1-Z==Zx|1—4/1—-= 3.34
Jx— oy [1- o= x ") (3.34)
Ahora, como a < x,
2
a
<1
2
de donde:
22
1-—5<1
X2
y, por tanto,
2
a
1-— <1,
%2
esto es,
2
a
1-— 1—;>0

y regresando a (3.34), y, — y, > 0, 0 sea que ¥, > Y.

En virtud de (3.34),
2 2
(1— 1—fz><1— 1+a%>
b x x
Hm,yr = yi = lim = x "
1+4/1-=
x
2
==
= - lim x———
a4 x—o0 a2
1+4/1—- =
+ 2
x ﬁ
= — lim x2 =0
a x—oo a2
1+4/1—- =
x
b
Lo cual prueba que la recta y = —X es una asintota de la rama superior derecha. Que las rectas

b . . .
y = £ —x son asintotas de la curva, se establece teniendo en cuenta la simetria de la misma respecto
a

alosejesxyy.
2 2
La propiedad anterior permite graficar rapidamente la hipérbola 2—2 - Z—Z = 1. Basta dibujar el rec-
— —
tangulo MNKS de lados 2a y 2b. Las rectas SN y MR son las asintotas de la curva. Las ramas ya
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pueden dibujarse teniendo en cuenta que los vértices V' y V de la curva son los puntos medios de
MS y NR respectivamente (véase Fig. 3.50).

M~ ~N

y =

Figura 3.50

Los focos estén en la interseccion del eje x con la € (0; c = ae).
Tenidos a y b, € y p se obtienen al resolver el sistema

e, _ P

a= 5
ez -1 €2 —1

Ejemplo 3.2. Una hipérbola contiene el punto P(3,4) y tiene por asintotas las rectas:

l1:3x—2y+1=0 (3.35)
l:3x+2y—7=0 (3.36)

Hallar su centro, sus semiejes, €, p, localizar los focos y los vértices y por ultimo trazar la curva.

Solucién. Lo primero es dibujar las asintotas y hallar el centro (véase Fig. 3.51).

El centro se obtiene haciendo simultdneas a (3.35) y (3.36). Sumando ambas ecuaciones:
6a—6=0,

de donde x =1, que llevada a (3.35) nos da y = 2.

De la posicion de P(3,4) respecto a las asintotas se desprende que el eje focal es paralelo al eje x. Asi que la
ecuacion de la curva es de la forma:
(=1 (y-2? _
2 !
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NGO
de donde:
20
2
a = —
9
Yy, por tanto,
2
Ast que,

Tenidos a y b, como:

_ Var+b
Dado que,
b= ——F
Ve -1
b a? +b?
_bver-1 2€
P € VaZ 4 b?
a
O sea que:

Se deja al lector completar el trabajo algebraico restante.

3.12. Ejercicios

(1) Las ecuaciones de las asintotas de una hipérbola son: 2x —y = 0y 2x + y — 8 = 0. La curva pa-
sa por P(7,12). Halle los semiejes, localice los focos, los vértices, etc y finalmente dibuje la curva.

(2) El mismo problema anterior, solo que ahora las asintotasson4x —y+4 =0y 4x+y — 12 =0.
La curva pasa por el punto P(1,11).

(3) El mismo enunciado. Ahora las asintotas son 2x — 3y —2 = 0y 2x + 3y 4+ 10 = 0. El origen
0(0,0) se sabe que es un punto de la curva.

(4) En cada uno de los problemas que siguen se dan algunos elementos de una hipérbola. Se pide
encontrar los restantes, dibujar la curva y hallar la ecuacién.

(i) La hipérbola tiene centro C(2,3),a = 2,b = 3 y el eje transverso (o eje de los focos) es paralelo
al eje x.

(i) Centroen C(—2,4),a =2,b =7y eje focal paralelo al eje y.

(iii) Vérticesen (—3,—5)y (—3,7);b =5.
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APENDICE

A

Introduccion a las conicas de Apo-
llonius

a Unica evidencia fiable sobre la vida de Apollonius es proporcionada por sus propios
prefacios a varios libros de las Cdnicas, especialmente los prefacios a los libros Iy II'.

El naci6 en Perge, en Pamphylia (una importante ciudad griega sobre la costa sureste

del Asia Menor) al rededor del 240 B. C., y publicé el trabajo por el que se hizo famoso:
las Cénicas, probablemente no mucho después del 200 B. C. Tal fecha es garantizada por la mencién
de Apollonius en el prefacio al libro II donde afirma «Philonides el gedmetra, a quien yo le presenté a
usted [Eudemus] en Ephesus». Este Philonides fue posteriormente un prominente filésofo Epictireo y
hombre de estado: es conocido por su biografia fragmentaria que ha sobrevivido en papiro? y dos
inscripciones3 ; él fue conocido personalmente, en su madurez, con el monarca Seleucida Antiochus
IV Epiphanos (quién reiné entre el 175-163 B. C.) y Demetrius I Soter (162-150 B. C.). Desde entonces
Eudemus (el hombre a quien Apollonius se dirige en los prefacios de los libros I y I de las Cénicas) fue
el primer maestro de Philonides, y las Cénicas necesitaron haber sido publicadas tempranamente en
el segundo siglo B. C. Desde entonces, posteriormente, Apollonius se dirige a Eudemus en el prefacio
del libro II cuando €l le envia éste a través de la mano de su hijo (también llamado Apollonius), las
Cénicas que fueron un trabajo de la edad madura de Apollonius, por tanto su fecha de nacimiento
puede ser aproximadamente inferida.

Nosotros sabemos del prefacio al libro I que Apollonius estaba viviendo en Alejandria cuando él
compuso la versién original de las Conicas.

A.1. Contenido de la obra

Los contenidos de las Cénicas son un conjunto bosquejado por Apollonius mismo en la carta prefac-
toria del libro I. Apollonius dice aqui que el trabajo en su totalidad estd compuesto por 8 libros, los
primeros 4, él dice, tendrdn que ser considerados un «un curso en los Elementos» (dywyn otolyewdn);
mientras que los cuatro restantes son «a la manera de adiciones» (neplouciac tixwtepa), «tépicos espe-

1 Apollonii Pergaei Quae Graece Exstant. 1. L. Heiberg. Vol. L. pp. 2-4, 192. B. G. Teubneri. 1891.

2Publicado por Crénert, «Der Epikureer Philonides». La edicién por Gallo, Fragmmenti Biografici de Papiri II. pp. 23-166,
mejora a Cronert en varios lugares, ninguno de los cuales son relevantes aqui. Cf. Toomer, «The mathematician Zenodorus».

3La relevancia de este para la biografia en el papiro fue anunciada por Kohler, « Ein Nachtrag zum Lebenslauf des Epiku-
reers Philonides». Para una biografia posterior, cf. Fraser, Ptolemaic Alexandria vol. IL. pp. 601-2, n. 320.
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ciales», tendria uno que decir. Apollonius hace un repaso de los libros en su «curso en los Elementos»,
de la siguiente manera:

» Libro I: contiene la generacién de las tres secciones conicas y las secciones opuestas* y una
investigacion «mas completa y general» de las propiedades caracteristicas, o cuuntwyare, de

todas aquellas secciones”.

= Libro II: se ocupa de las propiedades de los didmetros, los ejes y las asintotas, como también
«otras cosas necesarias y ttiles para determinar los limites de la posibilidad» (dioptopouc)®.

= Libro III incluye teoremas «tiles para la sintesis de los lugares sélidos y para determinar los
limites de la posibilidad».

= Libro finalmente, este se ocupa de estudiar de cuadntas otras muchas maneras se pueden hallar
otras secciones conicas y las circunferencias de un circulo.

Excepto por la descripcién del libro IV, que da una ilustracién parcial del contenido del libro, aque-
llas descripciones son lo mejor bosquejadas y dan un conteo completo de los libros I-IIl. Aunque
Apollonius dice que en el libro II se observan las propiedades de los didmetros y los ejes, v.gr., es
en el libro I donde muchos de los teoremas sobre los didmetros son probados—perteneciente entre
otros, que toda seccion cénica tendrd un ntimero infinito de didmetros, que todos los didmetros de la
parabola son paralelos, que todos los didmetros de la elipse o hipérbola son concurrentes, que para
todo didmetro de una elipse o hipérbola existen un didmetro conjugado y que el didmetro conjugado
de una elipse es la media proporcional entre el didmetro original y su pardmetro, o latus rectum (un
hecho empleado una y otra vez por Halley).

Esto no dice que las descripciones de los libros I-III son completamente informativas sobre sus con-
tenidos. El libro I contiene mucho maés de lo que Apollonius dice; sin embargo, este verdaderamente
contiene la generacién de las secciones y sus cupntwypata, que Apollonius elige para enfatizar en
su carta prefactoria. Aquellas y el concepto de seccién cénica, una concepciéon que es demostrable
geométricamente, y despista la sencillez con que los resultados claves en las Cénicas pueden ser rees-
critos algebraicamente, a lo sumo por lectores modernos quienes conocen el tratamiento algebraico.
Para dar un ejemplo de como Apollonius por si mismo trata el tema, consideremos el enunciado y
diagrama de Cénicas, 1. 13, la proposicién en la que la elipse es definida:

Si un cono es cortado por un plano a través de su eje y es también cortado por otro plano que por un
lado encuentra ambos lados del eje triangular y que por otro lado, cuando se prolonga, es o paralelo a
la base o lo contrario, y si el plano que contiene la base del cono y el plano de corte se encuentran en
una linea recta perpendicular o a la base del tridngulo axial o perpendicular a este, entonces alguna
linea [recta] es trazada—paralela a la seccion comiin de los planos [base y corte]—de la seccidn del
cono para el didmetro de la seccién que serd igual en un cuadrado a alguna drea aplicada a una linea
recta [el pardmetro] (para el que el didmetro de la seccion tendrd el mismo radio como el cuadrado
sobre la linea recta trazada—paralela a la seccion del didmetro—del vértice del cono a la base del
tridngulo tendrd el rectdngulo que es contenido por la linea recta que corta [sobre la base] por esta
linea recta en la direccion de los lados del tridngulo [axial]), un drea que tendrd como amplitud Ia
linea recta de la seccién para el didmetro y cuya drea es deficiente (elleipon) por una figura semejante
y situada semejantemente al rectdngulo contenido por el didmetro y el pardmetro. Y tal seccion serd
llamada una elipse ( eMenow)’.

4 Aquellas son las que nosotros llamamos las dos ramas de la hipérbola. Una hipérbola, para Apollonius, es tinicamente
una de aquellas ramas. Para una discusion mds detallada, cf. Fried, M. N. A note on the Opposite Sections and conjugate sections
in Apollonius of Perga’s Conica. The St. John's Review, 47 (1), 91-114, 2004.

5 guuntwyere: Propiedad.

Hecho geométrico que es la consecuencia de condiciones realizadas por una figura. Cf. Mugler, Charles. Dictionaire historique
terminologie géométriques des grecs. Paris. Librairie C. Klincksieck. 1958. p. 393.

6Los «limites de las posibilidades» son, hablando en términos generales, las condiciones bajo las cuales un problema tendra
una solucién a todas o a lo sumo una solucién. Cf. Michael N. Fried. Edmund Halley'’s reconstruction of the lost book of Apollonius’s
Conics. Spinger. 2011. p. 8. n. 24.

7cf. Apollonius of Perga. Treatise on Conic Sections. Editen in modern notation. T L. Heath. Cambridge University Press.
1896.
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Figura A.1

En la fig.A.1, entonces, un cono teniendo por base BI' y vértice A es primero cortado por un plano
ABT a través del eje (i.e., la linea de A al cetro de la base circular BI'), produciendo el «tridangulo
axial» ABT'; este es cortado, a continuacién, por un segundo plano, AEA, que encuentra los dos la-
dos del tridngulo axial y que, prolongado, intersecta el plano ABI' que encuentra el plano de la base
del cono. La seccién del cono producida por el plano AEA es la elipse. Para definir el cuuntoua de la
elipse nosotros primero necesitamos determinar el parametro EO. Este es la linea que tendrd el mis-
mo radio de AE como el cuadrado sobre AK tendrd al rectdngulo contenido por BK y KI'8. Y con tal,
el cuuntopa es este: sea AM trazado de la elipse por la linea AE, que es el didmetro de la elipse’, asi
que este paralelo a HZ. Entonces sqAM = rectE©®, EM — rectO©, OZ, donde el rectdngulo posterior
es semejante y semejantemente situado al que estd contenido por el pardmetro EO y el didmetro AE.

La primera cosa que uno observa sobre esta proposicién es que es muy larga—imposiblemente larga
para la mayoria de los lectores modernos—. Una razén obvia para la longitud es que esta es en-
teramente establecida en palabras: no hay simbolos que formalizen y condensen los enunciados y
afirmaciones. Después del enunciado, las letras son introducidas; sin embargo, ellas no son intro-
ducidas como simbolos, sino tinicamente como punteros de partes del diagrama. Las matematicas
griegas estan ligadas a los diagramas. Una parte inseparable de la prop. I. 13, entonces, es su diagra-
ma'’. Y asi el enunciado es muy largo porque, mas que un enunciado, este es una descripcién que
apela a nuestra habilidad para visualizar operaciones geométricas, relaciones, y objetos con la ayu-
da de diagramas. Alguien quien lea el texto original de Apollonius detalladamente necesita dejarse
ineluctablemente invadir por este sentido en el modo de la presentacién, sin embargo uno interpreta
0 no y si uno lo ve también como un modo de pensamiento de Apollonius!!. Este sentido de pre-
sentacion geométrica necesita ser asumido con respecto a Halley, pero inclusive siendo el un hombre

8Nosotros estamos empleando la taquigrafia «sq. AK» para «el cuadrado sobre AK» y «rect. AK, KI'» para el «rectangulo
contenido por los lados AK, KI'». cf. Fried, Ibid. p. 9.
9Esto es, AE bisecta todas las cuerdas de la elipse trazadas paralelas a cierta linea dada, en este caso, la linea HZ. A
principios del libro I, en la prop. I. 7, Apollonius muestra que alguna tal linea como AE, en el plano AEA corta los lados
AB y AT del tridngulo axial, bien sea un didmetro en este sentido. También nétese que mientras HZ es perpendicular a BI'
prolongado, éste no es necesariamente perpendicular al plano del tridngulo axial ABI, y entonces, lineas tales como AM
no son necesariamente perpendiculares al didmetro AE. Si HZ es perpendicular al plano ABT', entonces las lineas AM serdn
perpendiculares al didmetro y el didmetro bien sera un eje.
0¢f. Nezt, R. The shaping of deduction in greek mathematics. Cambridge University Press. 1999.
ef. H. G. Zeuthen'’s (1886), Die lehre von den kegelschnitten im altertum, donde la presentacién geométrica de Apollonius es
pensada para ocultar un modo de pensamiento algebraico. Por lo tanto, el punto de vista de Zeuthen dominé la historiografia
de la matematica griega a lo sumo durante 1970; este punto de vista fue completamente adoptado por Thomas L. Heath y B.
L. van der Waerden.
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joven él conocfa los cuatro primeros libros de las Cénicas intimamente!?, y posteriormente, cuando él
edit6 y tradujo el trabajo en su totalidad, tal conocimiento fue extendido a los libros restantes, libros
V-VII. Halley no tinicamente apreci6 la forma geométrica en que Apollonius presento su trabajo, sino
que también reconocié que este fue representativo de un aprovechamiento geométrico genuino del
tema.

Los libros V-VIII, como se mencioné anteriormente estdn catalogados como «a la manera de adi-
ciones», de acuerdo con Apollonius. No es completamente claro que entendia Apollonius poe esto,
pero, minimalmente, él da a entender que aquellos libros no fueron concebidos como fundamentos
generales sobre los que una amplia variedad de investigaciones podrian ser desarrolladas. Es en este
sentido que ellos pueden decirse que difieren de los libros de los Elementos y razonablemente se re-
fiere a estos libros como «t6picos especiales».

Apollonius describe tales contenidos en la carta introductoria al libro I como sigue: el libro V con-
cierne con las [lineas] minimas y maximas, por las que el entiende las lineas minimas y méximas de
corte en el eje de una seccién y la seccién en si misma; el libro VI trata cuestiones de semejanza e
igualdad en las secciones cénicas—es aqui, v. gr., que Apollonius demuestra que todas las pardbolas
son semejantes; el libro VII contiene teoremas sobre la determinacién de limites de posibilidad (regt
droptotnwv Yewpnuatwy); en el libro VIII, finalmente, Apollonius dice, que es un libro sobre proble-
mas determinados a las cénicas (TpoBANUATEY XWVIXOY SLOPLOPEVGY).

Mas informacién sobre aquellos libros posteriores de las Conicas es hallada en las cartas introducto-
rias a cada libro individualmente. Particularmente importante para dicho fin es lo que se dice en la
carta introductoria al libro VII. Para tal, es mejor lo que se dice en la carta introductoria al libro I,
donde Apollonius afirma lo siguiente:

En este libro [libro V1I] se tienen muchas maravillosas y bellas cosas sobre el tépico de los didmetros
y las figuras construidas sobre ellas, tomadas en ellas. Todo esto es de gran uso en muchos tipos de
problemas, y son muy necesarias en el tipo de problemas que ocurren en las secciones conicas que
nosotros mencionamos, pertenecientes a aquellas que serdn bien discutidas y proporcionadas en el
libro VIII de este tratado (que es el iiltimo libro de esta).'®

Asf, que, contrario a la descripcién més general en el I, Apollonius explicitamente conecta el material
del libro VII con los problemas del libro VIII. Las descripciones de Apollonius no siempre son com-
pletamente adecuadas; sin embargo, la conexién en los libros VII y VIII es reforzada por el hecho de
que, en el libro VII de Pappus (siglo IV C. E.) Yavaywyn o Coleccion, como es usualmente conocido en
inglés, los lemas de los libros VII y VIII de las Cénicas son tomados en conjunto, como si los dos libros
fuesen concebidos como un par. Aquellas sugerencias sobre el libro VIII en las Cénicas en si mismo y
en la Coleccién de Pappus son de importancia, de hecho porque el libro VIII en si mismo esta perdido.
No se sabe con certeza cuando se perdid, pero a mediados del siglo IX, cuando grandes esfuerzos
fueron realizados en el mundo isldmico por recuperar la matematica griega y los textos cientificos, el
libro VIII ya estaba perdido, inclusive el manuscrito mds completo de las hallado en este periodo, el
texto Banii Miisd.

2Edmund Halley quien probablemente tuvo que haber leido las Cénicas de Apollonius, libros I-IV, de la famosa edicién de
Federigo Commandino de 1566. La edicién de Commandino incluyé no tinicamente los cuatro primeros libros de las Cénicas
sino también los comentarios de Eutocius y Serenus sobre la seccién de un Cilindro y sobre la seccién de un Cono. El tdltimo
fue incluido con la reconstruccién de Halley para el libro VIII de las Cénicas.

13 ¢f. Toomer, G. J. Apollonius Conics Books V to VII, Vol. I, p. 382.
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