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V

Resumen
La aireación en una planta de tratamiento de aguas residuales (PTAR) es un proceso de alto con-
sumo energético y de gran importancia para transferencia de masa, ya que de este depende la cali-
dad del lodo activado (biomasa bacteriana concentrada), encargado de remover los contaminantes
orgánicos y los sólidos suspendidos en el agua, por lo tanto de la calidad de dicho lodo depende
la eficiencia en la remoción de contaminantes y las condiciones del agua al realizar su disposición
final. Dada la importancia de este proceso, la transferencia de oxı́geno en sistemas tanques airea-
dos ha sido ampliamente estudiada a través de los años, estudios que en su mayorı́a se basan en
la propuesta de nuevas correlaciones empı́ricas que permiten la determinación del coeficiente de
transferencia de masa, el área interfacial especı́fica de transferencia de masa y la retención de gas,
asociados a la dinámica de la concentración de oxı́geno.

En este trabajo se desarrolló un modelo semifı́sico de base fenomenológica (MSBF) para una
planta piloto aireada mediante una metodologı́a formal de modelado y se propuso una ecuación
constitutiva de base teórica para el coeficiente de transferencia de masa, a partir de la teorı́a de
la penetración de Higbie y el diámetro promedio de la burbuja. Finalmente, se realizó una com-
paración entre la solución numérica del modelo matemático al emplear diferentes correlaciones
empı́ricas y teóricas para el coeficiente de transferencia de masa, con respecto a los datos ex-
perimentales obtenido de la planta piloto. Se evidenció que al emplear la ecuación constitutiva
propuesta para determinar el coeficiente volumétrico de masa, los resultados del MSBF tienen un
porcentaje de error menor al 10%, con respecto a los datos experimentales. En los casos en los
que se emplearon aproximaciones empı́ricas, el porcentaje de error con respecto a los datos expe-
rimentales se encuentra entre el 30 y 32%.

Palabras clave: MSBF, PTAR, principios de conservación, simulación, coeficiente de transferencia
de oxı́geno, procesos de aireación, transferencia de oxı́geno.



VI

Abstract
In wastewater treatment plants (WWTP) the activated sludge quality depends on aeration, a pro-
cess of high energy consumption and paramount importance for mass transfer. Activated sludge
removes organic pollutants and suspended solids; therefore a higher activated sludge quality invol-
ves a greater efficiency for removing pollutants and water conditions for final disposal. Given the
importance of aeration, oxygen transfer in aerated tank systems has been widely studied over the
years and these studies are mostly based on new empirical correlation proposals to determine the
mass transfer coefficient, the mass transfer specific interfacial area and gas retention, all of them
associated with the dynamics of oxygen concentration.

In this study, a phenomenological-based semi-physical model (PBSM) for an aerated pilot plant
using a formal modeling methodology was developed and a constitutive equation for the mass
transfer coefficient based on Higbie penetration theory and bubble mean diameter was propo-
sed. Finally, a comparison between pilot plant experimental data and the mathematical models
numerical solution employing different correlations (empirical and theoretical) for mass transfer
coefficient was performed. Error percentage was less than 10% when the proposed theoretical co-
rrelations were used. In the cases in which empirical approximations were used, the percentage of
error with respect to the experimental data is between 30 and 32%.

Keywords: PSBM, WWTP, conservation principles, simulation, oxygen transfer coefficient, aera-
tion processes, oxygen transfer.
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4-9. Cambio de la retención de gas con respecto a la velocidad superficial del gas. . . . 49
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4-2. Clasificación en variables, parámetros y constantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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kOS Coeficiente cinético de consumo de oxı́geno (Kmol/m3)1−z

s

ks Coeficiente cinético de consumo de secuestrante de oxı́geno (Kmol/m3)
s



XIV Lista de Tablas

Letras griegas

Sı́mbolo Descripción Unidades
ρ Densidad kg/m3

η Factor de corrección de temperatura Adimensional
α Factor de corrección para efectos de aireación Adimensional
αg Factor dependiente de la viscosidad del gas Adimensional
uv Fracción de apertura de la válvula manual Adimensional
G Gravedad especı́fica Adimensional
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1. Introducción

El tratamiento biológico de aguas residuales es un proceso mediante el cual se realiza la remoción
gradual de los contaminantes presentes en el agua, a través de dos etapas. En la primera etapa, lla-
mada tratamiento primario, se realiza la separación fı́sica de contaminantes del agua residual. En la
segunda etapa, llamada tratamiento secundario, se realiza la remoción de componentes orgánicos
y sólidos suspendidos en el agua residual. El tratamiento secundario se refiere al proceso biológico
al cual es sometido el agua residual con el fin de remover contaminantes de esta, principalmente
compuestos orgánicos. En esta etapa el agua residual es puesta en contacto con una suspensión
concentrada de biomasa bacteriana (lodo activado) que se encarga de degradar dichos compuestos
orgánicos [49].

Las aguas residuales contienen gran cantidad de microorganismos como virus, bacterias y pro-
tozoos, que generan enfermedades en los seres vivos, tales como gastroenteritis y diarrea que se
encuentran entre las tres principales causas de muerte en el mundo [50]. Debido a lo anterior, los
requisitos con respecto a las condiciones de las aguas residuales al momento de su descarga son
cada vez más estrictos, por lo tanto es necesario emplear estrategias de control robustas y sofisti-
cadas que puedan asegurar que se cumplan las condiciones mı́nimas para realizar la descarga [8].

La aireación u oxigenación es el proceso mediante el cual el aire u oxı́geno puro circulan a través
de un lı́quido o sustancia con el cual son mezclados o disueltos. Dicho procedimiento es el más
usado para garantizar la oxigenación de los microorganismos en proceso industriales, se basa en
el uso de tanques de aireación, los cuales son básicamente biorreactores que permiten el flujo as-
cendente de aire (u oxı́geno puro) desde el fondo del tanque, permitiendo ası́ la transferencia de
oxı́geno desde el gas hacia el lı́quido. Por lo anterior, esta operación de transferencia de masa es
de suma importancia a nivel industrial ası́ como para la prestación de servicios públicos, ya que de
ella depende la preservación del microorganismo en el caso de fermentaciones o el consorcio de
microorganismo como lodos activados en los sistemas de tratamiento biolgico de aguas residuales.

El proceso de aireación es una de las etapas de mayor importancia en plantas de tratamiento de
aguas residuales (PTAR), debido a que esta se encarga de las tareas de transferencia de oxı́geno y
mezcla del medio. El oxı́geno es usado para realizar el proceso de oxidación de la materia orgánica.
La mezcla es necesaria para garantizar que las concentraciones de oxı́geno disuelto sean aproxi-
madamente iguales en todo el sistema. Debido a que los requerimientos de oxı́geno se suplen por
medio de máquinas que inyectan aire u oxı́geno en el biorreactor, la aireación se constituye como
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un proceso de alto consumo energético, representando entre 60 − 65% del consumo total de una
PTAR, por lo que es esencial controlar la concentración de oxı́geno disuelto. Una tasa muy baja de
oxı́geno disuelto puede generar un bajo crecimiento del lodo y una baja remoción de contaminante,
a su vez una alta concentración de oxı́geno disuelto puede generar una inhibición en el crecimiento
del lodo, por lo que se podrı́a presentar una pobre eficiencia en la sedimentación del lodo al igual
que un bajo rendimiento en la remoción de contaminantes [47].

El tratamiento de aguas residuales sigue siendo un tema de investigación activo desde el punto de
vista del monitoreo y control de planta debido a la constante evolución de la normativad que requie-
re especificaciones más ajustadas y exigentes en cuanto al contenido de contaminantes presentes
en el agua. El control de la concentración de oxı́geno disuelto (OD) en una PTAR es crucial pa-
ra mantener la calidad del lodo y de ésta manera la eficiencia en la remoción de contaminantes [24].

Debido a la importancia del proceso de aireación para la transferencia de oxı́geno en las PTAR
y en procesos bioquı́micos aeróbicos, la transferencia de oxı́geno ha sido un fenómeno amplia-
mente estudiado [53, 48, 3, 23], sin embargo, una cantidad considerable de estos estudios realizan
un análisis empı́rico, es decir, desde los datos de este fenómeno. Por lo tanto, en la tesis que se
presenta se realizó un estudio de la dinámica de la concentración de oxı́geno disuelto en sistemas
aireados desde el fenómeno, con el fin de obtener un modelo matemático que ayude a comprender
la forma en la que se da la transferencia de masa y poder emplear a futuro este modelo en tareas
de control, que permitan garantizar una óptima concentración de oxı́geno disuelto y en la medida
de lo posible disminuir los costos energéticos debido al proceso de aireación.

Este documento está organizado de la siguiente manera: en el Capı́tulo 2 se presentan las bases
teóricas y el estado del arte con respecto a modelos matemáticos y transferencia de masa en siste-
mas aireados, en este capı́tulo se presentan las expresiones matemáticas de naturaleza empı́rica y
teórica empleadas en la determinación del coeficiente volumétrico de transferencia de masa y adi-
cionalmente el planteamiento del problema, la hipótesis, los objetivos y la principal contribución.
En el Capı́tulo 3 se presenta la metodologı́a de modelado empleada en el desarrollo de la tesis de
maestrı́a. En el Capı́tulo 4 se muestra el desarrollo del modelo matemático siguiendo las pasos
de modelado presentados en la metodologı́a, además de la ecuación constitutiva propuesta en la
tesis de maestrı́a, junto con el análisis y discusión de los resultados del modelo matemático y su
validación. Finalmente, en el Capı́tulo 5 se encuentran las principales conclusiones de esta tesis y
se proponen algunos trabajos futuros.

Los principales productos de investigación relacionados con este trabajo son:

Artı́culos de conferencia

Ruiz-Botero, M., Ospina-Alarcón, M. y Garcı́a-Tirado, J. (2015). “Transferencia de Oxı́geno
en Procesos Aerobios: Una Revisión al Modelado Fenomenológico. 2nd Colombian Confe-
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rence on Automatic Control - CCAC IEEE. IEEE Explore Digital Library. Manizales Co-
lombia.

Ruiz-Botero, M., Ospina-Alarcón, M. y Garcı́a-Tirado, J. (2016). “Output-Feedback Mo-
del Predictive Control for Dissolved Oxygen Control in a Biological Wastewater Treatment
Plant. XVII CLCA Latin American Conference of Automatic Control. Medellı́n, Colombia.

Artı́culos de revista

Ruiz-Botero, M., Zuluaga-Bedoya, C., Ospina-Alarcón, M. y Garcı́a-Tirado, J. (2016). “Com-
paración de correlaciones empı́ricas para la estimación del coeficiente de transferencia de
oxı́geno en bioprocesos aeróbicos. Revista Ingenierı́as USBMed; Vol 7, N:2. Pág. 14-20.

Zuluaga-Bedoya, C., Ruiz-Botero, M., Ospina-Alarcón, M. y Garcı́a-Tirado, J. (2018). “A
Dynamical Model of an Aeration Plant for Wastewater Treatment using a Phenomenolo-
gical based Semi-physical Modeling Methodology”. Computers & Chemical Engineering.
(Aceptado para publicación).
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En este capı́tulo se presentan los principales conceptos teóricos relacionados con los modelos
matemáticos de procesos quı́micos y bioquı́micos, además de los principales estudios realizados
en el tema de transferencia de masa en sistemas aireados, necesarios para el desarrollo de la tesis
de maestrı́a.

2.1. Modelos matemáticos de procesos quı́micos y
bioquı́micos

Un modelo matemático es una representación de la realidad mediante ecuaciones diferenciales y/o
algebraicas. En el proceso de construcción de un modelo lo que se busca es realizar la traducción
de un problema del mundo real a un problema matemático equivalente. El desarrollo de modelos
se realiza con el fin de aumentar el conocimiento sobre la situación original del mundo real o para
utilizar el modelo con fines de control, optimización y en otros casos estudios de seguridad [19].

Los modelos matemáticos son representaciones aproximadas de un sistema usados para reproducir
el comportamiento de este bajo diversas condiciones de operación. Dichos modelos formalizan en
un lenguaje matemático los fenómenos presentes en el proceso mediante las leyes que los rigen
[51].

Como lo proponen en [4], un modelo de proceso se define como “una abstracción útil del obje-
to real, que resulta ser un constructo operable, bien sea tangible o intangible. Un modelo es un
conjunto de elementos de representación de información que puestos juntos (como un Sistema),
replican las caracterı́sticas de un Proceso real o una parte de este, tomado como un Sistema. El
modelo de Proceso es en si mismo un Sistema”

Tal como se presenta en [4], los modelos matemáticos poseen una estructura que presenta la forma
en la que se relacionan las partes de este. Dicha estructura está formada por términos, los cuales
a su vez están constituidos por parámetros, variables y constantes, unidos mediante operadores no
lineales. Los términos entre si se separan por medio de operaciones lineales de suma y resta. Los
parámetros de un modelo son sı́mbolos a los cuales se les asigna un valor numérico y da cuenta
del grado en el que se relacionan las partes de un sistema. Dichos parámetros pueden ser valo-
res constantes o variables que se rigen por una ley determinada, además estos parámetros pueden
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ser clasificados en estructurales, asociados con la configuración del modelo, y funcionales, aso-
ciados con la solución numérica del modelo. La variables de un modelo son caracterı́sticas del
objeto real, cuyo valor puede ser conocido o desconocido, en el caso de ser desconocido se inten-
ta hallar por medio de tanteo o mediante la simulación del modelo bajo diferentes escenarios de
operación. Las variables, como su nombre lo dice, varı́an por si mismas y bajo la influencia de los
demás elementos del modelo. Finalmente, las constantes son variables universalmente aceptadas
como de valor fijo o que el modelador acepta de valor fijo para el caso de análisis que está tratando.

Clasificación de los modelos
Existen múltiples clasificaciones para los modelos entre las que se encuentran: modelos lineales y
modelos no lineales, modelos continuos y modelos discretos, modelos causales y modelos no cau-
sales, modelos estáticos y modelos dinámicos, modelos estocásticos y modelos determinı́sticos,
modelos variantes en el tiempo y modelos invariantes en el tiempo, modelos explicativos, modelos
descriptivos y modelos puramente predictivos, modelos de parámetros distribuidos y modelos de
parámetros concentrados.

Teniendo en cuenta la clasificación presentada, el modelo matemático desarrollado en esta tesis
es no lineal, continuo, causal, dinámico, determinı́stico, variante en el tiempo, explicativo y de
parámetros concentrados. Además, basándose en el grado de conocimiento del proceso implı́cito
en el modelo existen tres tipos de modelos los cuales se presentan a continuación:

Modelos caja blanca, fı́sicos o fenomenológicos: los modelos de caja blanca son obteni-
dos teniendo como base el conocimiento detallado de los fenómenos que están presentes
en el sistema, es decir, hay un conocimiento detallado de todas las variables involucradas
en el sistema y de como se relacionan entre ellas. La estructura de este tipo de modelos se
obtiene a partir de la aplicación de leyes de conservación (balances de masa y energı́a). Adi-
cionalmente, en este tipo de modelos las ecuaciones de balance se acompañan de ecuaciones
constitutivas que permiten determinar los parámetros del modelo [4, 11].

Modelos caja negra o empı́ricos: los modelos empı́ricos se determinan a partir de datos
experimentales disponibles del proceso, por lo tanto se basan en la observación de un com-
portamiento especı́fico del sistema. Su estructura es generalmente una caja negra que no
puede ser interpretada en términos de las variables y su relación entre ellas, tal como sucede
en modelos caja blanca. Para la elaboración de este tipo de modelos se debe seleccionar cui-
dadosamente una estructura que relacione las variables que se quieren predecir en términos
de las variables medidas. Si la selección de dicha estructura no es la adecuada, el modelo
matemático no tendrá la capacidad de predecir con suficiente exactitud lo que sucede en el
proceso real [19].

Modelos caja gris o semiempı́ricos: los modelos caja gris son un punto intermedio entre los
modelos fenomenológicos y los modelos empı́ricos, ya que son una combinación de modelos



6 2 Marco Teórico y Estado del Arte

de caja negra y modelos de caja blanca. Estos modelos se construyen usando como punto de
partida un modelo semilla que puede ser de estructura fenomenológica o empı́rica [4].

Para obtener un modelo de caja gris existen dos maneras diferentes: i) obtener una estructura
de un modelo fenomenológico (balances de materia, energı́a y cantidad de movimiento) y
determinar algunos parámetros que no pueden ser explicados mediante una estructura expli-
cativa, a partir de correlaciones empı́ricas. Estos se denominan Modelos Semifı́sicos de Base
Fenomenológica (MSBF), ii) obtener una estructura empı́rica y determinar algunos paráme-
tros a partir de estructuras basadas en el conocimiento fenomenológico. Estos se denominan
Modelos Semifı́sicos de Base Empı́rica.

2.2. Estructura de un modelo semifı́sico de base
fenomenológica

Generalmente, en procesos quı́micos y bioquı́micos las propiedades balanceables son la materia
y la energı́a. Los balances de energı́a, materia y cantidad de movimiento, sirven para obtener y
relacionar las variables más importantes del proceso [4].

2.2.1. Ecuaciones de balance de masa, energı́a y cantidad de
movimiento

El comportamiento de un sistema puede ser estudiado siguiendo los cambios de estado que experi-
menta un proceso y los flujos de masa, energı́a y cantidad de movimiento que atraviesan los lı́mites
del sistema. En (2-1) se presenta la ecuación general de balance [19].

 V ariación neta

de la cantidad

dentro del sistema

 =

 Entrada

de la cantidad

al sistema

−

 Salida

de la cantidad

del sistema


+

 Generación

de la cantidad

dentro del sistema

−

Consumo o desaparición

de la cantidad

dentro del sistema


(2-1)

Balance de masa: teniendo en cuenta lo anterior, en un sistema de proceso en el cual se presenta
reacciones de generacin y consumo, la ecuación para el balance total de masa durante un tiempo
dt es [19]:

dm

dt
=

n∑
i=1

∂ṁentra −
k∑

j=1

∂ṁsalida −
o∑

c=1

ṙc +

p∑
g=1

ṙg (2-2)
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donde dm
dt

representa la variación de la masa con el tiempo dentro del sistema, ∂ṁentra, representan
la cantidad diferencial de flujo de masa que entra por la corriente i-esima, i, con i = 1, 2, 3, .., n,
∂ṁsalida representan la cantidad diferencial de flujo de masa que sale del sistema por la corriente
j-esima,j, con j = 1, 2, 3, ..., k, ṙc son diferentes fuentes de consumo que se presentan en el siste-
ma, con c = 1, 2, 3, ..., o y ṙg son las diferentes fuentes de generación de un componente particular
con g = 1, 2, 3, ..., p.

Balance de energı́a: la ecuación de balance energético para un sistema en el cual se lleva un
proceso es:



Cambio con el

tiempo de la

cantidad de

energı́a interna,

cinética y potencial

dentro del sistema


=



Flujo de energı́a

interna, cinética

y potencial que

entra al sistema

por convección

o difusión


−



Flujo de energı́a

interna, cinética

y potencial que

sale al sistema

por convección

o difusión



+



Calor

suministrado al

sistema por

conducción

radiación y

reacción


−


Trabajo

hecho por el

sistema sobre

los alrededores



(2-3)

Planteando un balance de energı́a entre un tiempo t y un tiempo t + dt, se tiene: dEsistema

dt
que

representa la variación de la energı́a total dentro del sistema con respecto al tiempo, en ausencia
de efectos eléctricos, de tensión superficial y de distorsión de sólidos:

dEsistema

dt
=

d

dt

∑(
mu+

mv2

2gc
+

mgz

gc

)
sistema

(2-4)

donde u es la energı́a interna por unidad de masa, v la velocidad, g la gravedad, gc es la gravedad
especı́fica y z la altura con respecto al nivel de referencia.

2.2.2. Ecuaciones constitutivas

Cuando se aplican los balances de materia y energı́a en un sistema de proceso, pueden encontrarse
parámetros del modelo que requieran de una definición o cálculo. Las ecuaciones constitutivas en
general son ecuaciones algebraicas, que se originan a partir de principios termodinámicos, cinéti-
cas de reacción, ecuaciones de velocidad de transferencia y restricciones del equipo [19]. En la
mayorı́a de los casos estas ecuaciones son el resultado de conocimiento empı́rico del fenómeno
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[6].

Ecuaciones de velocidad de transferencia: en muchas aplicaciones la masa, la energı́a y la can-
tidad de movimiento son transferidas hacia afuera o hacia adentro a través de las fronteras del
sistema de proceso. Esto sucede, sobre todo, cuando se tienen sistemas multifásicos que involu-
cran materia y energı́a entre las fases. Por ello, existen fuerzas que potencian la transferencia de
materia y energı́a entre las fases. Estas fuerzas generalmente están dadas en términos de la concen-
tración, la temperatura y la presión diferencial [4, 5].

Relaciones termodinámicas: las propiedades termodinámicas son importantes para el modelado
de procesos. En gran cantidad de aplicaciones de modelado y simulación se tiene la necesidad de
predecir densidades, viscosidades, conductividades térmicas y capacidades calorı́ficas para lı́qui-
dos, vapores o mezclas. Para ello se utilizan correlaciones simples y aplicables al intervalo de
validez del modelo [4, 5].

Relaciones de propiedades: estas van desde simples relaciones lineales a relaciones polinomiales
complejas en términos de las principales propiedades termodinámicas intensivas del sistema, como
temperatura, presión o concentración. La aplicación de las relaciones polinomiales depende direc-
tamente del intervalo de uso de esas correlaciones. Para una mezcla, las propiedades se estiman a
partir de la información de los componentes puros. Cuando se presentan grandes variaciones de la
condición ideal, debido a operaciones a alta presión o a la naturaleza de los componentes del sis-
tema, la opción es usar una predicción de las propiedades que incorpore un término de corrección
para la no-linealidad [4, 5].

2.3. Transferencia de oxı́geno en sistemas gas- lı́quido

La transferencia de masa se produce en mezclas que contienen variaciones de concentración. La
masa se transfiere desde una ubicación a otra bajo la influencia de una diferencia de concentra-
ción o gradientes de concentración en el sistema. En gran cantidad de bioprocesos se producen
situaciones en las cuales las concentraciones de los compuestos no son uniformes, por lo tanto, los
mecanismos de transferencia de masa se encargan de transportar el compuesto desde una región
de alta concentración a una región de baja concentración [22].

2.3.1. Balance de oxı́geno

El modelado de la transferencia de oxı́geno desde una fase gaseosa a fase lı́quida está basada en
la teorı́a de la pelı́cula [22]. Este modelo se basa en la formación de una pelı́cula de lı́quido o una
capa limite siempre y cuando exista contacto entre dos fases (gas-lı́quido).
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En la Figura 2-1, se muestra el gradiente de concentraciones que se presenta en la interfase entre
las fases gas-lı́quido que continen oxı́geno (O2). Donde el O2 es transferido desde la fase gaseosa
a la fase lı́quida. La concentración de O2 en el seno del lı́quido es CO2L y en la interface del lado
del lı́quido es CO2Li

. Por el lado de la fase gaseosa la concentración de O2 es CO2G en el seno y
CO2Gi

en la interface.

Figura 2-1.: Teorı́a de la doble pelı́cula. Tomada de [22]

La velocidad de transferencia del O2 a través de la capa lı́mite del gas, ṄO2G, está dada por (2-5).

ṄO2G = kGa (CO2G − CO2Gi
) (2-5)

Análogamente, la velocidad de transferencia de O2 a través de la capa lı́mite del lı́quido, NO2L,
está dada por (2-6):

ṄO2L = kLa (CO2Li
− CO2L) (2-6)

Donde kG y kL son los coeficientes de transferencia de oxı́geno de la fase gaseosa y la fase lı́qui-
da, respectivamente, a es el área especı́fica de transferencia de masa, CO2 es la concentración de
oxı́geno, en el gas (G), en la capa lı́mite del lado del gas (Gi), en el lı́quido (L) y en la capa lı́mite
del lado del lı́quido (Li). Las concentraciones de equilibrio en la interfase se pueden relacionar por
(2-7):

CO2Gi
= nCO2Li

(2-7)

donde n es el factor de distribución.
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El coeficiente global de transferencia de oxı́geno se puede escribir en función de los coeficientes
de transferencia de masa. En el caso del coeficiente de la fase gaseosa la relación es:

1

KGa
=

1

kGa
+

n

kLa
(2-8)

En cambio, el coeficiente global de transferencia en la fase lı́quida viene dado por (2-9):

1

KLa
=

1

nkGa
+

1

kLa
(2-9)

Por lo tanto, la velocidad de transferencia de oxı́geno en sistemas gas-lı́quido se puede expresar
por medio de (2-10) y (2-11).

ṄO2 = KGa(CO2G − nCO2L) (2-10)

ṄO2 = KLa

(
CO2G

n
− CO2L

)
(2-11)

Las Ecuaciones (2-10) y (2-11) son generalmente usadas en términos de concentraciones de equi-
librio. nCO2L es igual a C∗

O2G
, la concentración de O2 en la fase gaseosa en equilibrio con CO2L

y CO2G

n
es igual a C∗

O2L
, la concentración de O2 en la fase lı́quida en equilibrio con CO2G. Por lo

tanto (2-10) y (2-11) se pueden escribir como:

ṄO2 = KGa(CO2G − C∗
O2G

) (2-12)

ṄO2 = KLa
(
C∗

O2L
− CO2L

)
(2-13)

En sistemas donde la mayor parte de la resistencia a la transferencia de masa se da en la pelı́cula
interfacial de la fase gaseosa o la pelı́cula interfacial de la fase lı́quida (2-12) y (2-13) pueden ser
simplificadas. En un sistema aire-agua, el O2 es poco soluble en el agua, por lo cual la resistencia
a la transferencia de oxı́geno es dominada por la fase lı́quida y kGa es mucho más grande que
kLa. De (2-9), KLa es aproximadamente igual a kLa, por lo tanto (2-13) puede ser simplificada y
representada por (2-14):

ṄO2 =
dCO2L

dt
= kLa

(
C∗

O2L
− CO2L

)
(2-14)
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2.3.2. Coeficiente de transferencia de masa

En la literatura especializada se registran diferentes tipos de estudios acerca de la transferencia de
masa en sistemas gas-lı́quido [33, 38, 48, 53]. En dichos estudios, se presentan diferentes expresio-
nes que permiten determinar el coeficiente de transferencia. Estas expresiones pueden ser de base
teórica o de base empı́rica, tal como se presenta a continuación.

Expresiones empı́ricas

Para determinar el coeficiente volumétrico de transferencia de masa se han presentado estudios en
los que se proponen correlaciones empı́ricas (Ver Figura 2-2). Dichos estudios pueden ser clasifi-
cados en tres categorı́as basándose en el tipo de reactor empleado, columnas de burbujeo, tanques
cuadrados y tanque cilı́ndricos.

Reactores
aireados

por difusión

Columnas
de burbujeo

Akita y
Yoshida
(1974)

Mohammed
et. al

(2007)

Tanques
cilı́ndricos

Yagi y
Yoshida
(1975)

Galaction
et. al

(2004)

Gillot et.
al (2005)

Schierholz
et. al

(2006)

Pittoors
et. al

(2014)

Tanques
cuadrados

Khudenko
y Shpirt
(1986)

Bayramoglu
et. al

(2000)

Al-
Ahmady
(2011)

Figura 2-2.: Transferencia de oxı́geno en tanques aireados por difusión.
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Columnas de burbujeo

Regularmente, los modelos presentados por diferentes autores para caracterizar la transfe-
rencia de oxı́geno desde una fase gaseosa a una fase lı́quida, hacen uso de un gran número
de correlaciones para determinar parámetros involucrados en el modelo, como son el coefi-
ciente de transferencia de masa, la retención de gas, el área interfacial de transferencia de
masa, entre otros. Sin embargo, estas correlaciones son especı́ficas para un intervalo estre-
cho de condiciones de operación para el que se desarrollan. Un ejemplo de lo anterior es
la correlación (2-15) presentada en [2], la cual es adecuada para diámetros de columna no
mayores a 60 cm, velocidad superficial del gas mayor a 1500 m

h
y porcentajes de retención

de gas mayores a 30%. Los experimentos realizados para determinar si la correlación se
ajusta a los resultados reales se desarrollan en diámetros de columna de 7,7 cm y 15,0 cm,
cuyos resultados muestran un ajuste adecuado. Sin embargo, los autores concluyen que la
correlación propuesta es apropiada para el intervalo de operación mencionado al realizar la
comparación entre los datos que arroja la correlación con datos experimentales obtenidos en
investigaciones previas realizadas por éstos.

kLdb
DL

= 0,5

(
νL
DL

)1/2(
g d3b
ν2
L

)1/4(
g d2b ρL

γ

)3/8

(2-15)

donde, db es el diámetro medio de la burbuja, DL es la difusividad de la fase lı́quida, vL es la
viscosidad cinemática del lı́quido, g es la aceleración de la gravedad, ρL es la densidad del
lı́quido y γ es la tensión superficial.

Otra investigación sobre la transferencia de masa en columnas de burbujeo es la presentada
en [31]. En esta se evalúan los efectos de la temperatura y la velocidad superficial del gas
en el coeficiente volumétrico de transferencia de masa kLa. A partir de los resultados los
investigadores proponen la correlación (2-16), con VG es la velocidad superficial del gas y T

es la temperatura.

kLa = −3,35619 + 0,41314VG + 0,09002T + 0,000137V 2
G − 0,000079T 2 − 0,01032VGT

(2-16)

Tanques rectangulares

Tal como se presentó para columnas de burbujeo, a lo largo de los años se han publicado
estudios en los que se proponen correlaciones que permiten determinar el coeficiente de
transferencia de masa para sistemas aireados en tanques rectangulares. Uno de ellos es el
presentado en [40]. En dicho estudio, los investigadores realizan un análisis dimensional
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donde obtienen una ecuación que permite determinar el valor del coeficiente de transferencia
de masa, presentada en (2-17). Los investigadores proponen la ecuación teniendo en cuenta
que el uso de esta se reduce a sistemas en los que se cumplan las siguientes condiciones:
0,029 ≤ f/B ≤ 0,125, 1 ≤ L/B ≤ 4, 0,9 ≤ L ≤ 3,8 m, 2 ≤ I ≤ 30 m3m−2H−1, donde f

es el ancho de la banda de aireación, B es el ancho del tanque de aireación, L es la altura del
lı́quido en el tanque de aireación, I es la intensidad de la aireación y H es la profundidad de
los difusores.

(KLa)T = 0,041αη

(
H

db

)0,67(
f

B

)0,18(
I

L

)
(2-17)

donde α es un factor de corrección usado para incluir los efectos en la aireación del agua
asociados con la mezcla, η es un factor de corrección por temperatura.

En los estudios presentados en [13] y [3] se presentan correlaciones que también se aplican a
intervalos estrechos de operación. En [13] realizan la validación de la correlación mediante
la experimentación en seis tanques con diferentes dimensiones cuyo ancho (W ) varia entre
6 y 9,3 m, su largo (B) entre 3,8 y 6,5 m y su nivel (L) entre 3,5 y 5 m. A partir de (2-18),
los investigadores obtienen un conjunto de parámetros de sintonización para la ecuación que
dependen de las condiciones de operación del sistemas y de las dimensiones del tanque. En
[3] al igual que en [13] presentan la estructura para la correlación empı́rica que permite de-
terminar el coeficiente de transferencia de masa y mediante datos experimentales determina
un set de valores para el valor constante ϕ y para los exponentes ϕ1 a ϕ5 en (2-19).

KLa = a0d
a1
b V a2

G

(
W

B

)a3 (B

L

)a4

La5V a6
L (2-18)

KLa =
ϕ

W 2
Reϕ1Frϕ2

(
db
L

)ϕ3
(
B

W

)ϕ4
(
Ad

At

)ϕ5

(2-19)

En (2-18) y (2-19), a0 a a6 son parámetros estimados, los cuales son función de las carac-
terı́sticas del agua residual y de algunas caracterı́sticas del sistema, VL es la velocidad ascen-
dente del lı́quido en la zona de burbujeo, Re es el número de Reynolds, Fr es el número de
Froude, Ad es el área del difusor y At es el área de la sección transversal del tanque.

Tanques cilı́ndricos

Al igual que para columnas de burbujeo y tanques rectangulares, hay estudios que se han
centrado en la propuesta de nuevas correlación para determinar el coeficiente de transfe-
rencia de masa en sistemas aireados en tanques cilı́ndricos (Ver Figura 2-2). El primero de
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los estudios que se muestra es el realizado en [62], en el cual los investigadores proponen
dos correlaciones empı́ricas para el coeficiente de transferencia de masa, una para siste-
mas con lı́quidos Newtonianos (2-20) y la otra para sistemas en donde se tienen lı́quidos
No-Newtonianos (2-21). Cabe resaltar que ası́ como en los demás estudios presentados, las
ecuaciones se obtienen para unas condiciones de operación y propiedades de los fluidos es-
pecı́ficas y que el tanque donde se lleva a cabo la operación de transferencia de masa es
agitado mecánicamente.

kLad
2

DL

= 0,060

(
d2NρL
µL

)1,5(
dN2

g

)0,19(
µL

ρLDL

)0,5(
µLVG

γ

)0,6(
Nd

VG

)0,32

(2-20)

KLad
2

DL

= 0,060

(
d2NρL
µL

)1,5(
dN2

g

)0,19(
µ

ρLDL

)0,5(
µLVG

γ

)0,6(
Nd

VG

)0,32

(
1 + 0,2(λN)0,5

)−0,67

(2-21)

donde d es el diámetro del impulsor, N es velocidad de rotación del impulsor que para el
montaje experimental presentado por los autores fue un turbina de seis palas y λ es el tiempo
caracterı́stico del material.

Otro estudio presentado es el realizado en [26], en este se propone una correlación matemáti-
ca para determinar el coeficiente volumétrico de transferencia de masa (kLa) en función de
la concentración y morfologı́a de la biomasa (CX), la potencia de entrada especı́fica (Pa) y
la velocidad superficial del aire (VG), para varios tipos de cultivos de microorganismos. En
(2-22) se muestra la correlación general obtenida por los investigadores. En este estudio se
concluyó que la correlación propuesta podrı́a ser usada en el escalado de biorreactores.

kLa = α Cβ
X

(
Pa

V

)
V δ
G (2-22)

donde V es el volumen del medio y α, β y δ son los coeficientes que tienen en cuenta la
importancia e influencia relativa de las variables consideradas.

El modelo presentado en [30] al igual que el presentado en [48], se basa en el análisis di-
mensional para caracterizar la transferencia de oxı́geno. En [30] se obtiene la ecuación para
transferencia de oxı́geno en función de la velocidad superficial del gas (VG), la viscosidad
cinemática del agua (νL) y la aceleración de la gravedad (g) (2-23) y (2-24). En este estudio,
los investigadores concluyen que las correlaciones propuestas, permiten estimar el rendi-
miento de la oxigenación en el sistema de aireación considerado. En el estudio presentado
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en [48], se realiza la caracterización de la transferencia de oxı́geno con base en el volumen
del tanque cilı́ndrico, Vt, altura, L, diámetro, Dt, y área superficial, At, flujo volumétrico de
aire, Qa, área superficial de los difusores, Sa, y profundidad, H , viscosidad cinemática νL,
coeficiente de difusión de oxı́geno, DL y gravedad, g, como se presenta en (2-25) y (2-26).
En el estudio se realizó la comparación del kLa, en agua con presencia de lodos activados
(klaAS) y agua limpia (kLaCW ), a partir de esto los autores concluyeron que las correlacio-
nes propuestas son adecuadas y que la diferencia entre los coeficientes de transferencia de
oxı́geno para agua en presencia de lodos activados y agua limpia es de aproximadamente
66% para las mismas condiciones de operación.

NT =
kLa

VG

ν2
L

g
= 7,77× 10−5

(
Ad

At

)0,24(
Ad

Sa

)−0,15(
Dt

H

)0,13

(2-23)

kLa20 = 1,69 Qa A
−1,18
t A0,10

d S0,15
a H−0,13 (2-24)

D2
t klaAS

DL

= 0,030 Re1,718 Fr−0,709

(
db
hd

)−0,291(
L

Dt

)−0,554(
Ad

At

)0,135

(
Dt

H

)0,321(
L

H

)0,086(
Vt

A1,5
d

)−0,017 (2-25)

D2
t klaCW

DL

= 0,030 Re1,906 Fr−0,631

(
db
hd

)−0,23(
L

Dt

)−0,120(
Ad

At

)0,326

(
Dt

H

)0,164(
L

H

)0,173(
Vt

A1,5
d

)−0,01 (2-26)

En el modelo presentado en [53], se desarrollan dos correlaciones empı́ricas para determinar
el coeficiente de transferencia de oxı́geno desde la superficie del agua, kLaS , (2-27) y el
coeficiente de transferencia de oxı́geno desde las burbujas, kLaB, (2-28). En el estudio, los
investigadores comprobaron que: kLaB es seis veces mayor para sistemas de burbuja fina
con respecto a sistemas de burbuja gruesa, kLaB aumenta con la profundidad y la velocidad
del flujo de aire y kLaS incrementa linealmente con el incremento en la velocidad del flujo
de aire.

kLaS = 49

(
DL

νL

)1/2(
H2

At

)0,28

(2-27)
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kLaB = α

(
DL

νL

)1/2(
Qa

At

)6/5

H1/10 (2-28)

donde DL es la difusividad del gas en el agua, νL es la viscosidad cinemática, H es la
profundidad de los difusores, At es área de sección transversal del tanque y Qa es el flujo
volumétrico del gas.

Expresiones teóricas

Existen diferentes expresiones que permiten determinar el valor del coeficiente volumétrico de
transferencia de masa (kla). Sin embargo, dichas expresiones son de carácter empı́rico, ya que son
obtenidas mediante datos experimentales y se aplican a estrechos intervalos de operación.

Adicional a las expresiones empı́ricas que se han presentado en la literatura, existen algunas ex-
presiones teóricas que permiten determinar el coeficiente de transferencia de masa (kl). Entre las
expresiones teóricas propuestas se encuentra la propuesta por Higbie en el año 1935 [33], basada
en su teorı́a de la penetración y la que presenta Kawase et al. en el año 1987 [38] basada en la
teorı́a de la penetración de Higbie, la teorı́a de Kolgomorof y el trabajo realizado por Kastanek en
el año 1977 [37].

Higbie 1935

Higbie en [33] presentó la teorı́a de la prenetración, en la que se formula una ecuación de
base teórica que permite determinar el coeficiente de transferencia de masa. A diferencia de
la teorı́a de la doble pelı́cula, en la teorı́a de la penetración el autor manifiesta que debido al
corto tiempo de exposición de un fluido a la transferencia de masa, no se llegan a producir
los gradientes de concentración caracterı́sticos del estado estacionario [57].

La teorı́a de la penetración de Higbie fue propuesta con el fin de describir el contacto entre
dos fluidos (Ver Figura 2-3). Dicha teorı́a se basa en la premisa de que una burbuja de gas
que se encuentra ascendiendo a través de un lı́quido, tiene contacto con partı́culas de lı́quido
durante un tiempo t. Una partı́cula de lı́quido b, que inicialmente se encuentra en la parte
superior de la burbuja de gas, está en contacto con ésta durante el tiempo que la burbuja
tarda en ascender una distancia igual a su diámetro, mientras que la partı́cula de lı́quido
resbala a través de la superficie de la burbuja y finalmente pierde el contacto con ésta [57].

Al principio, cuando la partı́cula de lı́quido no está en contacto con la burbuja de gas, la con-
centración de soluto en el lı́quido es CA,0, es decir, la concentración en el seno del lı́quido.
Cuando la partı́cula entra en contacto con la superficie del gas, la concentración de soluto se
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Figura 2-3.: Contacto entre una partı́cula de lı́quido y la burbuja de gas. Tomada de [57]

toma como la concentración de equilibrio entre el gas y el lı́quido, CA,i. Durante el tiempo
de contacto t, se da una difusión (penetración) del soluto desde la burbuja de gas hacia la
partı́cula de lı́quido en la dirección vertical zb (Ver Figura 2-4).

Los supuestos básicos de la Teorı́a de la penetración de Higbie son [33]:

• La transferencia de masa en estado transitorio ocurre siempre y cuando la partı́cula de
lı́quido esté en contacto con la burbuja de gas.

• Existe un equilibrio en la interfaz gas-lı́quido.

• Cada partı́cula de lı́quido está en contacto con la burbuja de gas durante el mismo
tiempo (todas las partı́culas de lı́quido se mueven a la misma velocidad).

Figura 2-4.: Teorı́a de la penetración de Higbie. Tomada de [57].

Con base en las suposiciones presentadas en la Teorı́a de Higbie, se pueden despreciar los
términos convectivos de la difusión, y ası́ la transferencia de masa de gas-lı́quido se puede
representar mediante la segunda ley de Fick [25]. En (2-29) se presenta la transferencia gas-
lı́quido para la difusión en estado transitorio.

∂CA

∂t
= DL

∂2CA

∂2z
(2-29)
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donde CA es la concentración del componente que se está transfiriendo en el lı́quido y DL

es la difusividad del gas en el lı́quido.

Las condiciones de frontera son:

• Si t = 0, z > 0, CA = CA,0

• Si t > 0, z = 0, CA = CA,i

Al resolver la ecuación diferencial parcial anterior, se obtiene:

CA,i − CA

CA,i − CA,0

= erf(x)
zb

2
√
DLt

(2-30)

Donde, erf(x) es una función de error definida por:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−z2b )dz (2-31)

Si el proceso de transferencia de masa es unidireccional y la concentración en la superficie
es muy pequeña (CA,0 ≈ 0), la velocidad de transferencia del componente A, ṄA, se puede
estimar por medio de (2-32).

ṄA =
−ρLDL

1− CA,0

(
∂cA
∂z

)
z=0

= −ρ

(
∂c

∂z

)
z=0

(2-32)

A partir de (2-30) y (2-32), la velocidad de transferencia de masa durante un tiempo t está
dada por (2-33).

ṄA(t) =

√
DL

πt
(CA,i − CA,0) (2-33)

De (2-33) se obtiene que el coeficiente de transferencia de masa está dado por:

kL(t) =

√
DL

πt
(2-34)

El coeficiente de transferencia de masa promedio durante el tiempo de contacto entre la
partı́cula de lı́quido y el gas, tc, se obtiene integrando (2-34):
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k̄L,av =
1

tc

∫ tc

0

kL(t) = 2

√
DL

πtc
(2-35)

Partiendo de la definición del tiempo de contacto propuesto por [33], dicho tiempo se puede
calcular mediante (2-36), donde db es el diámetro promedio de la burbuja, ϵG es la retención
de gas (fracción de gas) y VG es la velocidad del gas.

tc = db
ϵG
VG

(2-36)

Kawase et al. 1987

En [38], se propone una expresión teórica derivada de la teorı́a de la penetración de Higbie
en la cual el tiempo de exposición del fluido a la transferencia de masa es determinado a
partir de la escala de tiempo propuesta en la teorı́a de turbulencia isotrópica de Kolgomorov
[41]. La ecuación teórica propuestas por los autores se presenta en (2-37).

kL = 2

√√√√DL

π

√
VG g

µL

(2-37)

donde µL es la viscosidad dinámica del lı́quido.

2.3.3. Retención de gas

Otro término importante y que ha sido ampliamente estudiado debido a su influencia en la transfe-
rencia de masa es la retención de gas (ϵG). Este término es afectado por otros parámetros implica-
dos en la transferencia de masa como lo son el diámetro de la burbuja (db), que a su vez depende
del diámetro del orificio del difusor (do), la tensión superficial (γ), la densidad del lı́quido (ρL) y
la gravedad (g) [35]. De la misma manera que para el coeficiente de transferencia de masa, se han
presentado diferentes estudios en donde se proponen expresiones empı́ricas que permiten determi-
nar la retención de gas en sistemas aireados.

A continuación se presentan algunas de las correlaciones propuestas para la expresión de la re-
tención del gas, [1] proponen en su estudio una correlación empı́rica para el coeficiente de trans-
ferencia de masa y una correlación para la retención de gas. Dicha ecuación se obtuvo mediante
datos experimentales (Ver Ecuación (2-38)). En [31] presentan una correlación empı́rica tanto pa-
ra el coeficiente de transferencia de masa como para la retención de gas. Esta última también la
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proponen en términos de la velocidad superficial del gas y la temperatura, (Ver Ecuación (2-39)).
Además, en [23] presentan una revisión acerca de los estudios en los que se han propuesto expre-
siones empı́ricas para determinar la retención de gas en sistemas aireados. En [23], el investigador
realiza una comparación de las correlaciones propuestas obteniendo que la correlación propuesta
por [43], (2-40), es la que mejor se ajusta a los datos experimentales, sin embargo la correlación
propuesta por [36], (2-41) , por ser menos compleja no requiere de métodos iterativos para su so-
lución, además de tener un buen ajuste a los datos experimentales.

ϵG
(1− ϵG)4

= 0,20

(
gD2

t ρL
γ

)1/8(
gD3

t

ν2
L

)1/12(
VG√
gDt

)
(2-38)

ϵG = −0,329266+0,023379VG+0,020305T +0,000487V 2
G−0,000168T 2−0,00039VGT (2-39)

VG

ϵG
+

VL

1− ϵG
=

3Vb(1− ϵG)(1− ϵ
5/3
G )

1 + (2 + 3γ/µL)(1− 0,628/
√
Re)

(2-40)

ϵG =
VG

31 + β(1− e)
√
VG

β = 4,5− 3,5−0,064B1,3

e = −0,18V 1,8
G /β

(2-41)

2.3.4. Diámetro de burbuja

Como se ha presentado en este capı́tulo, tanto para el coeficiente de transferencia de masa como
para la retención de gas, a lo largo de los años se han propuesto diferentes expresiones empı́ricas
que permiten estimar el diámetro de burbuja promedio. En [16] se presenta un estudio en el que
se realiza una comparación con respecto a tres expresiones matemáticas que permiten determinar
el diámetro promedio de la burbuja. Los investigadores realizan mediciones del tamaño de las
burbujas en dos columnas de burbujeo y un reactor de tanque agitado. Posteriormente, por medio
de la ecuación del Diámetro promedio de Sauter, (2-42), determinan el valor promedio de las
burbujas presentes en los tres equipos estudiados. Finalmente, el valor obtenido a partir de los datos
experimentales es comparado con el arrojado por dos ecuaciones empı́ricas presentadas en [18] y
[45], (2-43) y (2-44), respectivamente. En [16] mencionan que el diámetro promedio obtenido a
partir de los datos experimentales y la ecuación propuesta en [52] con respecto a la correlación
presentada en [18] tienen un error promedio de 26% y con respecto a la correlación presentada en
[45] tienen un error promedio de 15%.
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db =

∑
nid

3
bi∑

nid2bi
(2-42)

db = 4,15
γ3/5

ρ
3/5
L

(
Pg

VL

)2,5 ϵ1/2G + 0,0009 (2-43)

db = 4,25
γ3/5

ρ
3/5
L

(
Pg

VL

)2,5 ϵ1/2G (2-44)

donde VL es el volumen del lı́quido y Pg es la potencia consumida en la aireación.

2.4. Planteamiento del problema

Debido a la gran importancia que tienen el oxı́geno en el funcionamiento de sistemas aeróbicos, la
transferencia de oxı́geno desde las burbujas de aire al lı́quido, ha sido un fenómeno ampliamente
estudiado a nivel mundial a través de los años. Una cantidad considerable de estos estudios, se
centran en la recomendación de nuevas correlaciones empı́ricas que permiten determinar paráme-
tros asociados a la ecuación de balance de masa presentada en (2-45), los cuales son el coeficiente
de transferencia de masa, kL, y el área especı́fica de transferencias de masa, a. Dichas correlacio-
nes empı́ricas provienen en su gran mayorı́a de análisis dimensionales, por lo cual finalmente son
expresadas en términos de números adimensionales como Reynolds (Re), Froude (Fr), Deborah
(De), entre otros [53], [3] [48]. Es importante mencionar que debido a la caracterı́stica empı́rica de
la mayorı́a de las ecuaciones que se han propuesto hasta el dı́a de hoy, dichas ecuaciones no están
basadas en el fenómenos de transferencia de oxı́geno y están sujetas a las condiciones de operación
bajo las cuales fueron obtenidas, haciendo que la ecuación no sean generalizables ni aplicable a
otras condiciones de operación.

dC(t)

dt
= kLa(C

∗
O2

− CO2(t)) (2-45)

En (2-45), C es la concentración de oxı́geno disuelto y C∗ es la concentración de saturación de
oxı́geno disuelto en agua.

Es por lo anterior, que para la obtención de un modelo semifı́sico de base fenomenológica que
describa adecuadamente la transferencia de oxı́geno desde una fase gaseosa a una fase lı́quida
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en un proceso quı́mico o bioquı́mico, es posible plantear una ecuación constitutiva de naturale-
za fenomenológica que permita determinar el coeficiente volumétrico de transferencia de oxı́geno
considerando su caracterı́stica dinámica, tal que el fenómeno de difusión entre fases (gas-lı́quido)
sea más explicativo y se pueda aplicar a un amplio intervalo de condiciones operacionales. Lo
anterior con el fin de poder controlar las dinámicas asociadas a procesos aeróbicos mediante estra-
tegı́as de control basadas en modelo, donde dicho modelo debe ser una representación aceptable
del sistema real, con el fin de poder predecir las respuestas posteriores del sistema mediante dicha
formulación matemática.

2.5. Hipótesis

Para obtener un modelo semifı́sico de base fenomenológica que describa adecuadamente la trans-
ferencia de oxı́geno desde una fase gaseosa a una fase lı́quida en un proceso quı́mico o bioquı́mico,
es posible plantear una ecuación constitutiva de naturaleza fenomenológica que permita determinar
el coeficiente volumétrico de transferencia de oxı́geno considerando su caracterı́stica dinámica, tal
que el fenómeno de difusión entre fases (gas-lı́quido) sea más explicativo y se pueda aplicar a un
amplio intervalo de condiciones operacionales.

2.6. Objetivos de la tesis

2.6.1. Objetivo general

Obtener una ecuación constitutiva que describa la dinámica del coeficiente volumtrico de transfe-
rencia de masa involucrado en la ecuación de balance de oxı́geno desde una fase gaseosa a una
fase lı́quida en un sistema aeróbico con aireación por difusión.

2.6.2. Objetivos especı́ficos

1. Identificar los parámetros que tengan mayor efecto sobre la transferencia de oxı́geno desde
una fase gaseosa a una fase lı́quida en sistemas con aireación por difusión.

2. Determinar la relación entre parámetros que tengan mayor efecto sobre la transferencia de
masa, con el coeficiente de transferencia de masa mediante una ecuación dinámica.

3. Validar el desempeño del modelo de una planta para el tratamiento de aguas residuales ha-
ciendo uso de la ecuación constitutiva propuesta mediante datos experimentales obtenidos
en una planta piloto bajo diferentes condiciones de operación.



2.7 Principal contribución 23

2.7. Principal contribución

La principal contribución que se realiza en la presente tesis de maestrı́a es la propuesta de un mo-
delo semifı́sico de base fenomenológica, que describe el comportamiento dinámico de una planta
piloto de aireación por difusión. Además, de la propuesta de una ecuación constitutiva para la
obtención del coeficiente volumétrico de transferencia de masa (kLa), basada en la teorı́a de la
penetración de Higbie y un modelo hidrodı́namico de formación de burbuja, que permite la sepa-
ración del kLa, caracterizando el coeficiente de transferencia de masa (kL) y el área especı́fica de
transferencia de masa (a), que a su vez dependen de la retención de gas (ϵ) y el diámetro promedio
de la burbuja (db).



3. Metodologı́a

Partiendo de que la base de un problema de modelado que puede formularse a través de un algorit-
mo formal, Hangos y Cameron en el año 2001 y Álvarez et. al en los años 2009 y 2014, presentan
una metodologı́a para el desarrollo de un MSBF que consta de 10 pasos. A continuación se mues-
tran los pasos del algoritmo propuestos por los autores, para una mayor comprensión e ilustración
de este algoritmo el lector puede dirigirse a [4], [5] y [19].

Paso 1: construcción de la planta piloto, elaboración de una descripción verbal y elabo-
ración de un diagrama de flujo de proceso que se complementen. En este paso se realiza
una descripción de forma escrita del objeto estudiado y sus caracterı́sticas. En este paso se
realiza una descripción detallada de las caracterı́sticas que aporten al objetivo de modelado,
resaltando las caracterı́sticas más importantes.

Paso 2: fijar un nivel de detalle para el modelo de acuerdo con su utilización Qué preguntas
contestará el modelo? y postular una hipótesis de modelado. Para llevar a cabo este paso se
requieren determinar los resultados que se esperan del modelo y las caracterı́sticas del pro-
ceso, con el fin de determinar su finalidad. La hipótesis de modelado lo que busca es que en
sistemas donde los fenómenos son poco conocidos se realice una o más abstracciones de los
fenómenos que ocurren realmente, como si fueran fenómenos pre-establecidos y conocidos,
que puedan vincularse a los reales pero con más simplicidad.

Paso 3: definir tantos sistemas de proceso (SdeP) sobre el proceso que se modelará como
los exija el nivel de detalle y representar la relación de todos los SdeP en un diagrama de
bloques. Partiendo del análisis realizado en los anteriores pasos, se determinan los sistemas
de proceso teniendo en cuenta las siguientes consideraciones: (i) Buscar separaciones fı́sicas
en el equipo de proceso. (ii) Buscar la existencia de diferentes fases en el equipo de proceso:
lı́quido, gas, sólido, entre otras. (iii) Suponer lı́mites arbitrarios cuando hay especial interés
por una porción del proceso.

Paso 4: aplicar el principio de conservación a cada uno de los SdeP. En este paso se plantea
ecuaciones de balance para cada uno de los sistemas de proceso. En proceso quı́micos y bio-
quı́micos las propiedades balanceables son: masa, energı́a térmica, cantidad de movimiento,
entre otras.

Paso 5: seleccionar de las ecuaciones dinámicas de balance aquellas con información valio-
sa para cumplir el objetivo de modelado. Este paso es de gran importancia para la obtención
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de la estructura final del modelo. En esta etapa se seleccionan las ecuaciones de balance que
permitan y aporten información para el objetivo de modelado.

Paso 6: definir para las ecuaciones dinámicas de balance, los parámetros, las variables y
las constantes conocidas en cada SdeP. Teniendo en cuenta los resultados esperados, en este
paso se determinan las variables, los parámetros y las constantes, con el fin de determinar
cuales variables debe predecir el modelo y cuales son externas por lo tanto se obtienen por
otro medios como ecuaciones constitutivas.

Paso 7: hallar ecuaciones constitutivas que permitan calcular el mayor número de paráme-
tros en cada SdeP. En esta etapa del modelado se buscan expresiones matemáticas que per-
mitan describir los parámetros asociados al modelo matemático.

Paso 8: verificar los grados de libertad del modelo. GL=Número de ecuaciones-Número de
incógnitas.

Paso 9: obtener el modelo computacional o solución del modelo matemático. Teniendo
en cuenta que las ecuaciones del modelo matemático son no ecuaciones diferenciales no
lineales, se debe programar un método de solución adecuado.

Paso 10: validar el modelo para diferentes condiciones y evaluar su desempeño. Para validae
el modelo matemático se requiere resolver el modelo computacionel y comparar su desem-
peo con datos experimentales tomados del proceso o con datos obtenidos en la literatura.

Los pasos 6, 7 y 10 darán cuenta del cumplimiento de los objetivos especı́ficos. En el paso 6 se rea-
liza una clasificación en parámetros, términos y constantes, que permite determinar cuáles son los
parámetros que necesitan ser identificados o hallados mediante ecuaciones constitutivas y cuáles
son fijados por el modelador, todo esto teniendo en cuenta cual es el objetivo del modelo. En el
paso 7, se obtienen ecuaciones constitutivas (expresiones matemáticas) que permiten determinar
el mayor número de parámetros, en este paso se recurre al conocimiento acerca de cinéticas de
reacciones quı́micas, descripción de fenómenos de transporte, equilibrios entre fases, entre otros.
Además, se complementa con expresiones empı́ricas, datos de operación o conocimientos previos
sobre el proceso. Finalmente, en el paso 10, se realiza la validación del modelo matemático al so-
lucionar este bajo diversas condiciones, empleando diferentes ecuaciones constitutivas, con el fin
de evaluar el desempeño de dicho modelo y su porcentaje de error con respecto a datos experimen-
tales.
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A partir de la metodologı́a de modelado presentada en el Capı́tulo 3, se desarrolló un MSBF para
una planta piloto aireada por difusión. A continuación se detallan los pasos del algoritmo y los
resultados obtenidos, teniendo en cuenta los objetivos planteados en la Sección 2.6.

4.1. Construcción, descripción verbal de la planta
piloto y diagrama de flujo de proceso

4.1.1. Descripción verbal

En la Figura 4-1 (b) se presenta el diagrama de instrumentación y tuberı́as de la planta piloto real
que se muestra en la Figura 4-1 (a). La planta piloto presentada está compuesta por un tanque
aireado alimentado por una corriente de aire comprimido que entra al reactor por medio de un
difusor. El aire asciende a través del tanque en forma de burbujas, permitiendo tanto la transferen-
cia de oxı́geno desde la fase gaseosa a la fase lı́quida como la homogenización del medio. Dicho
fenómeno de transferencia de oxı́geno es influenciado por diferentes parámetros como son las con-
diciones de operación del proceso, temperatura y nivel, y los diferentes parámetros hidrodinámicos
que tienen lugar allı́, densidad, viscosidad y régimen de flujo, influencia que se refleja en el co-
eficiente de transferencia de masa. Con el fin de emular el consumo de oxı́geno por parte de los
microorganismos, se agrega metabisulfito de sodio al tanque de proceso, ya que este es un com-
puesto quı́mico que se encarga de “secuestrar” el oxı́geno disuelto en el agua. Por la parte superior
del tanque de proceso se libera al ambiente el aire carente de oxı́geno. La corriente lı́quida que
sale del tanque de proceso se alimenta a un tanque auxiliar desde el cual dicho fluido es bombeado
hacia un intercambiador de calor que se encarga de elevar la temperatura de la corriente de lı́quido
y es accionado por medio de un relé, esto con el fin de evaluar como se comporta la transferencia
de oxı́geno desde una fase gaseosa a una fase lı́quida a diferentes temperaturas. El fluido calentado
se alimenta de nuevo al tanque aireado, cerrando el circuito de flujo del lı́quido en la planta piloto.

4.1.2. Montaje experimental

Con respecto a los datos experimentales, se realizó medición de tres variables del proceso las
cuales son: Temperatura (T3), nivel del lı́quido (LII) y concentración de oxı́geno disuelto (CO2,2)
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Figura 4-1.: Planta piloto aireada por difusión.

en el tanque reactor. La medición de estas variables se realizó por medio de tres dispositivos de
medición (Ver Figura 4-1 (a)), un sensor Omnigrad M TR11 de Endrees+Hauser R⃝, el cual tiene
un rango de medición de −200 a 600◦C, con una exactitud de ±0,08%, una sonda hidrostática
Waterpilot FMX21 de Endress+Hauser R⃝ con un rango de medición de 0 a 20 m H2O, con una
exactitud de ±0,2% y un electrodo galvánico en lı́nea HI8410 de Hanna Instruments R⃝, el cual
realiza mediciones en un rango de 0 a 50 mg/L con ±1% de exactitud. Los datos fueron adqui-
ridos usando una tarjeta de adquisición de datos de National Instruments R⃝ NI USB-6343 con un
tiempo de muestreo de 1 s. Finalmente, las señales fueron procesadas usando LabVIEW 2015 de
National Instruments R⃝. El medidor de flujo empleado fue RMA-TMV de 2 pulgadas de Dwyer R⃝,
con un rango de medición de 5 a 50 L/min y ±4% de precisión. Para la regulación del flujo
de aire entrando al tanque aireado se utilizó una válvula con un motor paso a paso, SMV20A de
Aalborg R⃝, con un rango de flujo de 0 a 200L/min y una resolución para el motor paso a paso
de 0,000125”/step. La unidad de intercambio de calor es un cabezal de ducha eléctrica de baño
Kontiki R⃝ la cual consume 5,5 KW de potencia elétrica. El relé usado para el accionamiento del
intercambiador de calor es un SSR TD48A90 de OPTEC con un rango de salida de 24 a 575 V AC

y 90 A, y un rango de señal de control de entrada de 4 a 32 V DC. La bomba de recirculación
es una QB60 STANPROF de 1/2 HP a 3450 rpm y un flujo máximo de 35 L/min y una cabeza
máxima de 35m.
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4.1.3. Diseño del difusor de aire

Debido a que en la tesis que se presenta se busca estudiar la transferencia de oxı́geno a partir
de aire comprimido inyectado al reactor, se realizó el diseño de un difusor teniendo en cuenta
su geometrı́a y tamaño de orificio. El diseño del difusor se realizó siguiendo las metodologı́as
descritas en [44] y [7]. Para el material de construcción del difusor se eligió tuberı́a de cloruro de
polivinilo clorado (CPVC) y una geometrı́a cuadrada, presentado en la Figura 4-2. Los parámetros
de diseño obtenidos a partir de la metodologı́as empleadas se presentan en la Tabla 4-1.

Tabla 4-1.: Parámetros de diseño del difusor.
Parámetro de diseño Valor
dT 0, 011m

Ld 0, 655m

d0 1, 028mm

c 57

Qa,n 5,83× 10−4m3/s

P0 20 psig

donde dT es el diámetro de la tuberı́a del difusor, Ld es la longitud de tuberı́a recorrida por el aire
dentro del difusor, d0 es el diámetro del orificio, Qa,n es el caudal nominal de aire comprimido que
ingresa al difusor y P0 es la presión de entrada al difusor.

(a) (b)

Figura 4-2.: Difusor de aire, diseño e instalación.
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4.2. Nivel de Detalle, Qué Preguntas Contestará el
Modelo?, Hipótesis de Modelado

4.2.1. Nivel del detalle

El comportamiento de aireadores, es usualmente descrito por medio de sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales (PDEs) que explican el fenómeno en las diferentes escalas. Sin embargo,
a pesar de la precisión de dichos modelos, no son comunmente usados para tareas de control
principalmente por el costo computacional para su solución [10].Por lo tanto, el modelo que se
presenta en este documento y que describe el comportamiento de una planta piloto aireada por
difusión, es a escala macroscópica de parámetros concentrados, adecuado para tareas orientadas al
control de procesos.

4.2.2. ¿Qué pregunta contestará el modelo?

Teniendo en cuenta el objeto real y realizando un análisis de éste, la pregunta que responderá
el modelo es: Cómo puede describirse la transferencia de masa desde la fase gaseosa a la fase
lı́quida en un proceso de aireación por difusión? En el desarrollo del modelo matemático se busca
una mejor representación del cambio del oxı́geno disuelto en el tiempo, teniendo en cuenta las
variables y los parámetros que tienen mayor influencia sobre la transferencia de masa.

4.2.3. Hipótesis de Modelado

La aireación por difusión se caracteriza por la formación de burbujas de aire dentro del medio
lı́quido debido a la presencia de difusores. La transferencia de oxı́geno desde la fase gaseosa a
la fase lı́quida se ve favorecida por el tamaño de burbuja, entre mayor cantidad de burbujas pe-
queñas se encuentren en el proceso mayor transferencia de oxı́geno se puede obtener. Lo anterior
se debe a que el área superficial total de una gran cantidad de burbujas pequeñas es mayor que el
área superficial total de poca cantidad de burbujas grandes, lo cual disminuye el área especı́fica
de transferencia de masa y de esta misma forma se disminuye la eficiencia en la transferencia de
oxı́geno.

Para simular el consumo de oxı́geno disuelto en agua por parte de los microorganismos presen-
tes en los lodos activados, se añadió un agente quı́mico secuestrante de oxı́geno (metabisulfito de
sodio) que permite simular la perturbación que se presenta en sistema de procesos bioquı́micos
cuando los microorganismos presentes en ella se encargan de consumirlo. En sistemas de procesos
industriales donde el consumo de oxgeno se da por medio de microorganismos, se debe incluir en
el modelo los trminos que dan cuenta del consumo de oxgeno, del crecimiento del microorganismo
o consorcio de microorganismos y el cambio de viscosidad del medio. La inclusin de dichos trmi-
nos al modelo matemtico deben permitirle predecir de forma adecuada la concentracin de oxgeno
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disuelto en el medio ya que el modelo parte de primeros principios (balances generales de masa y
energa).

Las limitaciones y suposiciones del modelo son:

Se asume que las burbujas son esféricas y no cambian de tamaño a medida que ascienden
en el tanque, primero debido a que la altura no permite un cambio significativo en el ta-
maño de estas y segundo el régimen de flujo en el que opera el tanque aireado se considera
homogéneo.

La geometrı́a del tanque aireado se asume cilı́drica. Sin embargo, el modelo puede extender-
se a otras geometrı́as usando un diámetro equivalente.

Se asume mezcla perfecta en el tanque sin variación espacial de concentración de oxı́geno
y secuestrante de oxı́geno. Para este caso, la aireación se encarga de mezclar los reactivos
en el medio. Sin embargo, esta suposición podrı́a no ser válida para aireadores a gran escala
con difusores de burbuja fina, donde se requerirá de un mezclador.

La válvula de salida del tanque de proceso tiene dos caracterı́sticas de flujo, lineal e isopor-
centual, dependientes de la fracción de apertura.

La temperatura del fluido a la salida del tanque auxiliar es igual a la temperatura del fluido
que entra en el intercambiador de calor (ducha). Es decir, no hay pérdidas de calor en la
tuberı́a.

No hay pérdidas de energı́a por fricción en la tuberı́a que conecta el tanque auxiliar con el
tanque aireado. Por lo tanto, la velocidad de flujo a la salida del tanque auxiliar es aproxima-
damente igual a la velocidad de flujo a la entrada del intercambiador de calor.

La transferencia de masa debido al contacto de la superficie del agua con el aire atmosféricos
es despreciable. Esta suposición puede no ser válida para aireadores a gran escala, ya que la
razón radio-altura del tanque de aireación es pequeña comparada con tanques aireados a gran
escala, en los cuales la transferencia de oxı́geno desde el aire atmosférico a la superficie del
agua en el tanque aireador, podrı́a tener una gran contribución en la transferencia de masa.

Dado un punto de operación en el tanque aireado, se considera que el nivel del tanque no
cambia cuando es aireado, es decir, las fluctuaciones debido a la aireación son ignoradas.

En el intercambiador de calor no se consideran cambios en el volumen, la concentración de
oxı́geno disuelto y la concentración de secuestrante de oxı́geno.

Las propiedades fı́sicas del fluido permanecen constantes.



4.3 Sistemas de proceso y Diagrama de Flujo en Bloques de los sistemas de proceso 31

Los efectos de la temperatura en la cinética de reacción no son incluidos en el modelo, lo
anterior debido a que no se cuenta con los elementos de medición necesarios para evaluar la
concentración de secuestrante de oxı́geno en el tiempo bajo diversas condiciones. Además,
en el sistema no se presentan grandes cambios de temperatura que puedan afectar en gran
medida las cinéticas de reacción. En sistemas donde se presenten grandes cambios de tem-
peratura, esta suposición puede no ser válida y se deben incluir dichos efectos en el modelo
matemático.

La distribución diámetro de la burbuja es aproximada usando el diámetro promedio de bur-
bujas. Los fenómenos de coalescencia y rompimiento de burbujas no son considerados.

4.3. Sistemas de proceso y Diagrama de Flujo en
Bloques de los sistemas de proceso

Para la obtención del modelo semifı́sico de base fenomenológica de la planta piloto de aireación
por difusión, se realizó la partición del proceso en sistemas de proceso (SdeP) (Ver Figura 4-3). Los
sistemas de proceso fueron definidos teniendo en cuenta particiones fı́sicas y diferencia de fases
en el proceso (gas/lı́quido). En la Figura 4-3 las flechas delgadas (→) representan flujos másicos
y volumétricos, las flechas gruesas (⇒) representan los flujos de energı́a, las corrientes numeradas
con 1, 2, 3 y 4 representan flujos de masa, Q̇1 representa el flujo de energı́a desde la resistencia
eléctrica al fluido de proceso en el intercambiador de calor y Q̇I , Q̇II

y Q̇III , representan las pérdidas de calor al ambiente por convección natural.

Para la ducha se define un sistema de proceso llamado fluido de proceso en el intercambiador de
calor (SdePI) que recibe energı́a desde la resistencia eléctrica. La partición de este proceso se
realizó teniendo en cuenta que la resistencia presente en la ducha le transfiere calor al lı́quido,
logrando elevar la temperatura. Para el tanque aireado se define un sistema de proceso llamado
volumen de lı́quido contenido en el tanque aireado (SdePII). Finalmente, se tiene en cuenta un
tercer sistema de proceso llamado tanque auxiliar (SdePIII).

SdePI : fluido de proceso en el intercambiador de calor.

SdePII : volumen de lı́quido contenido en el tanque aireado.

SdePIII : tanque auxiliar.
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Figura 4-3.: Diagrama de bloques de los sistemas de proceso.

4.4. Aplicación del principio de conservación a cada
uno de los sistemas de proceso

4.4.1. SdePI: fluido de proceso en el intercambiador de calor

Balance de materia total

dMI

dt

∣∣∣
SdePI

= ṁ1 − ṁ2 (4-1)

ṁi = ρL v̇i, i = 1, 2 (4-2)

MI = ρL VI (4-3)

donde MI es la masa total acumulada en el SdePI , ṁ1 es el flujo másico de entrada al SdePI , ṁ2

es el flujo másico de salida del SdePI , ρL es la densidad del fluido, v̇1 es el flujo volumétrico de
entrada del SdePI , v̇2 es el flujo volumétrico de salida del SdePI y VI es el volumen de lı́quido en
el sistema de proceso I. Teniendo en cuenta que el volumen del SdePI es suficientemente pequeño
comparado con el volumen de otras unidades, se asume que no hay acumulación en el sistema de
proceso, dVI

dt
= 0. Por lo tanto, de (4-1) se tiene:
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dVI

dt
=v̇1 − v̇2 (4-4)

v̇1 =v̇2 (4-5)

Balance másico de oxı́geno disuelto

dMO2,2

dt

∣∣∣
SdePI

=ṁO2,1 − ṁO2,2 (4-6)

MO2,2 =CO2,2 VI (4-7)

ṁO2,i =v̇i CO2,i, i = 1, 2 (4-8)

VI
dCO2,2

dt
=(v̇1CO2,1 − v̇2CO2,2) (4-9)

donde MO2,2 es la masa de oxı́geno disuelto en el SdePI , ṁO2,1 es el flujo másico de oxı́geno que
entra al SdePI , ṁO2,2 es el flujo másico de oxı́geno que sale del SdePI , CO2,1 es la concentración
de oxı́geno en la corriente de entrada al SdePI y CO2,2 es la concentración de oxı́geno en la co-
rriente de salida del SdePI .

Considerando (4-5) y que dCO2,2

dt
= 0, entonces:

CO2,1 = CO2,2 (4-10)

Por lo tanto, a partir de (4-10), se puede concluir que no hay variación considerable en la concen-
tración de oxı́geno disuelto en el SdePI .

Balance molar de secuestrante de oxı́geno

dNOS,2

dt

∣∣∣
SdePI

=ṅOS,1 − ṅOS,2 (4-11)

NOS,2 =VI COS,2 (4-12)

ṅOS,i =v̇i COS,i, i = 1, 2 (4-13)

VI
dCOS,2

dt
=v̇2 (COS,1 − COS,2) (4-14)

donde NOS,2 son las moles totales de secuestrante de oxı́geno en el SdePI , ṅOS,1 es velocidad del
flujo molar de secuestrante de oxı́geno que entra al SdePI ,ṅOS,2 es la velocidad del flujo molar de
secuestrante de oxı́geno que sale del SdePI , COS,1 es la concentración de secuestrante de oxı́geno
en la corriente de entrada al SdePI y COS,2 es la concentración de secuestrante de oxı́geno en la
corriente de salida del SdePI .
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Considerando (4-5) y que dCOS,2

dt
= 0, entonces:

COS,1 = COS,2 (4-15)

Por lo tanto, a partir de (4-15) puede considerarse que no hay cambios significativos en la concen-
tración de secuestrante de oxı́geno en el SdePI .

Balance de energı́a total

dHI

dt

∣∣∣
SdePI

=ṁ1 Ĥ1 − ṁ2 Ĥ2 + Q̇1 − Q̇I (4-16)

HI =MI CP T2 (4-17)

Ĥj =CP Tj, j = 1, 2 (4-18)

donde HI es la entalpı́a del SdePI , Ĥj con j = 1, 2 es la entapı́a especı́fica de la corriente j, CP

es la capacidad calorı́fica del lı́quido, Q̇1 es la velocidad de calor transferido desde la resistencia
eléctrica al fluido de proceso en el intercambiador de calor, Q̇I es la tasa de calor perdido al am-
biente por convección natural y T1 y T2 son las temperaturas de las corrientes de entrada y salida
del SdePI , respectivamente.

Empleando (4-2), (4-3) y (4-5), el balance de energı́a puede escribirse de la forma:

dT2

dt
=

v̇2
VI

(T1 − T2) +
Q̇1 − Q̇I

CP ρL VI

(4-19)

4.4.2. SdePII: volumen de lı́quido contenido en el tanque aireado

Balance total de masa

dMII

dt

∣∣∣
SdePII

=ṁ2 − ṁ3 (4-20)

MII =ρL VII = ρL ATII
LII (4-21)

donde MII y VII son la masa total y el volumen de lı́quido en el SdePII , respectivamente, ṁ3 es
el flujo másico saliendo del tanque aireado, ATII

es el área de la sección transversal del tanque
aireado y LII es el nivel del lı́quido en el tanque aireado. Empleando (4-2) y resolviendo para LII ,
la ecuación anterior queda como:
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ATII
ρL

dLII

dt
= ρL v̇2 − ρL v̇3 (4-22)

Por lo tanto, la dinámica del nivel en el tanque aireado es:

dLII

dt
=

1

ATII

(v̇2 − v̇3) (4-23)

(4-24)

donde v̇3 es el flujo volumétrico de salida del SdePII .

Balance másico de oxı́geno disuelto

dMO2,3

dt

∣∣∣
SdePII

=ṁO2,2 − ṁO2,3 + ṁO2,g − ṙO2,II (4-25)

MO2,3 =CO2,3VII = CO2,3 ATII
LII (4-26)

ṁO2,g =kLa VII

(
C∗

O2
− CO2,3

)
= kLa LII ATII

(
C∗

O2
− CO2,3

)
(4-27)

donde MO2,3 es la masa de oxı́geno en el SdePII , ṙO2,II es la velocidad de consumo de oxı́geno
debido a la acción del secuestrante en el SdePII , ṁO2,g es la velocidad de transferencia de masa
desde la fase gaseosa a la fase lı́quida, ṁO2,3 es el flujo másico de oxı́geno disuelto que sale del
SdePII , kLa es el coeficiente volumétrico de transferencia de oxı́geno, C∗

O2
es concentración de

equilibrio de oxı́geno disuelto en el lı́quido, el cual es equivalente a la solubilidad del oxı́geno
en agua. Empleando (4-8), se obtiene (4-28), que es el balance másico de oxı́geno disuelto en el
SdePII .

dCO2,3

dt
=

1

ATII
LII

(v̇2 CO2,2 − v̇3 CO2,3) + kLa
(
C∗

O2
− CO2,3

)
− ...

...− ṙO2,II −
CO2,3

LII

dLII

dt

(4-28)

donde COS,3 es la concentración molar de secuestrante de oxı́geno en la corriente de salida del
tanque aireado (SdePII).

Balance molar de secuestrante de oxı́geno

dNOS,3

dt

∣∣∣
SdePII

=
ṁOS

MOS

+ ṅOS,2 − ṅOS,3 − ṙOS,II (4-29)

NOS,3 =VII COS,3 = ATII
LII COS,3 (4-30)
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donde NOS,3 es el número de moles acumuladas en el SdePII , ṙOS,II es velocidad de consumo del
secuestrante de oxı́geno, ṅOS,3 es el flujo molar de secuestrante de oxı́geno a la salida del SdePII ,
ṁOS es la velocidad de flujo del secuestrante de oxı́geno adicionado al SdePII y MOS es el peso
molecular del secuestrante de oxı́geno. Usando (4-13), el balance de secuestrante de oxı́geno en el
SdePII es:

dCOS,3

dt
=

1

AIILII

(
ṁOS

MOS

+ v̇2COS,2 − v̇3COS,3

)
− ṙOS,II −

COS,3

LII

dLII

dt
(4-31)

donde COS,3 es la concentración de secuestrante de oxı́geno en la corriente de salida del tanque
aireado.
Balance de energı́a total

dHII

dt

∣∣∣
SdePII

=ṁ2 Ĥ2 − ṁ3 Ĥ3 − Q̇II (4-32)

HII =MII CP T3 = ρL VII CP T3 = ρL ATII
LII CP T3 (4-33)

donde HII es la entalpı́a del SdePII , Ĥ2 y Ĥ3 son las entalpı́as especı́ficas de las corrientes de
entrada y salida del SdePII , respectivamente, T3 es la temperatura de la corriente de salida del
tanque aireado, Q̇II es la velocidad de calor perdido al ambiente por convección natural en el
SdePII . Usando (4-2) y (4-18), el balance de energı́a total queda:

dT3

dt
=

1

ATII
LII

(v̇2 T2 − v̇3 T3)−
Q̇II

CP ρL LII ATII

− T3

LII

dLII

dt
(4-34)

4.4.3. SdePIII: tanque auxiliar

Balance de materia total

dMIII

dt

∣∣∣
SdePIII

=ṁ3 − ṁ1 (4-35)

MIII =ρL VIII = ρL ATIII
LIII (4-36)

donde MIII es la masa total en el SdePIII , VIII es el volumen de lı́quido en el SdePIII , ṁ1 es
el flujo másico a la salida del tanque auxiliar, ATIII

es el área de la sección transversal del tanque
auxiliar y LIII es el nivel del lı́quido en el tanque auxiliar. Empleando la (4-2) y resolviendo para
LIII , la ecuación de balance final es:

dLIII

dt
=

1

ATIII

(v̇3 − v̇1) (4-37)
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donde v̇1 es el flujo volumétrico a la salida del tanque auxiliar.

Balance másico de oxı́geno disuelto

dMO2,1

dt

∣∣∣
SdePIII

=ṁO2,3 − ṁO2,1 − ṙO2,III (4-38)

MO2,1 =CO2,1 VIII = CO2,1 ATIII
LIII (4-39)

donde MO2,1 es el masa total de oxı́geno en el SdePIII , ṙO2,III es la velocidad de consumo de
oxı́geno debido a la acción del secuestrante de oxı́geno en el tanque auxiliar, ṁO2,1 es el flujo
másico de oxı́geno a la salida del tanque auxiliar y CO2,1 es el concentración de oxı́geno disuelto
en la corriente de salida del SdePIII . Empleando (4-8), el balance de oxı́geno disuelto es:

dCO2,1

dt
=

1

ATIII
LIII

(v̇3 CO2,3 − v̇1 CO2,1)− ṙO2,III −
CO2,1

LIII

dLIII

dt
(4-40)

Balance molar de secuestrante de oxı́geno

dNOS,1

dt

∣∣∣
SdePIII

=ṅOS,3 − ṅOS,1 − ṙOS,III (4-41)

NOS,1 =VIII COS,1 = ATIII
LIII COS,1 (4-42)

donde ṙOS,III es la velocidad de consumo molar del secuestrante de oxı́geno en el SdePIII y NOS,1

son las moles de secuestrante de oxı́geno acumuladas en el SdePIII . Empleando (4-13), (4-41) se
puede escribir como:

dCOS,1

dt
=

1

ATIII
LIII

(v̇3 COS,3 − v̇1 COS,1)− ṙOS,III −
COS,1

LIII

dLIII

dt
(4-43)

Balance de energı́a total

dHIII

dt

∣∣∣
SdePIII

=ṁ3Ĥ3 − ṁ1Ĥ1 − Q̇III (4-44)

HIII =MIII CP T1 = ρL VIII CP T1 = ρL ATIII
LIIICP T1 (4-45)

donde HIII es la entalpı́a del SdePIII , Ĥ3 es la entalpı́a especı́fica en la corriente de entrada
al tanque auxiliar, Ĥ1 es la entalpı́a especı́fica de la corriente de salida del SdePIII , T1 es la
temperatura en la corriente de salida del tanque auxiliar y Q̇III es la velocidad de calor perdido
al ambiente debido a la convección natural en el SdePIII . Considerando las ecuaciones (4-2) y
(4-18), el balance de energı́a total en el tanque auxiliar puede expresarse como:

dT1

dt
=

1

ATIII
LIII

(v̇3 T3 − v̇1 T1)−
Q̇III

CP ρL LIII ATIII

− T1

LIII

dLIII

dt
(4-46)
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4.5. Ecuaciones dinámicas de balance del modelo

Teniendo en cuenta el objetivo de modelado y que el modelo está orientado a tareas de control,
las ecuaciones dinámicas de balance que brindan información útil sobre el comportamiento de
la planta piloto de aireación por difusión son: (4-5), (4-10), (4-15), (4-19),(4-23), (4-28), (4-31),
(4-34), (4-37), (4-40), (4-43) y (4-46).

4.6. Clasificación en parámetros, constantes y variables

Las variables (V), parámetros (P) y constantes (C), usados en el modelo semifı́sico de base feno-
menológica para una planta piloto aireada por difusión se presentan en la Tabla 4-2.

Tabla 4-2.: Clasificación en variables, parámetros y constantes.
Sı́mbolo Tipo Unidades Sı́mbolo Tipo Unidades
LII V m Q̇I P W

LIII V m Q̇II P W

CO2,1 V kg/m3 Q̇III P W

CO2,2 V kg/m3 kL P m/s

CO2,3 V kg/m3 a P m−1

COS,1 V kmol/m3 C∗
O2

P kg/m3

COS,2 V kmol/m3 kOS P (Kmol/m3)1−z/s

COS,3 V kmol/m3 kS P Kmol/m3/s

T1 V K zo P []

T2 V K ṁOS P kg/m3

T3 V K ATII
C m2

v̇1 P m3/s ATIII
C m2

v̇2 P m3/s CP C m/s

v̇3 P m3/s ρL C kg/m3

VI P m3 MOD C g/mol

Q̇1 P W MOS C g/mol

4.7. Ecuaciones constitutivas

En este paso de la metodologı́a de modelado, deben buscarse ecuaciones que permitan determinar
la mayor cantidad de parámetros presentes en el modelo.
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4.7.1. Coeficiente de transferencia de masa

Para determinar el coeficiente volumétrico de transferencia de masa, se emplean (2-35) y (2-36),
presentadas en la Sección 2.3.2, formuladas a partir de la teorı́a de la penetración de [33]. Además,
como se puede observar dicha ecuación no tiene en cuenta el área especı́fica de transferencia de
masa, por lo tanto se propone separar el kLa en el coeficiente de transferencia de masa kL y el
área especı́fica de transferencia de masa a, de tal forma que kLa = kL · a. Lo anterior se realizó
con el fin de obtener un modelo matemático que sea más descriptivo y se obtengan resultados que
representen mejor los datos experimentales.

kL = 2

√
DL

π tc
tc = db

ϵG
VG

VG =
v̇4
ATII

(4-47)

donde v̇4 es el flujo volumétrico de gas que entra al SdePII y depende de la fracción de apertura
(ub) de la válvula paso a paso que regula el flujo de aire.

v̇4 = v̇4,maxub (4-48)

4.7.2. Diámetro promedio de burbuja

Para determinar el diámetro de burbuja promedio se partió del modelo de formación de burbuja
presentado por [63] y [59]. De acuerdo con los investigadores, la formación de una burbuja se
presenta en dos etapas, la primera etapa de crecimiento (Figura 4-4 (a)) y la segunda etapa de des-
prendimiento (Figura 4-4 (b)). Ambas etapas se formulan mediante un balance de fuerza aplicado
sobre la burbuja y se definen a continuación.

Figura 4-4.: Etapas de formación de una burbuja. Tomado de [59].
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En la Figura 4-4, Patm es la presión atmosférica, H es la profuncidad de los difusores, Vp es el
volumen del difusor, Pp es la presión del aire dentro del difusor, Qa es el flujo volumétrico de aire
que entra al sistema por cada orificio del difusor y Qe es el flujo volumétrico de aire que entra al
difusor.

Etapa de crecimiento de la burbuja

En la etapa de crecimiento la burbuja expande su diámetro mientras la base de la burbuja continua
unida a la parte superior del orificio (Ver Figura 4-4). La formación se describe a partir de un
balance de las fuerzas que actúan sobre una burbuja, como se presenta en (4-49). Las fuerzas que
ejerce el lı́quido sobre la burbuja incluyen las fuerzas ascendentes (fuerza de flotación efectiva (FB)
y fuerza de momentum del gas (FM ), y las fuerzas de resistencia descendentes(fuerza de arrastre
(FD), fuerza de tensión superficial (Fσ), fuerza inercial de la burbuja(FI,g) y fuerza de Basset
(FBasset). Otras dos fuerzas descendentes que actúan sobre la burbuja son la fuerza de colisión
entre las burbujas y las partı́culas sólidas cuando hay presencia de ellas en el medio (FC) y la
fuerza de suspención incercial (FI,m), que actúa debido a la aceleración del lı́quido y las partı́culas
alrededor de la burbuja (Figura 4-5).

FB + FM = FD + Fσ + FBasset + FI,g + FC + FI,m (4-49)

Figura 4-5.: Fuerzas que actúan sobre una burbuja.

Teniendo en cuenta el balance de fuerzas antes descrito, el modelo empleado para determinar el
crecimiento del diámetro de la burbuja en la etapa de crecimiento, se presenta a continuación. Los
supuestos realizados en [59] para el modelamiento de la etapa de crecimiento de la burbuja son:

Se supone un solo orificio de difusión con el fin de eliminar la interacción con burbujas
vecinas.
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Se desprecia la interacción entre las partı́culas sólidas y la burbuja de gas.

Antes de la formación de la burbuja de gas no hay una caida de presión neta en el orificio y
no hay presencia de una interfaz lı́quido-gas.

A medida que aumenta la presión en la cámara de gas, la burbuja crece manteniendo una
forma esférica permaneciendo unida al orificio.

La diferencia de presión en la cámara (Pp) y la presión en la burbuja (Pb) se puede expresar me-
diante (4-50), donde Qa es la velocidad de flujo del gas a través de un orificio y k0 es la constante
del orificio.

|Pp − Pb| =
(
Qa

k0

)2

(4-50)

El valor de k0 se determina como una función del flujo de gas que pasa a través del orificio, Qa,
la densidad del gas, ρg, la viscosidad del gas, µg, el diámetro del orificio, do, y el espesor del plato
del orificio, E. Teniendo en cuenta la caı́da de presión debida a la contracción y la ampliación,
suponiendo que el área del orificio es mucho menor que el área de la cámara y reemplazando
el factor de fricción por la expresión del flujo laminar en tuberı́a completamente desarrollado, la
expresión para k0 es:

k0 =

√
2

ρgCg

(
πd2o
4

)
(4-51)

Donde Cg se obtiene mediante (4-52):

Cg = 1,5 +
16πµgE

ρgQ0

(4-52)

Q0 está relacionada con la velocidad de cambio del volumen de la burbuja mediante la siguiente
expresión

Q0 = 4πr2b
drb
dt

+ Utfπr
2
b (4-53)

donde rb es el radio de la burbuja y Utf es el componente vertical de la velocidad del gas. Dicha
velocidad se asume como tres veces la velocidad mı́nima de fluidización, cuando se tienen burbu-
jas esféricas ascendiendo a velocidad constante [21].

Asumiendo gas ideal, comportamiento adiabático dentro de la cámara, flujo constante de gas en-
trando a la cámara y presión uniforme dentro de la cámara, se puede determinar el cambio de



42 4 Resultados y Discusión

presión en la cámara en los dos etapas de formación (crecimiento y desprendimiento) a partir de
(4-54).

dPp

dt
=

σPp

Vp

(
Qe −

(
4πr2b

drb
dt

+ Utfπr
2
b

))
(4-54)

donde σ es la relación de calor especı́fico para el gas.

La presión en la burbuja puede estimarse mediante (4-55):

Pb = Patm + ρbgH − ρLg(rb − r0) + αgρL

(
3

2

(
drb
dt

)2

+ rb
d2rb
dt2

)
(4-55)

En la (4-55), r0 es el radio del orificio, g es la aceleración de la gravedad, H es la profundidad del
orificio, ρL es la densidad del lı́quido y αg es un factor dependiente de la viscosidad del gas y se
estima a partir de (4-56) [58].

α = 9,08 + 1,66log10(µg) (4-56)

Las ecuaciones para la etapa de crecimiento se resuelven simultaneamente junto con las siguientes
condiciones iniciales:

Para t = 0, rb = r0, drb
dt

= 0, Pp = Patm + ρbgH = PH .

La etapa de crecimiento termina cuando la sumatoria de las fuerzas de flotación (FB) y momentum
del gas (FM ) excede la sumatoria de la fuerza de arrastre (FD) y la fuerza inercial de la burbuja
(FI,g).

FB + FM > FI,g + FD (4-57)

donde
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FB =
4πr3b
3

(ρb − ρg)g (4-58)

FM =
ρgQ

2
0

1
4
πd2o

(4-59)

FI,g =

(
11

16
ρL + ρg

)(
4πr2b

(
drb
dt

)2

+M
d2rb
dt2

)
(4-60)

FD =0,44ρLπr
2
b

(
drb
dt

)2

(4-61)

M =

(
11

16
ρL + ρg

)
Vbg (4-62)

donde Vb es el volumen de la burbuja en cada instante de tiempo.

Etapa de desprendimiento de la burbuja

En la etapa de desprendimiento, la burbuja se separa del orificio pero permanece unida a éste
mediante un “cuello” (Ver Figura 4-4 (b)). Esta etapa finaliza cuando el cuello desaparece y la
burbuja se deprende totalmente del orificio. En [58] mencionan que el cuello se rompe cuando el
largo de este es igual al diámetro del orificio, en este punto la etapa de desprendimiento finaliza.
La Ecuación (4-63) describe la etapa de desprendimiento, considerando la fuerza inercial, la fuerza
de flotación, el momentum del gas y la fuerza de arrastre.

d

dt
(M

dS

dt
) = (ρL − ρg)Vbg +

4ρgQ
2
0

πd2o
− 1

2
CDρL

(
dS

dt

)2

πr2b (4-63)

donde S es la distancia entre el orificio y el centro de la burbuja. En la etapa de desprendimiento
se resuelven simultáneamente las ecuaciones de las etapas de crecimiento y de desprendimiento,
con condiciones iniciales para la etapa de desprendimiento iguales a las condiciones finales de la
etapa de crecimiento (denotados con subı́ndice fe):

Para t = 0, S = rb,fe, dS
dt

= drb
dt
|fe

Resultados diámetro promedio de burbuja

Las ecuaciones diferenciales se formularon mediante espacio de estados y se resolvieron emplean-
do un método de solución Runge-Kutta de cuarto orden. Teniendo en cuenta que la solución del
modelo matemático para la planta piloto se da en segundos y el modelo de formación de una bur-
buja se da en milésimas de segundo, fue necesario realizar la solución del modelo de formación de
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burbuja para diferentes condiciones de profundidad del difusor y flujo de gas.

Basándose en las condiciones de operación del sistema real que se tiene para validar el modelo, se
propuso un intervalo de operación para el flujo volumétrico de aire que ingresa al difusor (4-65) y
la profundidad del difusor (H) (Ver (4-66)) que depende del nivel de lı́quido en el tanque aireado
(LII) (4-64). Es importante mencionar que debido a la naturaleza fenomenológica del modelo de
formación de burbuja, dicho modelo es aplicable a cualquier intervalo de operación.

H = LII − 0,05 (4-64)

1,67× 10−5 ≤ Qe ≤ 5,83× 10−4 m3/s (4-65)

0,05 ≤ H ≤ 0,35m (4-66)

Teniendo en cuenta los parámetros de diseño del difusor y las condiciones de operación del sistema.
Los parámetros empleados en la solución del modelo matemático de formación de burbuja se
presentan en la Tabla 4-3.

Tabla 4-3.: Parámetros para la solución del modelo de formación de burbuja.
Parámetro de diseño Descripción Valor
Qe Flujo de aire que ingresa al difusor 1 a 35 L

min

Qm Flujo de aire de mı́nima fluidización 5 L
min

do Diámetro del orificio del difusor 0,001m

µg Viscosidad cinemática del aire 1,8× 10−5N s m−2

E Espesor de la pared del orificio del difusor 0,0035m

ρg Densidad del aire a 25◦C 1,0556Kg m−3

γ Relación del calor especı́fico para el aire a 25◦C 1,4

Vp Volumen de la cámara del difusor 4,105× 10−4 m3

ρL Densidad del agua 1000 Kg m−3

Patm Presión atmosférica 101325 Pa

g Aceleración de la gravedad 9,81m s−2

µL Viscosidad cinemática del agua 0,01N s m−2

αg Parámetro dependiente de la viscosidad del aire 4,1

Para determinar el valor de Utf se empleó la (4-67), partiendo del valor de fluidización mı́nima del
sistema real:

Utf =
Qm

c

Ato

(4-67)
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donde c es el número de orificios del difusor y Ato es el área transversal de un orificio del difusor.

En la Figura 4-6 se presenta la solución numérica del modelo matemático de formación de burbuja
con valor para Qe de 5,83 × 10−4m3/s y H de 0,35 m. En la gráfica se puede apreciar que el
valor del radio de la burbuja para este caso especı́fico es de 4, 229× 10−3 m, cuyo tiempo final de
formación fue de 0,0151 s. El radio de la burbuja cuando esta culmina la etapa de desprendimiento
se determina a partir del largo del cuello, el cual se obtiene al restar la longitud del centro de la
burbuja hasta el orificio y el radio de la burbuja (s − rb), cuando este valor sea igual al diámetro
del orificio (do), la burbuja se desprende del difusor y de esta forma se determina el radio de esta.
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Figura 4-6.: Solución del modelo de formación de burbuja para Qe = 5,83 × 10−4 m3/s y H =

0,35m.

El procedimiento mostrado anteriormente se realizó para diferentes valores de Qe y H , en los in-
tervalos de operación mostrados en (4-65) y (4-66), respectivamente. La Figura 4-7 presenta la
superficie de respuesta del modelo a los diferentes valores asignados a los parámetros menciona-
dos.
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Figura 4-7.: Superficie de respuesta del modelo de formación de burbuja a diferentes valores de
H y Qe.

Debido a que la formación de una burbuja tarda entre 0,01068 y 0,01706 s, es decir, en el orden
de milisegundos y sabiendo que el modelo semifı́sico de base fenomenológica de la planta piloto
aireada por difusión se resuelve en el orden de segundos, se decidió obtener una ecuación constitu-
tiva que permita determinar el valor del radio de la burbuja. Con los resultados obtenidos en cada
set de valores para Qe y H , se ajustó una ecuación polinómica de grado dos (Ver (4-68)), donde el
radio de la burbuja depende del flujo volumétrico de aire a la entrada y la profundidad del difusor,
cuyo porcentaje de error máximo es de 5,3056% y porcentaje de error promedio es de 0,0771%.
Dicho ajuste se realizó empleando la herramienta Curve Fitting del software Matlab R⃝.

rb = p00 + p10Qe + p01H + p20Q
2
e + p11QeH + p02H

2; (4-68)

donde p00 = 0,004491, p10 = 1,368, p01 = −0,004336, p20 = −959,7, p11 = 4,818 y p02 =

−0,001822.

Por lo tanto la expresión empleada para determinar el diámetro de la burbuja es db = 2 rb.

4.7.3. Retención de gas

La retención de gas se determinó mediante la relación entre el volumen total de burbujas y el
volumen total de lı́quido contenidos en el tanque de proceso (Ver (4-69)).
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ϵG =
Vb

VL

(4-69)

donde Vb es el volumen total de las burbujas contenidas en el tanque y VL es el volumen total de
lı́quido en el tanque. Reemplazando se tiene que la expresión para la retención de gas es:

ϵG =
4
3
π
(
db
2

)3
Nb

π
(
DII

2

)2
LII

(4-70)

donde Nb es la cantidad de burbujas contenidas en el tanque de proceso, DII es el diámetro del
tanque de proceso y LII es el nivel del liquido contenido en el tanque de proceso. Simplificando la
expresión se obtiene que:

ϵG =
2

3

d3bNb

LIIDII

(4-71)

En la Figura 4-8 se aprecia el cambio de la retención de gas con respecto a el diámetro de la burbuja
para valores de DII = 0,4m, LII = 0,35m y Nb = 705, el cual fue obtenido como se menciona en
la Sección 4.9.2. A partir de la respuesta mostrada en la figura se concluye que un valor constante
para la retención de gas no permite observar el fenómeno de transferencia de masa adecuadamente,
ya que la retención de gas tiene un comportamiento dinámico influenciado por parámetros como
el diámetro de la burbuja, el número de burbujas y el nivel de lı́quido en el tanque aireado.

De acuerdo a lo mencionado en [42], en sistemas aireados por difusión se pueden distinguir dos
regı́menes de flujo asociados a la velocidad superficial del gas y la retencin del gas. El régimen de
flujo homogéneo se caracteriza por tener burbujas de tamaño y forma casi uniforme. Este tipo de
flujo se da cuando la velocidad superficial del gas (Vg) es más baja que una velocidad de transfe-
rencia, Vg < Vtrans, en este caso la distribución de burbujas está en el intervalo 1 − 7 mm, por lo
que el tamaño de burbuja puede considerarse uniforme e invariable en el tiempo. En el régimen de
flujo heterogéneo, existe una distribución de tamaño de burbuja, al contrario del flujo homogéneo.
Este régimen se da cuando la velocidad superficial del gas supera la velocidad de transferencia,
Vg > Vtrans. Como mencionan los autores, el cambio de régimen de homogéneo a heterogéneo, se
da cuando la velocidad superficial del gas supera los 0,037 ms−1 aproximadamente y la retención
del gas es mayor que 0,11.

En la Figura 4-9, se presenta el cambio de la retención del gas con respecto a la velocidad superfi-
cial para un nivel de lı́quido, LII = 0,35. Partiendo de lo mencionado en [42] se puede apreciar que
el régimen de flujo en el que opera el tanque de aireación que se está estudiando es homogéneo, por
lo tanto puede asumirse que el diámetro de la burbuja no cambia a medida que asciende en el lı́qui-
do y el diámetro alcanzado por la burbuja al finalizar la etapa de desprendimiento se conservará
hasta que la burbuja salga del tanque de aireación.



48 4 Resultados y Discusión

6 7 8 9 10

Diámetro de la burbuja (m) ×10-3

1

2

3

4

5

6

7

8

9

R
e
te

n
c
ió

n
 d

e
 g

a
s
 (
ǫ

G
)

×10-3

Figura 4-8.: Cambio de la retención de gas con respecto al diámetro de la burbuja.

4.7.4. Área especı́fica transferencia de masa

Para determinar el área especı́fica de transferencia de masa se tuvo en cuenta la relación entre el
área superficial de una esfera (considerando que todas las burbujas son esféricas) y el volumen de
dicha esfera (Ver (4-72)).

a =
4π
(
db
2

)2
ϵG

4
3
π
(
db
2

)3 =
6

db
ϵG (4-72)

En la Figura 4-10 se presenta el cambio del área especı́fica de transferencia de masa con respecto
a la retención de gas (Figura 4-10 (a)) y el diámetro de la burbuja (Figura 4-10 (b)). En la figura
se puede apreciar que el cambio con respecto a ambas variables es proporcional. Además se puede
concluir que el comportamiento tanto de la retención del gas como del diámetro de la burbuja es
dinámico y por ende el valor del área especı́fica de transferencia de masa también tiene un com-
portamiento dinámico, por lo tanto asumirla constante no representa el fenómeno adecuadamente.

4.7.5. Secuestrante de oxı́geno

Las sustancias capaces de remover el oxı́geno disuelto en agua o de sistemas acuosos, son usual-
mente conocidas como secuestrantes de oxı́geno. En la industria y la investigación, los secues-
trantes de oxı́geno son usados para prevenir reacciones oxidativas en metales y otras sustancias.
Por ejemplo, en la industria de aceites, los secuestrantes de oxı́geno son usados para prevenir la
corrosión en tubos de metal y equipos de proceso. En la industria de alimentos, los secuestrantes
de oxı́geno son empacados y puestos en bodegas de almacenamiento para la presenvación de los
alimentos. En la industria quı́mica, los secuestrantes de oxı́geno son adicionados a calderas, hor-
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Figura 4-9.: Cambio de la retención de gas con respecto a la velocidad superficial del gas.

nos y sistemas de fluidos de servicio, con el fin de evitar su corrosión [39]. Las sustancias más
comúnmente usadas como secuestrantes de oxı́geno son:

Bisulfito, metabisulfito y sales de sulfito

Hidrazinas

Hidroxilaminas

Aldehidos activados

Compuestos polihidroxı́licos

En la literatura cientı́fica se pueden encontrar estudios en los que presentan la emulación de la res-
piración bacteriana a partir de agentes quı́micos secuestrantes de oxı́geno. Sin embargo, la mayorı́a
de los estudios presentados se centran en la cinética de reacciones catalizadas de sales de sulfito
[32, 55, 28, 60]. Los estudios presentados por [29] y [34] se centran en el uso de sulfito de so-
dio mediante reacciones no catalizadas, cuyo mecanismo de reacción está dado por las reacciones
(4-73) a (4-75):

·SO−
3 +O2 → ·SO−

5 (4-73)

·SO−
5 +SO2−

3 → ·SO2−
5 + · SO−

3 (4-74)

·SO2−
5 +SO2−

3 → 2SO2−
4 (4-75)

Las cinéticas de reacción con respecto a la concentración de oxı́geno han sido ampliamente es-
tudiadas, sin embargo, pocos estudios han sido realizados con respecto al coeficiente cinético y
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Figura 4-10.: Cambio del área especı́fica de transferencia de masa con respecto a la retención del
gas y el diámetro de la burbuja.

orden de reacción del secuestrante de oxı́geno. En [34] y [54] estudiaron la cinética de reacciones
de sulfito no catalizadas. En el estudio realizado en [34], encontraron que tanto para reactores de
tanque agitado como para piscinas quietas de soluciones de sulfito, la reacción con respecto a la
concentración de sulfito sigue una cinética de orden cero y de 0,65 con respecto a la concentración
de oxı́geno disuelto. Por su parte en [54] presentaron un estudio en el que evalúan tres secustran-
tes de oxı́geno (sulfito de sodio, bisulfito de sodio y pirosulfito de sodio), encontrando que estos
siguen una cinética de orden cero y tienen un coeficiente cinético similar, el cual es dependiente
del pH de la solución.

El metabisulfito de sodio (Na2S2O5) se usó como agente secuestrante de oxı́geno. La estructura
de la reacciones cinéticas para el consumo de oxı́geno disuelto y de secuestrante de oxı́geno se
presenta en (4-76) y (4-77). El valor numérico para los parámetros cinéticos Kos, z y ks, fue
obtenido mediante identificación de parámetros a partir de datos experimentales.

ṙO2,i = MODkOSC
z
OSVi (4-76)

ṙOS,i = ksVi (4-77)

donde ṙO2,i es la velocidad de consumo de oxı́geno en el SdeP i, MOD es el peso molecular del
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oxı́geno, kOS es el coeficiente cinético de consumo de oxı́geno, z es el orden de reacción con
respecto al secuestrante de oxı́geno, COS es la concentración de secuestrante de oxı́geno, Vi es el
volumen de lı́quido en el sistema de proceso, ṙOS,i es la velocidad de consumo del secuestrante de
oxı́geno en el sistema de proceso i y ks es el coeficiente cinético de consumo de secuestrante de
oxı́geno.

4.7.6. Transferencia de calor desde la resistencia eléctrica al fluido
de proceso

La transferencia de calor desde la resistencia electrı́ca al fluido de proceso en el intercambiador de
calor, se obtuvo a partir de (4-78), la cual proviene de las leyes de Joule y Ohm. El calor transferido
es función del calor máximo transferido desde la resistencia eléctrica al fluido (Q̇max), el valor de
la resistencia eléctrica (Rel), la eficiencia del intercambiador de calor (ε), el voltaje aplicado (V ) y
el ciclo de encendido del relé (ur).

Q̇1 = urQ̇max = urε
V 2

Rel

(4-78)

4.7.7. Flujo volumétrico de salida del tanque aireado

Las Ecuaciones (4-79) y (4-80) permiten determinar el flujo volumétrico a la salida del SdePII ,
las cuales fueron adaptadas de [56].

v̇3 = Cv

√
ρL g LII

G
(4-79)

Cv =


0 if uv < 0,1

R(uv−0,7)Cvmax,a if 0,1 ≤ uv ≤ 0,66

uvCvmax,b
if uv > 0,66

(4-80)

donde G es la gravedad especı́fica del agua, Cv es el coeficiente flujo de la válvula en la corriente
de salida del SdePII , Cvmax es coeficiente de flujo máximo de la válvula en la corriente de salida
del SdePII dependiente de la caractéristica de flujo inherente de la válvula, R es la constante ran-
geabilidad de la válvula y uv es la fracción de apertura de la válvula.

Teniendo en cuenta que Cv es dependiente de la fracción de apertura. La ecuación para este paráme-
tro fue obtenida mediante datos experimentales de flujo volumétrico y fracción de apertura. A bajas
fracciones de apertura, no se evidencia flujo a través de la válvula. Con fracciones de apertura mo-
deradas, la válvula presenta un comportamiento inherentemente isoporcentual (Cvmax,a) y a grandes
fracciones de apertura, la válvula presenta un comportamiento lineal (Cvmax,b

).
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4.7.8. Concentración de equilibrio de oxı́geno disuelto en agua

Las ecuaciones empleadas para determinar la concentración de equilibrio del oxı́geno disuelto
fueron adaptadas de las correlaciones presentadas por [27] y [14].

Ts =Log

(
571,3− T3

T3

)
(4-81)

DO0 =1,42905 exp
(
A+B Ts + C T 2

s +D T 3
s + E T 4

s + F T 5
s

)
(4-82)

θ0 =0,00097− 1,42× 10−5 (T3 − 273,15) + 6,44× 10−8 (T3 − 273,15)2 (4-83)

Pv =exp

(
11,8571− 3840,7

T3

− 216961

T 2
3

)
(4-84)

Fp =
(P − Pv)(1− θ0 P )

(1− Pv)(1− θ0)
(4-85)

C∗
O2

=
DO0Fp

1000
(4-86)

donde A = 2,00907, B = 3,22014, C = 4,05010, D = 4,94457, E = −0,256847, F = 3,88767,
P = 0,8389Pa, Ts es la transformación logarı́tmica de la temperatura, DO0 es la solubilidad del
oxı́geno disuelto por masa o por volumen de agua a la temperatura de equilibrio, Pv presión parcial
de los gases y Fp concentración de equilibrio de oxı́geno disuelto en situaciones donde la presión
atmosférica es diferente a 1 atm = 101325 Pa.

4.7.9. Otras ecuaciones constitutivas

En las Ecuaciones (4-87) a (4-92), se presentan las expresiones que permiten identificar parámetros
relacionados con el flujo del lı́quido a través del circuito, la adición de secuestrante de oxı́geno, la
disipación de calor y la profundidad del difusor.

v̇2 =upv̇2,max (4-87)

VI =π

(
DI

2

)2

LI (4-88)

ṁOS =uOS/2000 (4-89)

Q̇i =hiπDiLi (Tj + T∞) (4-90)

v̇2,max =2,24× 10−5LIII + 4,37× 10−5 (4-91)

H =

{
0,05 if LII ≤ 0,05

LII − 0,05 otros casos
(4-92)

donde up representa la fracción de bombeo en la planta piloto de aireación, uOS es la masa de
secuestrante de oxı́geno adicionada al tanque, mOS es el flujo másico de secuestrante adicionado
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al tanque, hi es el término convectivo del coeficiente de transferencia de calor, Di es el diámetro del
tanque del SdePi y Li es el nivel de lı́quido en el SdePi (con i = I, II, III), Tj es la temperatura
en la corriente j (con j = 1, 2, 3) y T∞ es la temperatura ambiente.

4.8. Grados de libertad

Para evaluar los grados de libertad del modelo matemático, se deben tener en cuenta las variables,
parámetros, ecuaciones diferenciales y ecuaciones constitutivas. Teniendo en cuenta lo anterior, en
la Tabla 4-4 se presentan los grados de libertad del modelo matemático.

Tabla 4-4.: Grados de libertad del modelo matemático
Variables Parámetros Total

Desconocidas 11 34 45
Ecuaciones o valores 11 26 37
Grados de libertad 8

Teniendo en cuenta la tabla anterior, los grados de libertad del modelo matemático son 8, por lo
tanto hay 8 parámetros que deben ser identificados para tener un modelo soluble. Los parámetros
a identificar son: kOS , z, ks, Rel, R, Cvmax,a , Cvmax,b

y Nb. En el Anexo A, se presenta el modelo
completo y los sı́mbolos empleados en este (Tabla A-1).

4.9. Solución numérica del modelo matemático

El modelo matemático fue simulado en MATLAB R2015b usando una función ode4 (Solucionador
Runge Kutta de cuarto orden). Los datos experimentales usados constan de 9235 muestras con un
tiempo de muestreo de 1 s. A continuación se presenta el diseño experimental y la identificación
de parámetros de la planta piloto.

4.9.1. Diseño experimental de las entradas del modelo matemático

La planta piloto aireada por difusión, tiene cinco variables de entrada las cuales pueden ser ma-
nipuladas con el fin de excitar las dinámicas del sistema para la identificación de éste. Dichas
variables de entrada son: posición del relé del intercambiador de calor (ur), fracción de bombeo a
la salida del tanque auxiliar (up), fracción de apertura de la válvula de aire a la entrada del tanque
aireado (ub), fracción de apertura de la válvula de salida de la corriente lı́quida del tanque aireado
(uv) y secuestrante de oxı́geno adicionado al medio (uOS). Dichas entradas son manipuladas por
medio del relé eléctrico, el encendido y apagado de la bomba de recirculación, la válvula de aguja
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proporcional, la válvula de salida manual y la adición de cantidades especı́ficas de secuestrante de
oxı́geno, respectivamente.

Las entradas mediante escalones son ampliamente usadas para la identificación de procesos quı́mi-
cos y bioquı́micos. Para este trabajo, los datos para la identificación son recopilados después de
aplicar la secuencia adaptada presentada en la Figura 4-11. Todas las entradas escalonadas se apli-
can una a una después de alcanzar el estado estable, con el fin de evitar problemas de identificación
[12].
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Figura 4-11.: Variables de entrada aplicadas al modelo matemático y la planta piloto de aireación.

4.9.2. Identificación de parámetros

La identificación de parámetros se formuló como un problema de optimización y resolvió por me-
dio de estrategı́as metaheuristı́cas, tales como: recocido simulado (SA por sus siglas en inglés) y
algorı́tmos genéticos (GA por sus siglas en inglés). Debido a las fuertes no linealidades que posee
el modelo matemático, emplear métodos de optimización basados en gradiente, puede generar que
el optimizador converja en un mı́nimo local [17]. Teniendo en cuenta lo anterior y realizando una
comparación en los costos computacionales al emplear SA y GA, el algoritmo empleado para rea-
lizar la identificación de parámetros fue SA.
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El funcional de costo se definió como se presenta en (4-93), en términos de tres datos disponibles:
nivel, temperatura y concentración de oxı́geno disuelto en el SdePII .

% errorζ =

∑i=n
i=1

∣∣∣yζi−ŷζi
yζi

∣∣∣
n

100 (4-93)

donde n es el número de muestras, yζi es el i-esimo valor medido, ŷζi es el i-esimo valor predicho
por el modelo para la medición, % errorζ es el porcentaje de error para cada identificación de
parámetros. En este caso, ζ = 1 corresponde a mediciones de nivel, ζ = 2 corresponde a medicio-
nes de temperatura y ζ = 3 corresponde a mediciones de concentración de oxı́geno disuelto en el
tanque aireado.

Inicialmente, se realizó la identificación de los parámetros relacionados con las dinámicas de ni-
vel y temperatura, desacoplando el modelo matemático y empleando las medidas de temperatura
y nivel obtenidas en la planta piloto. Posteriormente se fijaron los valores de dichos parámetros
identificados y se continuo con la identificación de los parámetros relacionados con la dinámica
de oxı́geno disuelto y secuestrante de oxı́geno, empleando el modelo matemático completo y las
medidas de concentración de oxı́geno disuelto.

El valor de los parámetros obtenidos en la primera identificación fueron: resistencia eléctrica
Rel = 13,6598 [Ω], coeficiente de flujo de la válvula manual para el comportamiento isopor-
centual Cvmax,a = 3,47221× 10−6 [m3/s/Pa], constante de rangeabiliadad de la válvula R = 95

y coeficiente de flujo de la válvula manual para el comportamiento lineal Cvmax,b
= 5,396809 ×

10−6 [m3/s/Pa]. La validación de las dinámicas de nivel y temperatura se presentan en la Figuras
4-12 (a) y 4-12 (b), respectivamente. En ambas gráficas, las lı́neas azules continuas corresponden a
los datos experimentales de nivel y temperatura tomados en el tanque aireado (SdePII), los datos
correspondientes a las lı́neas en guiones rojas corresponden a los datos predichos por el modelo
para el nivel y la temperatura en el SdePII y las lı́neas punteadas verdes corresponden a los datos
de nivel y temperatura en el tanque auxiliar (SdePIII). Finalmente, la lı́nea de puntos y guiones
morada en Figura 4-12 (b), corresponde a la temperatura en la corriente de salida del intercambia-
dor de calor (entrada al tanque aireado).

En la Figura 4-12 (a), se puede observar que cuando se presentan cambios en el nivel del tanque
aireado, el MSBF sigue la trayectoria mostrada por los datos experimentales. En el tanque auxiliar
no se cuenta con datos experimentales que permitan validar el comportamiento del modelo ma-
temático, sin embargo es de esperarse que cuando el nivel en el SdePII aumente, el nivel en el
SdePIII disminuya y viceversa, fenómeno que se aprecia en la gráfica. Con respecto a la dinámica
de temperatura (4-12 (b)), el MSBF presenta el mismo comportamiento que presentan los datos
experimentales en el tanque aireado (Ver Tabla 4-5). La dinámica de temperatura en los otros dos
sistemas de proceso tiene un comportamiento acorde con lo esperado, la temperatura en el inter-
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cambiador de calor (SdePI) tiene una dinámica más rápida que los demás SdeP debido a que el
volumen de éste SdeP es más pequeño con respecto a los demás. En el tanque auxiliar, el cambio
en la dinámica es más lento debido a su tamaño.
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Figura 4-12.: Respuesta dinámica y validación del modelo para (a) nivel y (b) temperatura.

En la segunda identificación de parámetros, se obtuvieron los valores para los parámetros cinéti-
cos, kOS = 1,1× 10−3, ks = 4,285× 10−7 y z = 1,1, además del número de burbujas, Nb = 705.
En la Figura 4-13 se presenta la validación de las dinámicas de concentración de oxı́geno disuelto
(4-13 (a)) y secuestrante de oxı́geno (4-13 (b)). La lı́nea azul en la Figura 4-13 (a), corresponde a
los datos experimentales de concentración de oxı́geno disuelto tomados en el tanque aireado, los
datos correspondientes a las lı́neas con guiones rojas en ambas figuras corresponden a los datos
de concentración de oxı́geno disuelto y secuestrante en el tanque aireado entregados por el mo-
delo matemático (SdePII), respectivamente, y los datos de las lı́neas punteadas verdes en ambas
figuras corresponden a concentración de oxı́geno disuelto y de secuestrante en el tanque auxiliar
(SdePIII).

En la Figura 4-13 (a), se puede apreciar que el modelo matemático tiene un comportamiento si-
milar al presentado por los datos experimentales. Cuando se da un aumento o disminución en el
porcentaje de apertura de la válvula de control de flujo de aire, el modelo matemático intenta seguir
dichos cambios. Igualmente sucede cuando hay adición de secuestrante de oxı́geno al medio, en
los datos experimentales se observa una disminución en la concentración de oxı́geno disuelto en
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Figura 4-13.: Respuesta dinámica y validación del modelo para (a) concentración de oxı́geno di-
suelto y (b) secuestrante de oxı́geno.

el SdePII , disminución que también puede ser apreciada en los datos entregados por el modelo
matemático.

En la Tabla 4-5, se presentan los porcentajes de error para las dinámicas de nivel, temperatura y
concentración de oxı́geno disuelto en el SdePII . Con el fin de validar el modelo matemático, se
realizó una comparación del comportamiento de la dinámica de la concentración de oxı́geno disuel-
to al emplear otras ecuaciones constitutivas para la determinación del coeficiente de transferencia
de masa, esta comparación y validación se presenta en la Sección 4.10.

Tabla 4-5.: Porcentajes de error para las dinámicas de nivel, temperatura y concentración de
oxı́geno disuelto.

Variable % Error promedio
LII 2.9471
T3 0.0568
CO2,3 9.3756
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4.10. Validación del modelo matemático

Para la validación del MSBF y la ecuación constitutiva propuesta en las Secciones 4.7.1 a 4.7.4, se
resolvió el modelo empleando diferentes aproximaciones teóricas y no teóricas para al coeficiente
volumétrico de transferencia de masa.

En el estudio presentado en [46] se reporta un valor constantes para el coeficiente volumétrico de
transferencia de masa. Por lo tanto, se identificó un valor numérico independiente del tiempo para
el coeficiente volumétrico de transferencia de masa como se presenta en 4-94.

kLa = K (4-94)

Adicionalmente, algunos autores consideran una relación lineal entre el coeficiente volumétrico de
transferencia de masa y la fracción de flujo volumétrico de aire que ingresa al tanque aireado (ub)
[15], [20] y [9], tal como se presenta en (4-95).

kLa = K ub (4-95)

Teniendo en cuenta que en la literatura cientı́fica se han presentado correlaciones empı́ricas que
permiten determinar el coeficiente volumétrico de transferencia de masa, en este estudio se com-
paró la respuesta del modelo matemático al emplear las correlaciones propuestas en [53] y [48]
(4-96), (4-97), respectivamente.

kLaB =K

(
D

v

)1/2(
v̇4
ATII

)6/5

H1/10 (4-96)

D2
II · kLa
D

=0,030 ·Re1,906 · Fr−0,631 ·
(
db
H

)−0,23

·
(
LII

DII

)−0,120 (
Ad

ATII

)0,326

(
DII

H

)0,164

·
(
LII

H

)0,173

·
(
LII ATII

A1,5
d

)−0,01

(4-97)

donde K es un parámetro a estimar, D es la difusividad del aire en el agua, v es la viscosidad
cinemática del agua y Ad es el área de cobertura del difusor.

Otra de las ecuaciones que permiten determinar el coeficiente de transferencia de masa que fue
evaluada, es la presentada por Kawase et al. en el 1987 [38], la cual está basada en las teorı́a de la
penetración de Higbie, la teórida de Kolmogorov y el estudio presentado por Kastanek en el año
1977 [37].

kL = 2

√√√√DL

π

√
VG g

µL

(4-98)
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donde VG es la velocidad superficial del aire, µL es la viscosidad dinpamica del lı́quido, g es la
aceleración de la gravedad y D es la difusividad del gas en el lı́quido. Teniendo en cuenta que
la expresión propuesta por [38] no tiene en cuenta el área especı́fica de transferencia de masa,
kLa = kL · a, donde a se determinará mediante (4-72).

Finalmente, se evaluó la respuesta del MSBF al emplear la ecuación propuesta para la retención
de gas (4-71) y la expresión propuesta en [61] (4-99).

ϵG = 0,91
V 1,19
G√
g db

(4-99)

El MSBF se resolvió bajo ocho casos diferentes, esto con el fin de realizar la comparación entre
los ı́ndices de error y las respuestas del modelo matemático con respecto a la concentración de
oxı́geno disuelto. Los parámetros identificados a partir de las dinámicas de temperatura y nivel y
el valor del parámetro cinético ks, no fueron identificados nuevamente, sus valores se fijaron de
acuerdo con la identificación de parámetros mencionada en la Sección 4.9.2.

Kawase1: en este caso se obtuvo el valor del kL por medio de la ecuación propuesta en [38] y
el valor para el área especı́fica de transferencia de masa se obtuvo por medio de identificación
de parámetros.

Kawase2: para este caso se empleo la ecuación de [38], la ecuación para la retención de gas
presentada en [61] y el db fue obtenido por medio de identificación de parámetros.

Higbie1: en este caso se empleo la ecuación de [33], además de (4-68), (4-71) y (4-72) para
el diámetro promedio de la burbuja, la retención de gas, y el área especı́fica de transferencia
de masa, respectivamente. Los parámetros cinéticos KOS y z fueron fijados en el valor que
se identificó en Kawase1.

Higbie2: en este caso se empleo la ecuación de [33], además de (4-68), (4-71) y (4-72) para
el diámetro promedio de la burbuja, la retención de gas, y el área especı́fica de transferencia
de masa, respectivamente. Los parámetros cinéticos KOS y z fueron fijados en el valor que
se identificó en Kawase2.

Constante: el valor para el coeficiente volumétrico de transferencia de masa, kLa, fue obte-
nido mediante identifiación de parámetros y fijado como un valor constante independiente
del tiempo.

Lineal: teniendo en cuenta (4-95), se obtuvo un valor para la constante K mediante identifi-
cación de parámetros.

Schierholz: en este caso se empleó (4-96) para determinar el coeficiente volumétrico de
transferencia de masa y se identificaron los valores de los parámetros cinéticos KOS y z,
además del valor para la constante K, presente en la correlación.
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Pittoors: en este caso se empleó la correlación propuesta en [48] (4-97). Los parámetros
identificados en este caso fueron KOS , z, db y Ad.

Con respecto a los valores para los parámetros cinéticos KOS y z, en el caso de Kawase1 y Higbie1,
y Kawase2 y Higbie2, se emplearon el mismo conjunto de parámetros. Dichos parámetros fueron
obtenidos mediante la identificación de parámetros empleando la expresión propuesta por [38]. Lo
anterior con el fin de realizar una comparación en la que sólo se tuviera en cuenta la influencia
de los parámetros asociados a la transferencia de masa desde la fase gaseosa a la fase lı́quida. Los
parámetros cinéticos fueron fijados y solo se modificaron los demás valores asociados a cada caso.

Además del porcentaje de error promedio, para la comparación se empleó el ı́ndice de error ITAE
(Ver (4-100)), donde t es el tiempo, t0 y tf es el tiempo inicial y final, respectivamente, CO2,3 es
la concentración de oxı́geno disuelto en el tanque aireado medida experimentalmente y ĈO2,3 es la
concentración de oxı́geno disuelto en el tanque aireado predicha por el modelo.

ITAE =

∫ tf

to

t | CO2,3 − ĈO2,3 | dt (4-100)

La Figura 4-14 presenta una comparación del comportamiento de la concentración de oxı́geno di-
suelto en el SdePII , empleando diferentes aproximaciones teóricas y no teóricas para el coeficiente
de transferencia de masa y en la Tabla 4-6 se presentan los parámetros identificados y los ı́ndices
de error asociados a cada caso. En la 4-14 se pueden observar diferencias en la dinámica de la con-
centración de oxı́geno disuelto, lo cual puede atribuirse a la estructura de la correlación empleada,
que como se mencionó anteriormente puede ser de caracter empı́rico o fenomenológico. En la Ta-
bla 4-6 se puede apreciar que el caso en el que se presenta menor % error y menor ITAE es en
el de Higbie2, lo cual puede ser atribuido a la naturaleza fenomenológica de las ecuaciones que
se emplean en este caso. La expresión empleada para el diámetro promedio de la burbuja a pesar
de ser una correlación empı́rica, proviene de datos de simulación de naturaleza fenomenológica,
ya que se obtuvieron al resolver el modelo de formación de burbuja. La expresión para la reten-
ción del gas, fue obtenida al realizar una relación entre el volumen de gas y el volumen de lı́quido
contenido en el tanque de proceso, relación acorde con la porosidad de un lecho empacado. Por lo
anterior, se puede decir que tener mayor conocimiento del fenómeno mejora las predicciones del
MSBF con respecto a la concentración de oxı́geno disuelto en el tanque aireado (SdePII).

Es importante mencionar que los ı́ndices de error que se presentan al emplear la correlación pro-
puesta en [38], son menores que los errores que se presentan en los casos de constante, lineal,
Schierholz y Pittoors. Emplear una correlación teórica puede mejorar los resultados del modelo
matemático, sin embargo, emplear ecuaciones de naturaleza fenomenológica a la hora de determi-
nar los valores de a y db pueden mejorar los resultados aún más.
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Figura 4-14.: Respuesta dinámica de la concentración de oxı́geno disuelto en el SdePII , usando
diferentes correlaciones empı́ricas y teóricas para el coeficiente de transferencia de
masa.

El comportamiento del coeficiente volumétrico de transferencia de masa en cada caso se presen-
ta en la Figura 4-15. En la gráfica se puede apreciar que para los casos en los que se emplea la
ecuación de Higbie, el comportamiento al inicio y al final de la simulación cambia con respecto a
los demás casos, este comportamiento se atribuye al uso de ecuaciones que permiten determinar
el diámetro promedio de la burbuja y el área especı́fica de transferencia de masa, considerando su
comportamiento dinámico y dependiente de estados y entradas del proceso, tales como el cambio
en el flujo volumétrico de aire y el nivel del lı́quido en el tanque aireado.

En la Figura 4-16 se presenta la dinámica de la concentración de oxı́geno disuelto en el tanque
auxiliar (SdePIII) para los diferentes casos evaluados. Como se puede apreciar la concentración
de oxı́geno disuelto toma valores negativos al emplear el valor constante para el coeficiente de
transferencia de masa, fenómeno que no se presenta en los demás casos, a partir de esto se puede
deducir que tener en cuenta la caracterśtica dinámica del coeficiente volumétrico de transferencia
de masa, mejora los resultados predichos por el modelo semifı́sico de base fenomenológica.

Sabiendo que el caso en el cual el MSBF presenta mejor ajuste es el de Higbie2, se puede concluir
que al separar el coeficiente de transferencia de masa (kL) y el área especı́fica de transferencia de
masa (a), se logra una mejor descripción del fenómeno de transferencia de masa, mejora que se ve
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Tabla 4-6.: Parámetros óptimos e ı́ndices de error.
Caso K kOS z db a Nb Ad % error ITAE

Kawase1 - 3,78× 10−4 0,962 - 15,56 - - 10,99 1,55×104

Kawase2 - 1× 10−3 1,1 0,002 - - - 11,51 1,94×104

Higbie1 - 3,78× 10−4 0,962 - - 955 - 10,17 1,45×104

Higbie2 - 1× 10−3 1,1 - - 705 - 9,38 1,41×104

Constante 3,8×10−3 1,95× 10−5 0,463 - - - - 14 2,25×104

Lineal 2,5×10−3 2,13× 10−5 0,584 - - - - 13,27 1,69×104

Schierholz 116.5208 4.1252 2.2585 - - - - 29.98 4,83×104

Pittoors - 2,44× 10−6 0.251 0.026 - -
7,85×
10−5 31.48 3,07×104

reflejada en el porcentaje de error del modelo matemático con respecto a los datos experimentales.
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5. Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, se puede concluir que el nivel del lı́quido en el tanque
aireado y el flujo del aire, son parámetros que tienen alta influencia en el fenómeno de transferen-
cia de masa, ya que estos están incluidos en todas las expresiones matemáticas empleadas en la
determinación del coeficiente volumétrico de transferencia de masa, diámetro promedio de burbura
(4-68), área especı́fica de transferencia de masa (4-72) y rentención de gas (4-71).

En el estudio presentado se revisaron diferentes aproximaciones teóricas y no teóricas que permi-
ten determinar el coeficiente volumétrico de transferencia de masa. A partir del análisis de dichas
correlaciones se puede concluir que obtener el coeficiente volumétrico de transferencia de masa a
partir de expresiones teóricas disminuye el error que se presenta entre los datos experimentales y
los datos arrojados por el MSBF (Ver Tabla 4-6).

A partir de los resultados obtenidos se puede concluir que considerar el cambio del diámetro pro-
medio de la burbuja, con respecto a el flujo volumétrico de aire y el nivel del lı́quido en el tanque
aireado, mejora las predicciones del MSBF, ya que éste parámetro permite tener en cuenta la ca-
racterı́stica dinámica de la retención del gas y el área interfacial de transferencia de masa. Con
lo anterior, se logró que el MSBF describa mejor el fenómeno de transferencia de masa que se
presenta en un sistema de aireación por difusión, ideal para tareas de control.

Finalmente, la evaluación por separado obtención del coeficiente de transferencia de masa, kL, y
el área interfacial de transferencia de masa, a, mejora la predicción del modelo matemático. Lo
anterior, se concluye debido a que se obtuvieron menores porcentajes de error entre los datos ex-
perimentales y los datos del modelo matemático, cuando se emplearon las expresiones teóricas de
Kawase y Higbie para la determinación del coeficiente de transferencia de masa y el área interfa-
cial de transferencia de masa se obtuvo por diferentes medios como identificación de parámetros
(Ver Sección 4.10 y Tabla 4-6).
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5.2. Trabajo futuro

Teniendo en cuenta que la ecuación propuesta para determinar la retención de gas tiene asociado
el número de burbujas presentes en el tanque de proceso (Nb), como trabajo futuro se propone
emplear un metodologı́a que permita determinar dicho parámetro fenomenológicamente, lo cual
podrı́a mejorar la predicción del modelo matemático.

Teniendo en cuenta que los valores de los parámetros cinéticos KOS , ks y z, se obtuvieron median-
te identificación de parámetros. Dichos parámetros pueden ser caracterizados mediante la ecuación
de Arrhenius (K(T ) = Ae−

Ea
RT ), la cual tiene una dependencia de la temperatura y la energı́a de

activación. Para realizar dicha caracterización, es necesario obtener el valor del factor preexpo-
nencial (A) y la energı́a de activación (Ea) mediante datos experimentales de concentración de
oxı́geno disuelto y concentración de secuestrante de oxı́geno.

De acuerdo al supuesto realizado en el modelo de formación de burbuja donde se supone un solo
orificio de difusión con el fin de eliminar la interacción con burbujas vecinas, se propone evaluar
dicho modelo teniendo en cuenta dicha interacción. Además, de considerar que en el ascenso de la
burbuja a través del tanque de aireación hay otros tipos de interacción que generan rompimiento y
coalescencia de burbujas.

La identificación de parámetros con una secuencia de entradas diferente puede afectar los valores
finales identificados para los parámetros del modelo. La identificación del modelo es un proceso
iterativo en el que se ajusta una estructura del modelo a unos datos experimentales definidos. Este
proceso iterativo podrı́a incluir análisis de sensibilidad paramétrica, análisis de identificabilidad
estructural, clasificación global de parámetros, análisis de identificabilidad práctica y un diseño
experimental óptimo. No obstante, en el desarrollo de esta tesis de maestrı́a no fueron abordados
dichos estudios, por lo que podrı́a ser abordados con el fin de mejorar la predicción del MSBF.

El modelo matemático desarrollado se realizó con miras a un sistema de control que permita reducir
los costos energéticos de un planta de tratamiento de aguas residuales, a partir del control de la
aireación. Como trabajo futuro se propone la implementación de dicho sistema de control y la
evaluación energética de la planta piloto de aireación por difusión.
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A. Anexo: Modelo semifı́sico de base
fenomenológica de una planta piloto
de aireación por difusión

v̇1 =v̇2

CO2,1 =CO2,2

COS,1 =COS,2

dT2

dt
=
v̇2
VI

(T1 − T2) +
Q̇1 − Q̇I

CP ρ VI

dLII

dt
=

1

ATII

(v̇2 − v̇3)

dCO2,3

dt
=

1

ATII
LII

(v̇2 CO2,2 − v̇3 CO2,3) + kLa
(
C∗

O2
− CO2,3

)
−MOD kOS Cz

OS,3 −
CO2,3

LII

dLII

dt

dCOS,3

dt
=

1

AIILII

(
ṁOS

MOS

+ v̇2COS,2 − v̇3COS,3

)
− ks −

COS,3

LII

dLII

dt

dT3

dt
=

1

ATII
LII

(v̇2 T2 − v̇3 T3)−
Q̇II

CP ρ LII ATII

− T3

LII

dLII

dt

dLIII

dt
=

1

ATIII

(v̇3 − v̇1)

dCO2,1

dt
=

1

ATIII
LIII
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LIII
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1

ATIII
LIII

(v̇3 COS,3 − v̇1 COS,1)− ks −
COS,1

LIII

dLIII
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dT1
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1

ATIII
LIII

(v̇3 T3 − v̇1 T1)−
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CP ρ LIII ATIII
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LIII

dLIII
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kL =2

√
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π tc
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ϵG
VG

a =6
ϵG
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db =2 (p00 + p10v̇4 + p01H + p20v̇
2
4 + p11v̇4H + p02H

2)
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2
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LIIDII

VG =
v̇4
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A Anexo: Modelo semifı́sico de base fenomenológica de una planta piloto de aireación por

difusión

v̇4 =v̇4,maxub

Q̇1 =urε
V 2

Rel

v̇3 =Cv

√
ρ g LII

G

Cv =


0 if uv < 0,1

R(uv−0,7)Cvmax,a if 0,1 ≤ uv ≤ 0,66

uvCvmax,b
if uv > 0,66

Ts =Log

(
571,3− T3

T3

)
DO0 =1,42905 exp

(
A+B Ts + C T 2

s +D T 3
s + E T 4

s + F T 5
s

)
θ0 =0,00097− 1,42× 10−5 (T3 − 273,15) + 6,44× 10−8 (T3 − 273,15)2

Pv =exp

(
11,8571− 3840,7

T3

− 216961

T 2
3

)
Fp =

(P − Pv)(1− θ0 P )

(1− Pv)(1− θ0)

C∗
O2

=
DO0Fp

1000

v̇2 =upv̇2,max

VI =π

(
DI

2

)2

LI

ṁOS =uOS/2000

Q̇i =hiπDiLi (Tj + Tı́nf)

v̇2,max =2,24× 10−5LIII + 4,37× 10−5

H =

{
0,05 if LII ≤ 0,05

LII − 0,05 otros casos

Tabla A-1.: Sı́mbolos relacionados con el modelo de proceso
Sı́mbolo Tipo Valor Unidades Sı́mbolo Tipo Valor Unidades
LII V - m Tı́nf P 300,15 K

LIII V - m H P (4-92) m

CO2,1 V - kg/m3 tc P (2-36) s

CO2,2 V - kg/m3 db P (4-68) m
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Sı́mbolo Tipo Valor Unidades Sı́mbolo Tipo Valor Unidades
CO2,3 V - kg/m3 ϵG P (4-71) -
COS,1 V - kmol/m3 Nb P 605 -
COS,2 V - kmol/m3 p00 P 0,004491 m

COS,3 V - kmol/m3 p10 P 1,368 s/m2

T1 V - K p01 P −0,004336 -
T2 V - K p20 P −959,7 s2/m5

T3 V - K p11 P 4,818 s/m3

v̇1 P (4-5) m3/s p02 P −0,001822 1/m

v̇2 P (4-87) m3/s VG P (4-47) m/s

v̇3 P (4-79) m3/s v̇4 P (4-48) m3/s

VI P (4-88) m3 Ts P (4-81) -
Q̇1 P (4-78) W DO0 P (4-82) -
Q̇I P (4-90) W θ0 P (4-83) -
Q̇II P (4-90) W Pv P (4-84) -
Q̇III P (4-90) W Fp P (4-85) -
kL P (2-35) m/s A P 2,00907 -
a P (4-72) m2/m3 B P 3,22014 -
C∗

O2
P (4-86) Kg/m3 C P 4,05010 -

kOS P 1,1× 10−3 (Kmol/m3)1−z

s
D P 4,94457 -

kS P
4,285 ×
10−7 Kmol/m3/s E P −0,256847 -

z P 1,1 - F P 3,88767 -
ṁOS P (4-89) Kg/s P C 0,8389 atm

Q̇max P (4-78) W ρ C 1000 Kg/m3

ε P 0,8 - g C 9,81 m/s2

V P 220 V G C 1 -
Rel P 13,6598 Ω π C 3,1416 -
Cv P (4-80) m3/s/Pa DI C 0,11 m
R P 95 - LI C 0,075 m

Cvmax,a P
3,47221 ×
10−6 m3/s/Pa DL C 1,86× 10−9 m2/s

Cvmax,b
P

5,39681 ×
10−6 m3/s/Pa CP C 4184 J/Kg/K

v̇2,max P (4-91) m3/s ATII
C 0,1274 m2

hI P 8,0986 W/m2/K ATIII
C 0,159 m2

hII P 6,6814 W/m2/K MOD C 32 g/Kmol

hIII P 56,27 W/m2/K MOS C 126,043 g/Kmol
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