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What parts are played by experience, by theory, and by imagination in the creation of a
system? There is no definite answer. The importance of experience and of theoretical
knowledge is not always clearly perceived. Imagination seems a gift, a godsend or the
result of beneficial heredity. But is not imagination in fact the result of maturation of
knowledge gained during educational and professional practice? Is it not born from facts
apparently remembered when circumstances call them back? Is not imagination partly
based on the ability to connect notions which, at first sight, look quite unrelated, such
as mechanicsm electronics, optics, foundry, and data processing-to catch barely seen
analogies-like Alice in Wonderland, to go “through the looking glass™?

Gerald Farin
Curves and Surfaces for Computer-Aided Geometric Design: A Practical Guide
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Prefacio

En muchos problemas de toma de decisiones el investigador se enfrenta con situa-
ciones en las que una o mds personas conocen el problema o parte de él a un nivel
en el cual sus opiniones deben ser consideradas en la solucion, pero esta informacion
no es fdacil de expresar en términos de una o mds distribuciones de probabilidad,
la cual refleja tanto el nivel d e conocimiento como e [ nivel d e confianza en es te. El
problema fundamental del progreso cientifico, y u no fundamental en la vida diaria,
es el de aprender de la experiencia. El conocimiento obtenido de esta manera es par-
cialmente una descripcion de lo que ya hayamos observado, pero una parte consiste
en la realizacion de inferencias de la experiencia pasada para predecir la experiencia
futura (Jeffreys, 1961).

La cuantificacién es un problema complejo y en muchas circunstancias se prefiere
usarla marginalmente o no hacerlo. Esto, obviamente, no es posible en situaciones en las
que es necesario realizar evaluaciones de riesgo, cuando el juicio de expertos en el
drea de interés es el unico elemento que se puede utilizar; por ejemplo, cudl serd el
resultado de una cirugia cerebral en un paciente especifico, el resultado del lanza-
miento de un satélite al espacio, la inversion en una nueva accion, etc. La seleccion
de un procedimiento de elicitacién apropiado de probabilidades debe tener en cuenta
tanto la estructura del problema como el tipo de experto que va a proporcionar la
informacién (van Noortwijk et al, 1992). El problema de la cuantificacion d e infor-
macion personal es tan importante y complejo que organismos de defensa nacional
como el britdnico han sacado manuales sobre elicitacién (DSTL, 2014,).

La mayoria de las veces utilizamos procedimientos informales para obtener este
tipo de informacion. ;Quién no tiene una idea del tiempo promedio que tarda en
llegar desde su trabajo hasta su lugar de residencia permanente? Un estudiante que
acaba de presentar un examen de Cdlculo tiene alguna idea de cudl va a ser la nota
que su examen va a recibir por parte del docente. Lamentablemente, en la literatura
no abundan los documentos en los que se trate en forma metddica este tema. A pesar de
tener una literatura relativamente antigua en ciertas propuestas, estas no han sido
sometidas a validacion cientifica con experimentos controlados, con excepcion del
trabajo de Barrera-Causil et al. (2019). Esta es un drea muy incipiente que apenas estd
en sus inicios a pesar de su importancia.
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El objetivo de este trabajo, por lo tanto, serd presentar diferentes formas de cuan-tificar
informacion personal de tal forma que dispongamos de metodologias empiricas claras y que
puedan ser replicadas en casos en los que sea necesario.
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Introduccion

Nadie niega que ante un problema debemos utilizar toda la informacion disponi-
ble acerca de este en particular. Esta informacién puede obtenerse de muy diferentes
formas: publicada, generada a partir de experimentacion, y a partir de personas
que conozcan y que hayan estudiado el problema o problemas similares. La forma
tradicional de proceder en estadistica clasica es asumir un modelo matemético que
depende de unos parametros y que las observaciones reales son generadas desde este
modelo. Hay muchas preguntas que se hacen y que son dificiles de responder, tales
como jquién garantiza que el modelo matemaético si sea el que realmente genera los
datos?, o jcomo garantizamos que las observaciones que tengamos nos permitan ver
una foto bien aproximada del sistema que los gener6? La incertidumbre sobre para-
metros poblacionales se resume por medio de distribuciones de probabilidad y, como
esto se hace a partir de los datos recogidos, entonces se desarrollan procedimientos
matemaéticos que nos determinan las distribuciones “muestrales”, las cuales permiten
responder preguntas de tipo estadistico sobre los parametros poblacionales. Muchas
veces, se tiene informacion previa sobre los pardametros antes de recoger informacion
muestral relevante para ellos, que se debe expresar en forma de distribuciéon y es
conocida como “distribucién a priori, distribucién personal o distribucién subjetiva.”
El problema esté en la forma de cuantificar esta informacién sin generar alguna con-
tradiccion con lo que el sujeto piensa.

La escuela bayesiana en estadistica ha tomado fuerza en los tiltimos anos debido
a su potencial para resolver problemas que no se pueden atacar con otros métodos
y porque permite incorporar naturalmente informacion que es ttil en la solucion del
problema enfrentado. La aproximacion bayesiana es una herramienta fundamental
en situaciones en las que la recolecciéon de informaciéon muestral es muy dificil, por
ejemplo, en topicos de alta sensibilidad social, tales como el consumo de drogas ilici-
tas, o extremadamente costosos o imposibles, como seria el caso de la determinacion
del riesgo de falla de una nueva nave espacial o sobre la probabilidad de que haya
vida inteligente en nuestra galaxia. Cressey et al. (2016) dicen:

La elicitacion via expertos se refiere a un enfoque sistematico para
obtener y sintetizar juicios subjetivos de expertos sobre un tema en el que
existe incertidumbre debido a datos insuficientes o cuando dichos datos
son inalcanzables debido a limitaciones fisicas o falta de recursos. Busca



hacer explicito y utilizable el conocimiento y la sabiduria inédita de los
expertos, con base en su experiencia y conocimientos acumulados. Esto
puede incluir informacién sobre las limitaciones, fortalezas y debilidades
del conocimiento publicado y los datos disponibles.

Un problema que se ha planteado cuando se habla de la escuela bayesiana es que
dos personas enfrentadas a una situaciéon y una decision por tomar, y asumiendo que
tengan la misma informaciéon muestral, pueden llegar a dos decisiones opuestas si
su informacion adicional es diferente. Greenland (2001) afirma que “los epidemitlo-
gos perciben la especificacion de la distribucion a priori como impréactica y, ademas,
pocos epidemiotlogos emplearian métodos que no estan disponibles en paquetes esta-
disticos lideres”.

En estadistica realizamos y tratamos de responder preguntas con respecto a las
caracteristicas de una o varias poblaciones. En la aproximaciéon bayesiana tenemos:

» La informacion sobre un parametro (puede ser un vector) que se tiene se debe
resumir en una distribucién de probabilidad; esta sera llamada la distribucion
a priori.

» Los parametros son considerados variables aleatorias (esto no es aceptable en
la estadistica clasica). Muchas personas en bayesiana argumentan que el para-
metro no es variable aleatoria y lo que es modelado es la incertidumbre sobre
los posibles valores que pudiera tomar ese parametro. Un ejemplo sencillo es
la temperatura corporal que tiene un individuo en un momento determinado.
Si no dispone de un termémetro, el individuo podria dar grados de creencia
a diferentes valores de la temperatura. ;Es arbitrario? Muchas personas argu-
mentan que si, pero podemos argumentar que muchas decisiones que tomamos
se hacen por mero sentido comiin; por ejemplo, uno no saldria a la calle con el
paraguas, si estuviera completamente seguro de que no llovera.

= La informaciéon a priori puede provenir de:

e Estudios previos.

e Informacion subjetiva de expertos (la cuantificacion de esta informacion
es lo que llamamos elicitacion).

Oakley (2010) habla de dos tipos de probabilidades subjetivas que describen in-
certidumbre epistémica, la cual se debe a falta de conocimiento, por ejemplo, la fecha
de nacimiento de la pintora Débora Arango, y la incertidumbre aleatoria, que se ori-
gina por la incertidumbre del fenémeno per se, por ejemplo, la probabilidad de que
un motociclista sufra un accidente de transito.
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Gill y Walker (2005) dicen: “Actualmente casi no hay trabajo en las ciencias so-
ciales que recurra a a priori elicitadas dentro de una especificaciéon bayesiana.”

Ayyub (2001b) describe los inicios formales de la utilizacion de técnicas de eli-
citacion por la corporacion RAND, la fuerza aérea norteamericana y la fabrica de
aviones Douglas en los anos 50, con el desarrollo del método Delphi y el analisis de
escenarios. Galway (2007), trabajando para la corporacion RAND, hace una revision
de la elicitacién de probabilidades para la determinacién de analisis de costos de
riesgos, un tema que dia a dia es méas importante en las grandes corporaciones. Fauss
(2008) propone métodos de elicitacion en nanotecnologia. Landquist et al. (2017)
describen el proceso de elicitaciéon para miltiples expertos evaluando riesgos en la
industria naviera. Van der Pas et al. (2012) realizan un gran estudio de elicitacion
con varios expertos para estudiar accidentalidad vial. Wiser, R., Rand, J., Seel, J.
et al. (2021) predicen el porcentaje de reduccion del costo de la energia edlica en
2050. Esto tltimo nos lleva a pensar en la utilidad que pueden tener las técnicas
de elicitacion para hacer predicciones en torno a los mercados de baterias eléctricas
o a base de hidrégeno, lo cual es una incertidumbre grande para los fabricantes y
compradores de automéviles hoy en dia.

La estadistica clasica y la informacién previa

La estadistica tradicional (clasica y frecuentista) utiliza el conocimiento previo
de varias formas:

= Determinacion de tamanos muestrales. Usualmente, las formulas para la deter-
minacién de tamanos muestrales requieren estimaciones de los parametros que
se van a estimar (juna contradiccion?). Sin embargo, estas formulas asumen
que estos valores son los correctos para determinar los tamanos muestrales que
cumplan los requisitos establecidos para intervalos de confianza o para pruebas
de hipotesis.

s Para establecer hipdtesis a verificar. Estas hipotesis surgen a partir de estudios
previos o teorias desarrolladas por miembros de alguna comunidad académica
o cientifica. Por ejemplo, los economistas trabajan con series de tiempo que se
modelan y extrapolan. Estas proyecciones son, en términos reales, hipotesis.

s Para definir disenos experimentales. En diseno experimental se utiliza para la
determinaciéon de disenos, niveles en los cuales se fijan los factores, nimero de
réplicas, etc.

Realmente, el uso de la informaciéon no muestral en la estadistica clasica es muy
restringido. Sin importar qué tan buena sea la informaciéon previa, por ejemplo,
estudios realizados, el estadistico clasico es como si empezara casi de nuevo. Los
trabajos realizados por Pratt, Raiffa y Schlaifer, R. (1964), Raiffa (1970) en la teoria
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de la decision presentan un area donde se trabaja parcialmente con informaciéon
recogida a partir de expertos.

Software para elicitaciéon

Existen muchos programas desarrollados para fines especificos con metodologias
limitadas para elicitar algunos de los parametros mas comunes como son la propor-
cion y la media. Devilee y Knol (2011) presentan un listado de los disponibles a la
fecha. Lamentablemente, la mayoria de los programas son muy limitados en las me-
todologias de elicitacion de esos pardmetros. En un apéndice, al final, presentamos
un listado de programas para elicitacion.
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Capitulo 1

Probabilidad subjetiva o personal

El trabajo estadistico descansa en el concepto de probabilidad. La definicion
matemaética es clara: es una funciéon aditiva no negativa cuyo méximo valor es la
unidad. El problema fundamental esté en la forma como se determine esa funcion.
Para los matematicos puede ser relativamente simple asumir una forma cerrada, por
ejemplo, el modelo gaussiano, pero en muchas ocasiones el investigador, en el contexto
de teoria de decisiones el decisor, tiene en su mente ideas muy vagas de como puede
ser este modelo. Ashby (2006) comenta:

Tres interpretaciones se le pueden dar a las distribuciones a priori:
como distribuciones de frecuencia basadas quiza en datos previos, como
representaciones normativas y objetivas de lo que es racional creer acerca
de un parametro o como una medida subjetiva de los que un individuo
particular realmente cree.

1.1. Probabilidad

La impredecibilidad o falta de certeza en muchas de las situaciones corrientes
acerca del mundo que nos rodea (tanto del futuro como del presente y el pasado)
nos genera situaciones en las que, dependiendo de las consecuencias que este desco-
nocimiento tenga en un momento determinado, queramos asignarle algin indicador.
Lindley (2013) dice:

Existen algunas afirmaciones que usted sabe que son ciertas, otras
que sabe que son falsas, pero con la mayoria de las afirmaciones usted no
sabe si son ciertas o falsas; decimos que, para usted, estas afirmaciones
son inciertas.

Lo primero surge del hecho que el conjunto de afirmaciones que usted
conoce que son ciertas difiere de mi conjunto, ya que usted conoce cosas
que yo no conozco. [gualmente, cosas que son inciertas para usted pueden



ser conocidas para mi; pero hay mas aun, si tomamos una afirmacion la
cual los dos estamos inseguros, usted puede tener mas confianza en que
sea cierta que yo; diferimos en nuestro grado de incertidumbre.

Hay dos calculos de probabilidad, aparentemente distintos. En uno, las probabi-
lidades son definidas sobre frases; y en el otro, sobre subconjuntos de algin conjunto
dado. El segundo, desarrollado desde la teoria de conjuntos, fue introducido en el
siglo XX por Kolmogorov, aunque la teoria matematica de las probabilidades data
del siglo XVII. La primera teoria asignaba probabilidades directamente a hipotesis
(o tipos de frases o afirmaciones). Franklin (2001) lo dice:

La probabilidad es de dos clases. Hay una probabilidad factual o esto-
cdstica o aleatoria, que trata con las elaboraciones aleatorias tales como el
lanzamiento de un dado o una moneda, que producen sucesiones aleato-
rias o sin patrones caracteristicos. De otra parte, existe una probabilidad
logica o epistémica, o logica no deductiva, que se involucra con la relacion
de confirmacién o soporte parcial entre una proposiciéon y otra.

La presentacion de probabilidades basada en frases tiende a ser favorecida por
personas interesadas primariamente en la aplicacion o en el problema de la inferencia
inductiva, debido a que las entidades béasicas sobre las que hace referencia la proba-
bilidad son explicitamente entidades lingiiisticas, es decir, hipotesis de una forma u
otra.

La diferencia entre los dos tipos de desarrollos es mas bien formal: los conjun-
tos en la funcién de probabilidad de Kolmogorov son realmente hipotesis disfrazadas.

Asumamos que S es una clase dada de afirmaciones a, b, c, . . ., que pueden conte-
ner conjunciones, disyunciones y negaciones de cualquiera de las frases contenidas. S
puede ser cerrado bajo las operaciones funcionales de verdad; esto es, S podria con-
tener aAb (a es cierta y b es cierta, conjuntamente), a\VVb, —a , —b, cada que contenga
a y b. Esto no siempre es el caso. Lo que se asume siempre es que S es no vacio y
que al menos contiene una tautologia (es una frase que es cierta, independientemente
del estado del mundo. Se crean facilmente a partir de afirmaciones del estilo ‘aV—a’).

Una funcién de probabilidad sobre S es una funcién que asigna ntimeros reales
no negativos a las afirmaciones en .S, de tal forma que a cada tautologia se le asigna
1, y la suma de las probabilidades de dos afirmaciones mutuamente inconsistentes
es igual a la probabilidad de su conjuncion; en otras palabras, las siguientes cuatro
condiciones o axiomas, son satisfechas:

1. P(a) > 0 para toda a en S

2. P(t) =1 sit es una tautologia



3. Principio de aditividad: P(aV b) = P(a) + P(b) sia, by aVbestan en S,y
a y b son mutuamente inconsistentes (una afirmacion implica la negacion de la
otra).

4. Probabilidades condicionales:

Palb) = =5 (1.1)

donde a, by a Abestan en Sy P(b) > 0.

Las tres primeras condiciones son suficientes para generar esa parte del calculo
de probabilidades con las llamadas probabilidades absolutas o incondicionales.

1.2. Clasificacién de las distribuciones a priori

Los estadisticos bayesianos clasifican las distribuciones a priori en dos categorias
que han generado varias escuelas dentro de estos.

o . . ropias
Distribuciones a priori = Proptas
impropias
Distribucién a priori propia. es una distribuciéon que asigna pesos no negativos
y que suman o integran uno, a todos los valores posibles del parametro.

Asi, una distribucion propia satisface las condiciones de funciéon de densidad de
probabilidad. Una distribucion impropia es la que suma o integra a un valor diferente
de uno, digamos K. Si K es finito, entonces la distribuciéon impropia induce una
distribuciéon propia normalizando la funcién. Si K es infinito, entonces la distribucion
tiene un papel de ponderacion o de herramienta técnica para llegar a una distribucion
posterior.

e . { informativas

Distribuciones a priori = . i
no informativas

Distribucién a priori no informativa. Decimos que una distribucion a priori es
no informativa cuando refleja una ignorancia total o un conocimiento muy limitado
sobre el parametro de interés. Una distribucién a priori no informativa puede ser
propia o no. En el caso de estar interesados en un pardmetro como la proporcion,
la distribucién a priori uniforme es escogida por muchos como no informativa y, sin
embargo, es propia.



También, existe el concepto de una distribucion localmente no informativa. Por
ejemplo, si estamos interesados en la estatura promedio de los hombres adultos jo-
venes de Medellin-Colombia, y alguien escoge una distribucién uniforme de 140 cm
a 200 cm, esta seria localmente no informativa.

Distribuciones a priori = { conJuggdas
no conjugadas

Distribucién a priori conjugada. Decimos que una distribuciéon a priori es con-
jugada, si al proceder a su actualizacién mediante la informacién muestral, la dis-
tribucion a posteriori es igual a la a priori, excepto en los hiperpardametros. El uso
de este tipo de familias se hizo inicialmente con el fin de simplificar los calculos, a
pesar de que muchos autores de los anos 50 y 60 se encantaban con sus calculos
algebraicos, pero su utilidad préactica se ha mostrado en sistemas inteligentes en los
que las actualizaciones de las distribuciones se automatizan directamente. La elicita-
cion debe, por tanto, llevar a la determinacion de los valores de los hiperpardmetros,
de tal forma que la distribucién coincida con el conocimiento del experto o de la
informacion disponible en estudios previos.

1.3. Distribuciones a priori no informativas

En muchas ocasiones sabemos nada o muy poco acerca del parametro de interés
0 no queremos involucrar en nuestro estudio informacién previa, sino més bien dejar
que sean los datos los que “hablen por ellos mismos”. En este caso, la distribucion
debe reflejar nuestro total desconocimiento de los valores posibles del parametro.
Esta es un area de trabajo que ha crecido enormemente. El analista asume que
no existe informaciéon previa o la ignora. Pero, lamentablemente, las distribuciones
no informativas no son tunicas, como bien es conocido para el parametro de una
distribuciéon de Bernoulli, que existen muchas, entre ellas la a priori no informativa de
Laplace y la a priori no informativa de Jeffreys, el problema termina siendo artificial,
icudl es la a priori no informativa que es menos informativa? o ;jcuél tiene alguna
propiedad analitica que la haga mejor que las otras?

1.3.1. Distribuciones a priori informativas

Una de las mayores dificultades en la ejecucion de un analisis bayesiano concier-
ne a la identificacion de la selecciéon y la justificacion de la distribucién a priori.
Preguntas como las siguientes deben ser resueltas sin lugar a dudas.



. Qué clase de distribucion a priori debemos utilizar?

. Qué tipos de datos estan disponibles para seleccionar el modelo a priori?

., Cémo cuantificamos la informaciéon subjetiva?

» ;Como ajustamos la distribucién a priori con los datos subjetivos disponibles?

1.3.2. Probabilidad personal
Horowitz (1968) define la probabilidad como:

La probabilidad no es sino un ntimero indice, entre 0 y 1, que expresa
un pensamiento del individuo sobre la posibilidad del resultado, relativo,
de una experiencia. Debemos por tanto, reconocer que podemos evaluar
la probabilidad, bien cuando el suceso es tinico o se trata de un suceso
de caracter repetitivo, que pueda presentarse en varias pruebas. El hecho
de que el suceso vaya a ocurrir una vez no impide que un individuo
pueda formar un juicio acerca de lo probable que suceda respecto a otros
posibles resultados; es decir, puede asignar probabilidades a cada uno de
los posibles resultados.

Para Poirier (1988)

Para un subjetivista, la probabilidad es interpretada como un grado
de creencia fundamentalmente interna de un individuo como opuesto a
alguna caracteristica del mundo externo. La probabilidad subjetiva mide
una relacion entre el observador y los eventos (no necesariamente ‘repe-
titivos’) del mundo exterior, expresando la incertidumbre personal del
observador acerca de esos eventos.

1.4. Probabilidad subjetiva, apuestas y loterias

Shafer (1987) dice:

Laplace, escribiendo a comienzos del siglo diecinueve, defini6 la proba-
bilidad numérica como la medida de la ‘razén que tenemos de creer’. Pero
a mediados del siglo diecinueve, muchos estudiantes de la probabilidad
estaban buscando por una definiciéon mas empirica. Ellos hallaron esta
definicién en la idea de la frecuencia y procedieron a rechazar aquellas
aplicaciones de la teoria de la probabilidad que no pudieran estar basa-
das en las frecuencias observadas. En particular, rechazaron el método de
Laplace de calcular la probabilidad de las causas, que es un caso especial
de la estrategia de probabilidad condicional.



La filosofia frecuentista restringe el dominio de aplicaciones de la probabilidad
numérica, y aquellos quienes querian usar probabilidades numéricas mas general-
mente fueron forzados a buscar una fundamentacion filosofica para la estrategia de
la probabilidad condicional que ajustarfa la posicion positivista. Tal fundamentacion
filosofica fue establecida en el siglo veinte por Ramsey, de Finetti y especialmente
Savage!. Estos autores concibieron la idea de que a la probabilidad subjetiva se le
debe dar una interpretaciéon de comportamiento y, por lo tanto, positivista, por lo
que las probabilidades de una persona deben ser deducibles de sus elecciones. Ellos
formulan postulados para lo que llaman un comportamiento racional, postulados que
aseguran que las elecciones de una persona determinan probabilidades numéricas. Y
argumentan que es normativo que se sigan estos postulados y, por lo tanto, nor-
mativo tener probabilidades subjetivas. Poirier (1988) afirma que los frecuentistas
interpretan la probabilidad como una propiedad del mundo externo.

!Savage ha sido uno de los pilares fundamentales en la formalizacion de la probabilidad subjetiva.
Su utilizacion de hombre racional impact6 tanto el mundo econémico como el mundo estadistico. Sus
supuestos primarios son logicos y muchos los aceptan como una forma plausible de comportamiento.
Estos pueden resumirse asi: Sean a; y as acciones que pertenecen a un espacio de acciones, ¢1 y ¢o
posibles consecuencias en un espacio de consecuencias. Sea {2 un espacio de resultados con eventos
denotados por letras maytusculas A, B, etc.

1. Si para cualesquiera dos actos ay y ag, tenemos que a; < ag (a1 no es preferido a as o as es
preferido a a1) 0 az < a; 0 a; ~ az (a; no es preferido a as 0 ag no es preferido a aj, o sea
que a; es indiferente con respecto a ag y viceversa).

2. SiQ=BUDB Yy ay, ay y a}, a, son tales que:

a) en B¢ a1 y az tienen las mismas consecuencias y a) y aj tienen las mismas consecuen-
cias;

b) en B, a; y ay tienen las mismas consecuencias y a] y a} tienen las mismas consecuencias;

¢) aj ~ ag entonces aj ~ aj.

3. Si la accion a; tiene consecuencias c¢; y la accion af tiene consecuencias ¢| sobre todo el
espacio de resultados (o sea sin importar el verdadero estado de la naturaleza), a; < as
implica que ¢; < ¢y para algiun evento B. Contrariamente, si ¢; < ¢o entonces a; < as dado
algin evento B.

4. Cualesquiera sean los eventos sobre los que un individuo decida aceptar son independientes
de la cantidad a apostar.

5. Existe al menos un par de consecuencias ¢; y ¢} tal que ¢} < ¢1.

6. Sia; < ag ysic es cualquier consecuencia, existe una particion de € tal que si a1 y as son
modificados por cualquier punto del espacio de resultados tal que las consecuencias ¢; estan
asociadas con este elemento y los otros elementos permanecen iguales, la acciéon modificada
a1 permanece estrictamente menos preferida a la acciéon as.

Entonces, existe una tnica distribucion de probabilidad que concuerda con el estado mental del
individuo con respecto a la incertidumbre de los eventos expresados por sus preferencias (Holloway,
1979).



Es evidente que “subjetividad” no se puede confundir con “arbitrariedad”, ya que
todos los elementos para la asignacion de probabilidades deben tenerse en cuenta,
incluyendo el conocimiento que otros puedan asignar a las diferentes posibilidades de
los mismos eventos. En el fondo, la probabilidad objetiva no es mas que una mentira
en términos practicos y una verdad en un sentido tedrico.

Una definicién formal de probabilidad subjetiva puede darse en términos de lo-
terfas como sigue. Su probabilidad subjetiva P(E) del evento E es el numero P(FE)
que hace que usted esté indiferente entre las siguientes dos loterias.

Loteria A Usted gana X con probabilidad P(E).
Usted gana Y con probabilidad 1 — P(E).

Loteria B Usted gana X si ocurre el evento E.
Usted gana $0 si no ocurre el evento F.

Aqui, X y Y son dos “premios”. La tinica restriccion sobre X y Y es que uno debe
ser preferido sobre el otro; si usted es indiferente entre X y Y, entonces usted sera
indiferente entre las dos loterfas sin importar la escogencia de P(E).

Un problema con esta forma de elicitacion es que es altamente demandante tanto
para el elicitador como para la persona que esta proporcionando la informaciéon. Esto
genera agotamiento y, a la larga, la persona elicitada termina dando informacion a
la ligera (Cooke, 1991).

Un problema que ha sido senalado para las apuestas es que realmente se asu-
me que las personas involucradas son “agentes racionales” (Jeffrey, 1992) cuyo fin es
maximizar su propia funcién de utilidad que, por simplicidad, se asume lineal con
respecto al dinero involucrado. Obviamente, esto no es cierto para cualquier rango de
dinero, ya que no todo el mundo tiene la misma percepcion sobre el valor del dinero
a ciertos niveles (Kadane y Winkler, 1988). Un ejemplo es: si una loteria involucra
cantidades en miles de pesos, las personas actian de forma diferente a cuando se
refieren a millones de pesos. Aun para dos personas, la misma cantidad puede tener
utilidades diferentes; suponga el costo de una bolsa de leche, que puede ser muy
marginal para mucha gente, pero esta cantidad puede apreciarse diferente desde el
punto de vista de una madre pobre con un bebé a quien alimentar.

Una funcién de utilidad U es una funciéon de valor real definida en R, si tiene la
siguiente propiedad: sean P; y P, dos funciones de probabilidad tal que Ep, [U] y
Ep, [U] existan. Entonces, P; sera, a lo mas, tan preferido como P,, denotado por
Py=<Py, si, y solo si, Ep, [U] < Ep, [U]. Para cada premio r € R, el ntimero U(r) es
llamada la utilidad de r. El Ep [U] se conoce como la utilidad de P. Los siguientes
dos resultados son consecuencias de la definicion de funcion de utilidad:



1. Sir; y 75 son dos premios en R, entonces r,<73, si, y solo si, U (1) < U (r3).

2. Si p es el conjunto de distribuciones de probabilidad de interés, entonces las
funciones de probabilidad se pueden comparar. Esto es, podemos ordenarlas.

Los siguientes supuestos son establecidos en teoria de la utilidad:

= Si P, P, y P son distribuciones en la clase de referencia @ y si a es un niimero
cualquiera en (0, 1), entonces P; < P, si, y solo si, aP; + (1 — a)P < aP, +
(1—-a)P.

= Si P, P,y P son distribuciones en la clase de referencia p tal que P, < P < P,
entonces existen nimeros oy f en (0,1) tal que P < aP, + (1 — a)P, y
P3P+ (1— B)P.

Un resultado importante que permite justificar la construcciéon de distribuciones
a priori via loterias es el siguiente: sean ry, ro y r tres premios cualesquiera en R
tal que 71 < 79 y r1<r=ry. Entonces, existe un tnico nimero v (0 < v <) tal que
re~uvryg+ (1 —wv)r.

Otra alternativa similar consiste en el uso de un contrato de referencia (Win-
kler, 1972). En esta situacion se asume la existencia de un premio muy atractivo
que depende de la ocurrencia de un evento de interés. Por ejemplo, suponga que a
usted le ofrecen un contrato que le paga un millon de pesos, si su carro es roba-
do en menos de un ano (asumamos que su carro cuesta esta cantidad). ;Cual es la
méxima cantidad de dinero que usted estaria dispuesto a pagar por este contrato?
Si usted esta dispuesto a pagar cien mil pesos, entonces su probabilidad subjetiva
es 100.000/1.000.000 = 0.1. Este argumento es simular al caso de las apuestas y
la idea detrés es la maximizacion de la utilidad del individuo. Kadane y Winkler
(1988) discuten la relacion entre elicitacion de probabilidades y utilidades y otras
alternativas.

1.5. Probabilidad personal o subjetiva

Las ideas iniciales de la probabilidad surgieron relacionadas con los juegos de
azar y su interpretacion es béasicamente frecuentista. Esta formulaciéon frecuentista
trabaja bien en muchas situaciones, pero no en todas. Aun asi, piense en que usted
es invitado a participar en un juego donde el resultado depende del resultado de
un dado con un tahur: jcreeria usted que el dado de él es un dado bien calibrado?
. Podriamos pedirle que lo lanzara n veces para estimar la probabilidad de cada re-
sultado? j Qué opina usted?

Kyburg, Jr. (1966) senala que pueden considerarse tres tipos de interpretaciones
de la probabilidad?:

2Good (1965) presenta la siguiente clasificacion de las probabilidades:



1.

Interpretacion empirico-frecuentista. Esta es la interpretacion méas prevalente
de la probabilidad y hace relacion al comportamiento (real o hipotético) de
ciertos objetos.

Interpretacion logica. Esta interpretacion no es comiun entre los estadisticos
y estd mas bien reservada al mundo de los l6gicos. De acuerdo con esta in-
terpretacion, hay una relacion logica entre una afirmacion (considerada una
hipotesis) y otra afirmacion (considerada evidencia) en virtud de la cual la pri-
mera tiene cierta probabilidad relativa a la segunda. Probabilidad logica es el
grado de creencia en proposiciones, que asocian un conjunto de premisas con
un conjunto de conclusiones. En la probabilidad logica, esta relacion es tnica.
Fue De Morgan quien primero definié la probabilidad en términos de “grados
de creencia” (Chacko, 1991).

Bajo la influencia de Bertrand Russell, Keynes adopt6 una proposicion (en lugar
de un evento) “como eso que puede llevar el atributo de la probabilidad”. Keynes
dice que la probabilidad es relacion ldgica indefinible entre (1) una proposicion
y un cuerpo de conocimiento, (2) entre una afirmacion y otra afirmacion(es) que
representa evidencia, una relacion asociada con el grado de creencia racional en
la proposicion (Chacko, 1991). Un concepto de probabilidad logica es empleado
cuando uno dice, basado en la evidencia real, que la teoria de un universo
permanentemente estable es menos probable que la teoria del big bang o que la
culpabilidad de un acusado, que esta probada més alla de una duda razonable,
no es completamente cierta (Frankiln, 2001).

Interpretacion subjetivista. Esta es una version mas débil de la interpretacion
logica. Es mas del tipo sicolégico que logico. El grado de creencia es el concepto
fundamental de la interpretacion: las afirmaciones probabilisticas representan
los grados de creencias de los individuos (estos no son mas que individuos
idealizados).

Probabilidad fisica (probabilidad material o probabilidad intrinseca o propension): es consi-
derada una propiedad intrinseca del mundo material, independientemente de la logica y de
la mente.

Probabilidad sicoldgica: es el grado de creencia o intensidad de la conviccion que es usada
para propositos de apuestas, para la toma de decisiones o para cualquier otro objetivo, no
necesariamente después de un periodo de maduraciéon y no necesariamente con el intento de
lograr una “consistencia” con las opiniones de otro.

Probabilidad [6gica: es una intensidad racional de conviccion, implicita en la informacién
dada, y tal que si una persona no esta de acuerdo ella esta equivocada.

Probabilidad intuitiva: incluye la probabilidad subjetiva y la logica.

Probabilidad tautoldgica: surge como un objeto matemético puro.



1.5.1. Grados de creencia

Ya que las probabilidades subjetivas representan grados de creencia, un estado
mental, es necesaria una técnica para extraer el estado mental y convertir los senti-
mientos a una forma utilizable. El1 método particular usado puede afectar la manera
en que el sujeto mira el problema que tiene en sus manos; por lo tanto, diferen-
tes técnicas pueden producir diferentes respuestas. Uno puede utilizar técnicas de
autoelicitacion, o sea, el sujeto elicita sus propias respuestas o uno puede usar un
entrevistador entrenado que cuestione al sujeto. De cualquier forma, se requiere un
método de elicitacion. Dos tipos diferentes de expresiones han sido usados en distin-
tas ocasiones. El sujeto puede expresar sus creencias en términos de probabilidades o
en términos del valor o de la escala de la variable independiente. El método particular
de elicitacion que debe ser seleccionado es una funcién de su costo, del sujeto, o de
la forma del conocimiento del sujeto.

Existen teorias contradictorias sobre si la inferencia humana sigue el teorema de
Bayes. Gigerenzer y Hoffarage (1995) discuten los resultados de investigadores que
concluyen que el hombre adquiere informaciéon y modifica sus creencias en un modo
bayesiano y otros investigadores que concluyen, a partir de sus propios experimentos,
que el ser humano modifica sus creencias, pero no sigue ningin modelo. Un problema
que se puede apreciar a partir de algunas aproximaciones es asumir que el cerebro
y sus operaciones se pueden aceptar en cierta forma de tipo mecanicista (aunque no
lo afirmen tan crudamente), reflejando el mundo newtoniano. Estas sobresimplifica-
ciones, que en la parte aplicada a veces se hacen necesarias para obtener algunos
resultados, pueden llegar a ser frustrantes en la parte experimental. Siempre debe-
mos estar alerta a los problemas que se tienen cuando se realiza una cuantificacién
del conocimiento de un individuo acerca de un problema, ya que el hecho de obtener
una distribuciéon subjetiva pudiera afectar el mismo conocimiento y los sentimientos
con respecto a este.

1.6. El sujeto racional
La expresion sujeto racional hace referencia a un sujeto ideal que sigue un con-

junto de postulados en forma siempre coherente. Este sujeto, en economia, siempre
busca maximizar su funcién de utilidad.
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1.6.1. Supuestos de coherencia

Asumimos que la persona que asigna las probabilidades subjetivas mediante in-
terrogacion directa, posee las siguientes condiciones ideales:

1. Nunca viola el supuesto de coherencia.

2. Entiende perfectamente los métodos utilizados para la asignacién de probabili-
dades. Esto es, entiende las alternativas que se le presentan y las implicaciones
de cada alternativa.

3. Tiene una funcion de utilidad que es lineal con respecto al dinero en el rango
relevante. Ademas, escoge sus respuestas de tal forma que maximiza su utilidad
esperada. Esta condicion ha sido objeto de revisiones y criticas, ya que se

ha mostrado empiricamente que los sujetos a menudo violan este supuesto
(Tversky y Kahneman, 1992).

Lo anterior esta ligado a lo que se conoce como consistencia y coherencia interna.
Esto hace referencia a lo bien que un experto ajusta sus probabilidades internas, de
tal forma que estas concuerden con la definiciéon formal de probabilidad y que el
sujeto no va a entrar en contradicciones técnicas. Este es un tema que ha generado
mucha discusién y es considerado un punto débil en cualquier proceso de elicita-
cion de probabilidades subjetivas. Creemos que un proceso de elicitacién puede ser
comparado al de la mediciéon del nivel de inteligencia de una persona, donde tanto
la conceptualizacion de lo que es ser inteligente como el instrumento de mediciéon
afectan el resultado final. En un proceso de estos es posible encontrar resultados
que pueden ser contradictorios y esto se debe a los actores que entran en el proce-
so (experto y elicitador), y, ademaés, el instrumento de elicitacion. ;Sera malo aquel
sujeto que aparentemente se contradiga en algunas opiniones cuantificadas en térmi-
nos probabilisticos? Pensamos que esto es parte del proceso y que muestra que los
procedimientos deben ser revaluados en forma dindmica durante el mismo.

Este sujeto racional en la realidad no existe y esto, desde el punto de vista teérico,
genera dificultades, pero no mayores que desde el punto de vista aplicado, donde
nos enfrentamos con sujetos que pueden generar situaciones inesperadas. Podemos
resumir lo anterior de la siguiente forma:

= Ya que las probabilidades subjetivas representan grados de creencia, un estado
mental, es necesaria una técnica para extraer el estado mental y convertir los
sentimientos a una forma utilizable.

= El método particular usado puede afectar la manera en que el sujeto mira
el problema que tiene en sus manos; por lo tanto, diferentes técnicas pueden
producir distintas respuestas.
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= Uno puede utilizar técnicas de autoelicitacion, o sea, el sujeto elicita sus propias
respuestas o uno puede usar un entrevistador entrenado que cuestione al sujeto.
De cualquier forma se requiere un método de elicitacion.

= Dos tipos de expresiones han sido usadas en diferentes ocasiones: el sujeto
puede expresar sus creencias en términos de probabilidades o en términos del
valor o de la escala de la variable independiente.

= El método particular de elicitacion que debe ser seleccionado es una funciéon de
su costo, del sujeto o de la forma del conocimiento de este.

Li y Krantz (2005) han hallado que los individuos a los que se les elicita su dis-
tribucion de probabilidad subjetiva acerca de un parédmetro, tienden a tener mayor
confianza que la que debieran; por ejemplo, cuando construyen intervalos de proba-
bilidad del 80 %, estos corresponden realmente a un nivel del 50 %. Sin embargo, y
pese a estos problemas, ellos hacen énfasis en casos en los que recoger informaciéon
muestral es muy costoso o imposible, entonces, se deben elaborar instrumentos de
elicitacion que sean fiables. También, el uso de diferentes procedimientos puede ayu-
dar en el refinamiento de la elicitacion. Brenner et al. (1996) discuten el problema
del exceso de confianza en juicios sobre probabilidades.

= Falacia de conjuncion: usualmente no es aplicable a la elicitacion de expertos,
pero consiste en asignarle probabilidades mayores a un subconjunto de un even-
to que las que se le asignan a este mismo evento. Como ejemplo consideremos
un experimento que se realizé por Tversky y Kahnemann en 1982 (Burgman
et al., 2007), conocido como “el problema de Linda”, donde ellos le presentan
la siguiente informacién a un sujeto: Linda es una mujer de 31 anos, soltera y
segura de si misma; estudi6 filosofia y como estudiante estuvo profundamente
involucrada en problemas de discriminacion. Se le pide al sujeto que escoja una
de las dos siguientes posibilidades como la mas probable:

1. Linda trabaja como cajera en un banco.

2. Linda trabaja como cajera en un banco y es activista en un movimiento
feminista.

La mayoria de la gente escoge la segunda opcién como mas probable que la
primera, siendo la segunda un subconjunto de la primera y, por lo tanto, siendo
su probabilidad a lo menos igual a la segunda.

= Sesgo de prevista: ocurre si el asesor ha visto los datos muestrales previamente,
por lo tanto, su informacioén elicitada ya ha sido actualizada con base en estos
datos.

Butterworth (1988) describe una situacion experimental en la que los expertos
producen resultados tan malos como los de personas no expertas en la determinacion
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de calificaciones obtenidas por estudiantes. Se especula en este estudio que el exceso
de confianza pudo ser una de las causas para esto. “Una elicitacion es bien hecha si
la distribucién es obtenida de tal forma que representa de manera precisa el conoci-
miento del experto, sin considerar qué tan bueno sea este conocimiento” (Garthwaite,
Kadane, y O’Hagan, 2004). Gigerenzer y Garcia-Retamero (2017) hablan de la la-
mentacion de Cassandra, situacion en la cual el experto se niega a aprender de la
experiencia, muy comun entre la gente que sufre eventos indeseados y, aun teniendo
mucha informacion sobre la ocurrencia, se niegan a cambiar sus probabilidades.

Kynn (2008) reconoce que en un proceso de elicitacion no solo es importante lo
que se pregunta, sino como se pregunta. Mas alld de medidas de “bondad” de un
procedimiento de elicitacion, el criterio primario en la selecciéon de un proceso de
elicitacion es su practicidad. Si el experto puede responder las preguntas y se siente
confortable, al final, si su opinién ha sido de alguna manera capturada y, asumiendo
que el método cumpla con los criterios mateméticos basicos de coherencia, y que
involucre algin procedimiento para probar su confiabilidad, es un buen método.
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Capitulo 2
Elicitacion

Uno de los problemas maés dificiles para el uso de la estadistica bayesiana ha
sido el de la elicitaciéon® de probabilidades subjetivas de informacion personal sobre
una situacion particular. “La elicitacion es el proceso de formular el conocimiento y
creencias de una persona acerca de una o mas cantidades inciertas en una distribucion
de probabilidad (conjunta) para estas cantidades” (Garthwaite, Kadane, y O’'Hagan,
2004). Sin embargo, Stangl y Berry (1998) anotan que la elicitacion es uno de los
procesos més desafiantes dentro de la estadistica bayesiana, ya que:

Mientras los investigadores estdn més que dispuestos a usar informa-
cion a priori para determinar qué estudiar, estimar los tamanos mues-
trales requeridos y decidir si un estudio previo es convincente, ellos son
algunas veces reluctantes para convertir formalmente sus creencias en
una distribucién a priori. Los expertos rara vez concuerdan. Y, la gente
tiene dificultades cuantificando sus creencias en términos probabilisticos.
Un problema especial es que los que asignan probabilidades usualmente
subestiman su incertidumbre.

Hahn (2006) presenta cuatro principios basicos en el proceso de elicitacion de
distribuciones informativas. Estos son:

= Principio 1. Es deseable para las metodologias de elicitacion producir distri-
buciones que tengan formas flexibles. Los procedimientos de elicitacién deben
darle oportunidad al experto de expresar sus incertidumbres en formas no ne-
cesariamente estandares; por ejemplo, la unimodalidad en muchos procesos se
presume como una condicién obligatoria.

Este principio es uno de los mas dificiles de sostener, ya que usualmente los
investigadores pretenden obtener una tnica y bien definida distribucién de pro-

La palabra elicitacion no existe en castellano. No obstante, vamos a usar este anglicismo,
ya que su traduccién no refleja el espiritu del procedimiento y, ademas, no hay un término universal

en espanol que nos dé la idea precisa de este proceso.

14



babilidad que represente sus juicios. En este documento se propone una meto-
dologia que nos permite construir conjuntos de distribuciones que representan
la informacion del sujeto, o que podriamos llamar distribucion fuzzy o difusa.

= Principio 2. Fs deseable minimizar las demandas cognitivas que una metodo-
logia de elicitacion pone en el experto. Un experto en una especifica puede ser
un desconocedor de estadistica y sus metodologias y ningtn curso acelerado lo
volveré una persona habil en esta disciplina. Esta realmente es una de las tareas
fundamentales del grupo a cargo de realizar la elicitacion, que debe contar con
la ayuda de sicologos, lingtistas, quienes deben ayudar a elaborar preguntas y
cuestionarios que cumplan con este principio.

= Principio 3. Es deseable minimizar las demandas que una metodologia de eli-
citacion pone al estadistico. Muchas aplicaciones y experiencias en elicitacion
presumen que un experto entiende conceptos estadisticos que se asocian a po-
blaciones, por ejemplo, percentiles extremos y en caso de niveles de seguridad
o confianza en el conocimiento. Estas demandas pueden ser extremas y obligar
al experto a dar respuestas poco fiables.

» Principio 4. Asumiendo que todo lo demds se mantiene igual, las metodologias
para la elicitacion de a priori que pueda ser facilmente aplicable a una amplia
variedad de modelos o escenarios puede ser mds deseable. Es labor del estadis-
tico desarrollar procedimientos de elicitacion que sean aplicables a situaciones
diferentes, por ejemplo, determinacion de parametros naturales (como son las
medidas de localizacion) y también a pardmetros que no son intuitivos como
las covarianzas.

Una caracteristica distintiva de la estadistica bayesiana es que tiene en cuenta,
de forma explicita, la informacién previa y se involucra en el anélisis en forma de
distribuciéon de probabilidad, llamada distribucién a priori o distribuciéon subjetiva.
La teoria clasica la considera, al menos en alguna de sus caracteristicas,ok promedio
o valor modal, basicamente para determinar tamanos muestrales y el diseno de ex-
perimentos y, a veces, como forma de critica de los resultados hallados?.

2La gran mayoria de bayesianos no son muy amigos de los procesos de elicitacién y prefieren tra-
bajar con una clase de distribuciones a priori llamadas no informativas, que se supone no contienen
informacion sobre los parametros de interés, y prefieren que sean los datos muestrales (asumiendo
que las muestras realmente son aleatorias, lo que en muchos casos es cuestionable) los que per-
mitan hacer todo el trabajo inferencial via la distribuciéon posterior. Estos bayesianos tibios han
sido muy afectados por las criticas de los colegas clasicos y por otros cientificos que manejan un
concepto muy ortodoxo de la nocion de objetividad. Muchos bayesianos trabajan en esta clase de
distribuciones mas por placer académico que por utilidad practica. En las ultimas tres décadas los
bayesianos se han apropiado como un invento propio los métodos computacionales conocidos como
MCMC (Monte Carlo Markov Chain) que han sido un reconocimiento al poder de la simulacion en
la solucién de problemas aplicados complejos, pero esta metodologia fue desarrollada por fisicos en
los anos 50.
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La expresion de la informacion previa en forma cuantitativa puede ser un proceso
complejo y delicado, aunque se han hallado soluciones que pueden llegar a parecer
extranas, como el uso de lo que se conoce como distribuciones no informativas, pero
que se utilizan extensamente en el trabajo bayesiano aplicado.

El proceso de elicitacion es un paso fundamental en el analisis bayesiano, pero en
muchos trabajos académicos se reduce a una frase que sobresimplifica la complejidad
de este proceso.

2.1. Fuentes de informacién para la construcciéon de
a priori informativas

Bormane et al. (2016) clasifican las técnicas de elicitacion en cuatro grupos:

1. Técnicas tradicionales.

s Entrevistas
s Cuestionarios

s Recolecciéon de datos existentes

2. Técnicas colaborativas. Se usan mucho en ciertos entornos sociales, tales como
los negocios.

= Grupos focales

= Tormentas de ideas

= Prototipos

= Reuniones de trabajo
s Storyboarding

= Modelos

= Uso de casos y escenarios
3. Técnicas cognitivas.

= Analisis de documentos
= Anaélisis de protocolos

= Técnicas de escalera y rejilla de repositorios
4. Técnicas observacionales. Se basan en la observacion y estudios sociales.

Dos fuentes tradicionales para la construccion de la distribucién a priori se expli-
can a continuacion:
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2.1.1. Estudios previos similares

La utilizacion de estudios previos sobre unos pocos pardmetros especificos ha dado
origen a un area conocida como metaandlisis, la cual puede trabajarse desde el punto
clasico y bayesiano (Sinha et al., 2011). Un problema cuando se trabaja con datos
sacados de publicaciones y no con los estudios originales, es el que se conoce como
sesgo de publicacion, que hace referencia a la divulgacion, por parte de los editores o
autores, de solo aquellos resultados que son significativos. De Santis (2006) describe
una forma de desarrollar distribuciones a priori, conocidas como a priori de tipo
potencia, la cual se obtiene al combinar una a priori con una verosimilitud calculada
a partir de informacién muestral historica pero ponderada por un factor que refleja
de alguna forma la relevancia de esta informacién. Si z,,, denota los datos historicos y
la verosimilitud del parametro 0 es L (6 |z,, ) y si & (0) denota la a priori (podriamos
decir una pre a priori), entonces la a priori geométrica se define como:

€7 (8 |2, ) o &0 () [L (0 ]2, )", (2.1)

donde 0 < ap < 1 es llamado un parametro de precision que valora la calidad de la
informaciéon muestral previa. Como puede ser dificil especificar un valor preciso para
ag, se puede considerar una a priori sobre este parametro, digamos & (ag|yy) vy, por
lo tanto, el resultado final seré:

/ E7 (0 2y a0) € (a0 |70) dag (2.2)

2.1.2. Opinién de expertos

La utilizacion de expertos es casi obligatoria en situaciones nuevas en las que
experimentar puede ser muy costoso o imposible, por ejemplo, en la aplicacion de
politicas macroeconémicas. Se debe estimular al experto para cuantificar su conoci-
miento personal a mediante distribuciones de probabilidad. Se ha utilizado en pro-
blemas complejos donde los métodos tradicionales no son aplicables (Aaron et al.,
1995; Truong y Heuvelink, 2013; Nemet et al., 2013; Wilcox et al., 2016). Desafortu-
nadamente, esta es una tarea compleja que ha sido descuidada por muchos analistas
que prefieren trabajar de forma sencilla con las distribuciones a priori no informa-
tivas. Biedermann et al. (2107) dicen: “En esencia, ;juna probabilidad expresa la
incertidumbre de un razonador sobre algo? ;Por ejemplo, un estado de naturaleza
del pasado, presente o futuro? Eso no es completamente conocido por esta perso-
na”. O’Hagan y Oakley (2004) y Kadane y Wolfson (1998) discuten las dificultades
del proceso de elicitacion. La proporcion es el parametro que ha recibido la mayor
atencion en el desarrollo de métodos de elicitacion no paramétricos y paramétricos
(Winkler, 1967a, 1967b; Raiffa, 1970; Chaloner y Duncan, 1983; Gavasakar y Umesh,
1988). Tversky (1974) discute los problemas que surgen en cualquier proceso de elici-
tacion de probabilidades subjetivas. Gzyl et al. (2017) consideran el problema de los
expertos que no proporcionan estimaciones puntuales de los pardmetros de interés,
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sino intervalos de incertidumbre. DeWispelare et al. (1995) describen en detalle los
pasos para ejecutar un proceso de elicitacion.

El uso de conocimiento de expertos es aceptado en circunstancias en las que datos
empiricos son escasos o no disponibles. Un término como conocimiento experto es lo
que las personas calificadas conocen como resultado de sus conocimientos y estu-
dios técnicos a cualquier nivel (tecnologico, académico o autoestudio), de practicas
en campo, entrenamiento y experiencia. Puede incluir hechos o pruebas registrados,
inferencias hechas por el experto sobre la base de hechos concretos en respuesta a
situaciones nuevas o indocumentadas, y la integracion de diferentes fuentes en mo-
delos conceptuales para abordar problemas del sistema (McBride y Burgman, 2012).
El proposito de la elicitacion es facilitar que el experto nos diga lo que él cree en
términos probabilisticos, mientras se le reduzca la necesidad de que sepa mucho de
probabilidad o de estadistica.

Kadane y Wolfson (1998), recogiendo la opinién de varios autores, concluyen:

= La opinién de los expertos es la mas valiosa para elicitar. Citando a Leonard
(1998): “Considero la elicitacion de las creencias a priori como un método de
recoleccion de datos de los expertos, lo cual es mucho mas completo que solo
coleccionar conjuntos finitos de datos”.

= A los expertos se les debe pedir que expresen su opiniéon sobre cantidades
observables, condicionadas solo en covariables (que también son observables),
o en otras cantidades observables.

= A los expertos no se les deben pedir estimaciones de los momentos de una
distribucion (excepto posiblemente el primer momento); a ellos se les debe
pedir que determinen cuantiles o probabilidades de la distribucién predictiva.

= Hay que proporcionarles retroalimentacion frecuentemente durante el proceso
de elicitacion.

= A los expertos se les debe pedir que den asignaciones, tanto incondicionalmente
como condicionalmente, basados en datos observados hipotéticos.

Muchas veces los cientificos se sienten apabullados por la palabra “objetividad”,
que en muchas situaciones significa “subjetividad con conocimiento”. Adicionalmen-
te, Poirier (1998) afirma que entre los econometristas las creencias a priori aparecen
en todas las investigaciones en la forma de experticia que los profesores aplican en
sus investigaciones empiricas. Kausar et al. (2010) discuten las ventajas de utilizar
expertos y cuestionarios en los procesos de elicitacion. Un aspecto relevante es el eco-
nomico. Aunque ellos discuten que la elicitacion via encuesta es facil de implementar,
esto no implica que su realizacion lo sea.
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2.2. Elicitaciéon a partir de expertos

El Diccionario de la Real Academia de la Lengua nos dice de un experto: Dicho
de una persona especializada o con grandes conocimientos en una materia. Una
tendencia es pensar en los expertos como profesionales muy conocedores de un asunto
de interés. Los expertos pueden realmente ser personas del comtn que saben mucho
de algo, por ejemplo, su propia edad, sus habitos, su peso, etc.

2.2.1. Tipos de expertos

Un experto en un area especificanoeslomismoqueloseaen probabilidad y
estadistica. Kausar et al. (2010) discuten la dificultad q ue p uede s urgir a l querer
determinar quién es un experto. ‘La respuesta simple a la pregunta ‘;quién es el
experto?’ es que el experto es la persona cuyo conocimiento queremos elicitar; el
término ‘experto’ no necesariamente significa algo mas que esto’ (Garthwaite, Kadane
y O’Hagan, 2004). Burgman et al. (2007) definen un experto como aquella persona
que conoce el asunto de interés y es, a la vez, capaz de comunicar su conocimiento.
Muchas veces se tiende a ser demasiado optimista con la capacidad que tiene el
experto de expresar su conocimiento. Existen miltiples problemas en este proceso:
sesgos debidos al lenguaje, a las experiencias que vivio el experto, formas en que el
cerebro registra y filtra i nformacion d el m undo e xterno y ¢ émo 1l a e xperiencia del
sujeto las reinterpreta. Se acostumbra clasificar a los expertos en tres categorias: los
generalistas, los expertos en un éarea especificay losn ormativos ( Slottje, S luijs y
Knol, 2008).

Expertos generalistas: conocen ampliamente una disciplina y entienden los pro-
blemas técnicos de esta. En un proceso de elicitacion pueden ayudar a delimitar
el alcance de esta, pueden dividir el problema en subproblemas y determinar los
parametros y su importancia relativa para ser elicitados.

Expertos especificos: usualmente e stan asociados c on i nvestigadores altamente
especializados, quienes tienen a la mano la informaciéon més relevante y actualizada.
En la practica, este tipo de experto sera el personaje fundamental en el proceso de
elicitacion.

Expertos normativos: tienen algin tipo de conocimiento en probabilidades y
pueden ayudar en la elaboracion de los modelos definitivos. En investigaciones
pequenas con recursos limitados, usualmente recurrimos a expertos generales, ya que
son los mas disponibles.
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2.2.2. El proceso de elicitacion

La captura de la informaciéon que un experto posee es una de las tareas que mas
dificultades presenta. Vamos a presentar algunas técnicas para la captura de esta
informacion, teniendo siempre en mente que es un proceso extremadamente delicado
y fragil, que nos puede llevar a equivocaciones.

En el proceso de elicitacion tenemos pasos muy claros:

4.
d.

Seleccionar y motivar al experto: a pesar de que la palabra experto se utiliza
permanentemente para hacer referencia a personas que conocen en profundidad
un cierto topico, es posible que no conozca lo suficiente un asunto particular
0 que sus prejuicios sesguen su informaciéon. Buscar expertos en ciertas areas
puede ser muy complejo, pero en otras el experto no se reconoce a si mismo
como uno, algo comun en diagnosticos médicos en los que el paciente es el que
mejor se conoce en ciertas circunstancias.

Entrenar al experto: los procesos de elicitacion con expertos requieren prepa-
raciéon a varios niveles, entre ellos la preparacion de estos. Esta preparacion
incluye cartas de invitacidén a participar en el proceso, compartir informacion
sobre el problema, simulacros, etc. Un proceso de elicitacion no se parece en
nada a un examen de conocimientos como los que se realizan para aspirar a un
cargo o al sistema educativo.

Estructurar las preguntas: elicitacion es un proceso de preguntar y responder.
., Qué es una buena pregunta? Una buena pregunta es aquella que produce
respuestas que son confiables y validas de algiin parametro de interés. La con-
fiabilidad se toma en el sentido sicométrico: las respuestas son consistentes.
Esto es, cada vez que hacemos la pregunta, obtenemos una respuesta simi-
lar. La validez hace referencia a que las repuestas correspondan a algtin valor
hipotético que se quiera medir.

Elicitar y documentar los juicios del experto.

Verificar los resultados.

Delavande et al. (2011) estudian el efecto de cambios en las preguntas sobre las
respuestas dadas por los expertos. Gigerinzer et al. (1991) discuten problemas con
el exceso de confianza que pueden manifestar los expertos en un proceso de elicitacion.

Spetzler y Stael von Holstein (Chesley, 1975) presentan una lista de asuntos a
verificar por parte del entrevistador. Ellos sugieren que el proceso de elicitacion puede
dividirse en cinco etapas:

1.

Motivacion del sujeto mediante una compenetracion e investigando los sesgos
del sujeto.
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2. Estructuracion de la cantidad desconocida definiéndola claramente.

3. Accion para que el sujeto piense fundamentalmente acerca del problema y que
evite sus sesgos.

4. Codificaciéon de sus juicios.

5. Verificacion de las respuestas, chequeando la consistencia y mirando si el sujeto
cree en sus resultados. Ellos sugieren que la tendencia inicial de los sujetos es
especificar distribuciones que son muy cerradas, asi que se les puede ayudar a
comenzar con los extremos de la situacion en lugar de estimacion del centro.

2.2.3. Entrevista personal

Una de las formas mas populares de elicitar informacién de expertos es mediante
la entrevista personal cara a cara (experto y entrevistador presentes). Esto ha sido
modificado un poco usando teléfono® y los chats y videoconferencias via internet.
El elicitador, de alguna manera, dirige la entrevista y condiciona las direcciones que
puede tomar. El experto puede sentirse cohibido con el elicitador, en especial si es-
te se muestra dominante. A veces, el experto prefiere no exponer sus debilidades
(conocimiento débil o creencias o posturas) y no entregar las respuestas adecuadas.
La comodidad y el ambiente de confianza brindados al experto son fundamentales a
la hora del proceso. El elicitador debe preparar de antemano unos formularios que
le brinden la posibilidad de guiar el proceso sin necesidad de atar al experto a un
cuestionario rigido que lo obligue a dar respuesta a situaciones que no le permitan
mostrar toda su experticia en el tema. Idealmente, la sesion inicial deberia ser de
contextualizacion en la cual al experto se le presenten los elementos del problema de
interés, tratando de entregarle pistas que le permitan recordar y poner en perspectiva
para la elicitacion. Una elicitacion cara a cara puede dividirse en tres o mas sesiones.
Al experto se le puede entregar material (cuestionarios y documentos) de tal forma
que pueda revisarlos en su espacio y con la tranquilidad suficiente para que vaya
armando las respuestas que concuerden con su conocimiento.

La grabacion de las entrevistas es obligatoria tanto para detectar debilidades en
el proceso (preguntas mal elaboradas, temas con dificultades, temas inacabados), de
como para determinar el uso de la informacién obtenida de estas. Ademaés, sirve de
material de soporte a la investigacion.

La entrevista via telefénica en procesos de elicitacion no es recomendada, ya que
es de larga duracion y el experto puede desentenderse del tema de esta con facilidad.

3El uso de la entrevista telefénica en investigaciéon por muestreo ha sido estudiado desde dife-
rentes puntos de vista. El libro editado por Groves y sus colegas, Telephone Survey Methodology en
1988, presenta estudios detallados de algunos detalles de esta metodologia. Desafortunadamente,
no hay estudios para entrevistas a profundidad.
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La parte administrativa del manejo de expertos es importante, ya que ellos deben
tener claros aspectos fundamentales del proceso. Variables tales como duraciéon del
proceso, requisitos de tiempo, honorarios y, compromisos deben estar determinadas
previamente a la elicitacion. Es posible que sea necesario elaborar un contrato en
el que se determinen claramente las responsabilidades y compromisos de las partes
involucradas en el proceso.

Confiabilidad es el término usado para describir la estabilidad del proceso de
medicion. Esto es, si el proceso se repitiera bajo las mismas condiciones, se esperaria
que se presentaran cambios grandes en las evaluaciones que se obtienen. Idealmente,
el proceso de elicitacion deberia ser aplicado al mismo experto en diferentes ocasiones
para determinar si se presentan variaciones grandes en el proceso. Esto no es posible
y puede simplemente, dentro de un solo proceso, abordarse cada tema critico desde
varias alternativas. Esto también se mezcla con un tema conocido como validez de
contenido, en el que uno quiere estar seguro de que esta obteniendo las respuestas
adecuadas mediante las preguntas elaboradas.

2.2.4. Problemas con los expertos

Muchos investigadores han estudiado los problemas asociados con la cuantifica-
cion de probabilidades o incertidumbre en el &mbito personal. Swieringa et al. (1976)
discuten los sesgos que pueden enfrentar los expertos en procesos de elicitacion.

Se han propuesto varias técnicas para ayudar a los expertos a obtener su conoci-
miento personal en términos de distribuciones de probabilidad. Entre ellos tenemos
el método de apuestas y el método de loteria (Holloway, 1979; Harrison et al., 2014;
Harrison et al., 2015). Estos dos métodos requieren una suposicion muy fuerte como
la linealidad de la funcion de utilidad personal (DeGroot, 1970).

Ayyub (2001b) define el proceso de elicitacion de la opiniéon de un experto como
un proceso formal y heuristico para obtener informacién o respuestas a preguntas es-
pecificas acerca de ciertas cantidades. No se recomienda considerar esta informacion
de confiabilidad absolutamente rigurosa como lo serian los métodos analiticos. Uno
puede cuestionar afirmaciones como esta, ya que por el hecho de que un resultado
analitico haya sido desarrollado formalmente, mediante una matemética avanzada,
existen bajo este armatoste unos supuestos que en realidad terminan siendo subjeti-
VOS.

Cuando existen estudios previos y similares (esto en el fondo también es subje-
tivo), podemos usar las distribuciones muestrales producidas como las a priori para
nuestro caso en cuestion. Una pregunta que siempre esta en el aire es la siguien-
te: ;Debemos usar la distribucion muestral sin ajustarla y creer que se acomoda a
nuestro caso especifico? Ahora, en el caso de que no existan estudios o informacion
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cuantitativa previa y solo tengamos expertos, ;como extraemos su informacion? ;Co-
mo validamos la calidad de esta informaciéon? ; Como combinamos la informacion de
diferentes expertos? ;O la informacién de un experto tomada en diferentes puntos
del tiempo y que, debido al mismo proceso, ha ido cambiando? Esta es un area que
permanece en un estado incipiente de desarrollo y, por lo tanto, los procedimientos
que presentamos hay que tomarlos con mucha reserva y aplicarlos cuidadosamente.

“Una elicitacion exitosa representa en forma confiable la opiniéon de la persona
que esta siendo elicitada. No es necesariamente ‘cierta’ en algtin sentido objetivista y
no puede ser juzgada de esa forma. Vemos la elicitacion como simplemente una parte
del proceso de modelacion estadistica” (Garthwaite, Kadane, y O’Hagan, 2004). Este
problema puede mejor replantearse de la siguiente manera: ;Qué tan experto es el
experto? La respuesta a esta pregunta puede venir de varias fuentes: de una autova-
loraciéon del experto, de una revision de su hoja de vida o de valoraciones de otros
expertos. Es por esto mismo que el concepto de calibracion puede ser discutible en
este contexto (Low Choy, O’Leary y Mengersen, 2009).

En muchas situaciones es de importancia cuantificar la informacion subjetiva que,
sobre la posibilidad de la ocurrencia de un evento, sientan uno o varios individuos.
La idea es entonces “desarrollar métodos que ayuden a la persona que asigna las
probabilidades, las asigne de acuerdo con sus juicios” ( Winkler, 1967a, 1967b). Esta
tarea es dificil y puede llegar a ser frustrante.

La literatura en sicologia sugiere que la gente es propensa a ciertas
heuristicas y sesgos en como ellos responden a situaciones que involucran
incertidumbre. Como un resultado, algunas formas de hacer preguntas
acerca de cantidades inciertas son preferibles a otras, y parecen ser mas
confiables (Garthwaite, Kadane, y O’Hagan, 2004).

El estudio de las probabilidades subjetivas apunta a dos asuntos simultaneamente:
el normativo y el descriptivo. La parte normativa esté relacionada con el asunto de
la racionalidad y la logica. La parte descriptiva esté involucrada con las creencias,
sentimientos, actitudes y preferencias de las personas y no con lo que debieran ser. Por
lo tanto, en esta asignacion de probabilidades personales a eventos hay dos requisitos:

1. La asignacion debe obedecer ciertos postulados de coherencia.

2. Las asignaciones deben corresponder a los juicios de la persona.

Es facil chequear el primer punto, pero en el segundo una probabilidad asignada
a un evento es el resultado de la interacciéon de numerosas creencias o juicios que solo
existen en la mente de la persona. Y hay que tener en cuenta que esta asignaciéon
se realiza en un punto del tiempo y que la misma persona puede revisarlas a la luz
de nueva informacién. Uno, definitivamente, no puede probar que las probabilidades
asignadas corresponden realmente a los juicios de la persona.
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Kenney y Von Winterfeldt (1991) esquematizan los pasos en un proceso de eli-
citacion en siete partes. Discutimos cada una de estas, pero no siempre se requiere
entrar en el nivel de detalle que debatimos.

1. Identificacion y seleccion de los expertos. Los expertos se pueden clasificar en
tres grupos (Slottje Sluijs y Knol, 2008): los especialistas, quienes conocen el
problema en profundidad. Los analistas o normativos son expertos que tienen
elementos para manejar el lenguaje probabilistico y son capaces de traducir el
conocimiento del especialista en forma de modelos probabilisticos. También se
pueden considerar otros expertos que son llamados generalistas, quienes poseen
una vision amplia de todos los asuntos tratados en el proyecto y que, ademas,
tienen la capacidad de comunicarse con los grupos de trabajo, especialistas y
técnicos. Morgan (2014) discute sobre situaciones en las cuales un experto en
un area puede que no tenga bases para realizar juicios predictivos informados.

Los expertos deben tener claro cuales son sus tareas en el proceso y cuanto
tiempo estardn participando en él, y estar de acuerdo con la retribucion eco-
noémica que recibiran. Ayyub (2001b) presenta una lista de lo que se les debe
enviar a los expertos antes del proceso de elicitacion:

a) Una descripcion del objetivo del estudio.

b) Una lista de los expertos, observadores, integradores, facilitadores, lider
del estudio, patrocinadores y elementos bibliograficos pertinentes al pro-
blema a resolver.

c¢) Una descripcion de los lugares y facilidades logisticas que se tendréan du-
rante el proceso.

d) La terminologia bésica. Las definiciones, las cuales deben incluir elementos
de probabilidad, valores medios, medianas, modas, etc.

Consecuencias de una estimacion insatisfactoria.

Una descripcion del proceso de elicitacion.

Métodos de agregacion de los resultados de la elicitacion.

Una descripcion de los asuntos y parametros en forma de preguntas con
toda la informacion de contextualizacion posible.

)
)
g) Un ejemplo relacionado de elicitacion y sus resultados, si esté disponible.
)
)

2. Presentacion y discusion de los eventos y cantidades inciertas. Una vez el tema
y todas las cantidades de incertidumbre a ser elicitadas han sido claramente
definidos, y cuando los expertos han sido seleccionados, debera hacerse una
reuniéon donde se haga una presentacion y socializaciéon del problema y de los
expertos.
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3. Entrenamiento en juicios probabilisticos. Una vez los expertos se han enfren-
tado a los temas de trabajo, deberan recibir algtn tipo de entrenamiento con
los conceptos y técnicas de elicitacion. Conceptos tales como variabilidad o
ruido de un sistema deben ser entendidos relativamente bien, asi como la va-
riabilidad en general. El experto debe también tener alguna discusion sobre los
posibles sesgos que, por su parte, pueden intervenir en el proceso y sus formas
de manejarlos. Biedermann et al. (2013) hablan del scoring de afirmaciones pro-
babilisticas como un método para uno decir lo que quiere significar en términos
probabilisticos.

4. Andlisis y recoleccion de los datos. Una vez que los expertos han sido expuestos
al tema a ser estudiado, se les debe permitir un tiempo para que tengan la
oportunidad de madurar su conocimiento. Se puede entregar documentacion,
se puede permitir que los expertos interactiien entre ellos de tal forma que
compartan experiencias, etc.

5. Presentacion y discusion de los resultados del paso anterior. Si en el paso ante-
rior surgen malentendidos con definiciones, con alcance del tema, de condiciones
o asuntos similares por parte de los expertos, deben ser resueltos sin lugar a

dudas.

6. FElicitacion. Este proceso tiene varias etapas en las cuales se realizan diferentes
tareas y, si se tienen muchos parametros a elicitar, debe dividirse de tal forma
que el experto no se sienta abrumado por el trabajo. Se inicia siempre de
una forma sencilla, registrando las impresiones del experto acerca del tema,
determinando el nivel de claridad en el parametro que se esta estimando (no
es raro ver sujetos que confundan la media con la mediana, aun en un proceso
de capacitacion). La contextualizacion es clave y es probable que se requiera
material de apoyo a la mano.

7. Andlisis, agregacion y documentacion. La documentacion del proceso de elicita-
cion es un paso obligatorio por parte del equipo coordinador del proceso. Todo
el material utilizado y generado en este debe clasificarse adecuadamente junto
con sus analisis. Los documentos utilizados tanto en la etapa de reclutamiento
de expertos como entrenamiento de estos, las reuniones del equipo coordinador,
las propuestas de analisis de resultados y la elicitacion en si misma (con gra-
baciones y material de video) deben hacer parte del material final del proceso.
La parte de agregacion de informacion de varios expertos es compleja, ya que
depende del conocimiento que de los expertos tenga el grupo coordinador para
determinar la forma de resumir las informaciones individuales (Genest y Zidek,

1936).

Las técnicas de elicitacion presentadas aqui son tutiles y permiten obtener infor-
macién sobre un problema de una manera que puede pensarse que es objetiva. Esto
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puede generar una confianza excesiva entre los investigadores, olvidando lo delicado
de este proceso. Recomendamos, por lo tanto, tener claro lo siguiente:

= ;Podemos dar garantia del nivel de experticia del experto?

= Tener siempre en mente al experto. ;El experto entiende lo que le estamos
preguntando? ;Entiende claramente el problema?

= ;Estamos manejando adecuadamente los tiempos para el proceso?

= Debemos validar cualquier procedimiento.

Garthwaite, Kadane, y O’Hagan (2004) y Jenkinson (2005) senalan varios aspec-
tos que deben tenerse en cuenta en un proceso de elicitacion:

= El objetivo es elicitar una distribuciéon que represente el conocimiento presente
del experto, y es ttil tener un resumen sobre cual es la justificacion de este
conocimiento.

= Cualquier interés personal o financiero que el experto pueda tener en las infe-
rencias o decisiones que dependeran (aun marginalmente) de la distribucion de
este, debe ser declarado.

= Debe proporcionarse un entrenamiento para familiarizar al experto con las
interpretaciones probabilisticas y con los conceptos y propiedades que se re-
quieran en la elicitacion. Es 1util correr un ejercicio de elicitacion ficticia para
proporcionar practica en el protocolo que el facilitador se propone utilizar.

= Debe llevarse un registro de la elicitacion. Este debe contener, idealmente, todas
las preguntas que fueron realizadas por el facilitador junto con las respuestas del
experto, asi como el proceso con el que se ajusto la distribucion de probabilidad
con estas respuestas.

Investigaciones han demostrado que, en muchas circunstancias, la gente espera
que una muestra de una poblacién represente todas las caracteristicas esenciales de la
poblacién, aun si la muestra es pequena. Esto es conocido como la ley de los pequenos
nameros (Tversky y Kahneman, 1971; Sloman et al., 2003). El conocimiento de lo
que ha ocurrido tiende a distorsionar la memoria y la gente se inclina a exagerar su
probabilidad a prior: para un evento que ha ocurrido. Los resultados muestran que
los sujetos generalmente sobreestiman sus probabilidades a priori para eventos que
ellos creen que han ocurrido, y subestiman sus probabilidades a prior: para eventos
que ellos creen que no han ocurrido.

Para poder usar estadistica bayesiana, puede no ser necesario que una persona
determine una distribucion a priori completa y detallada, sino que debe ser capaz de
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especificar alguna informacion de la cual una distribucién a priori pueda ser cons-
truida. Sin embargo, especificar incluso una cantidad limitada de informaciéon acerca
de una a priori puede ser dificil para mucha gente (Corless, 1972).

Oakley y O’Hagan (2007) consideran el caso de elicitacion de la informacion a
priori de un sujeto que solo puede dar informaciéon parcial. De todas formas, en un
proceso de elicitacion hay incertidumbre con relacion a la informaciéon proporcionada
por el experto. Ellos se limitan al caso en el cual el experto proporciona informacion
sobre un 6 observable. Chesley (1978) hace una comparacion entre los métodos de
elicitacion. La técnica usada para la elicitacion afecta como el sujeto mira el proble-
ma, la exactitud de sus respuestas y la consistencia de estas.

Corless realizé un estudio para responder las siguientes preguntas:

» ;Estan los auditores dispuestos a especificar informacion con la cual podamos
construir las distribuciones a priori?

= ; Asumiendo que los auditores especifiquen esta informacion, a qué se parecen
las distribuciones a priori resultantes?

= ;Qué tan bien reflejan estas distribuciones a priori las creencias del auditor
acerca de las poblaciones a auditar?

= ;, Como son afectadas estas distribuciones a priori por las diferencias en la forta-
leza del control interno y por las diferencias en los factores como la experiencia
de los auditores?

= Si se usan estas distribuciones, ;cémo se compara la evaluacion bayesiana de
la evidencia de auditoria con las evaluaciones intuitivas por parte del auditor
de esa misma evidencia?

El experimento conducido por él consistié en presentarles dos casos, llamados A y
B, a 88 contadores certificados. El caso A consisti6 en la descripcion de una institucion
con un fuerte control interno y otra con un débil control. Para el experimento al
conjunto de auditores se les describi6 el caso A y luego se les entrego el cuestionario.
El primer conjunto de preguntas permitia establecer una distribucién a priori y con
el segundo se revisaban las probabilidades de esta. Lo mismo se hizo con el caso B.

Cuestionario utilizado para obtener informaciéon de las distribuciones a
priori

1. Suponga que usted estuviera haciendo auditoria a varios clientes similares al
hospital descrito en el caso A, jcuantos tendrian el mismo conjunto de circuns-
tancias como este caso? Es claro que cada cliente puede tener diferentes tasas
de error en la némina, pero usted, probablemente, tiene alguna idea de cuales
pueden ser estas tasas de error.
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a) Especifique una mediana de la tasa de error tal que usted esperaria que
la mitad de estos clientes tiene tasas de error mayores que esta mediana
de la tasa de error y la otra mitad tendria tasas de error menores que esta
mediana de la tasa de error. %

b) Especifique una tasa de error tal que usted esperaria que tres cuartas
partes de estos clientes tengan tasas de error reales mayores que este tasa
de error estimada y que un cuarto de ellos tendran tasas de error reales
menores que ella. %

(Esta respuesta debe dar un valor menor que el obtenido en la parte a)

c¢) Especifique una tasa de error tal que usted esperaria que una cuarta parte
de estos clientes tenga tasas de error reales mayores que esta tasa de error
estimada y que tres cuartos de ellos tendra tasas de error reales menores
queella. %

(Esta respuesta debe dar un valor mayor que el obtenido en la parte a)

2. Si usted estuviera auditando 100 hospitales similares al descrito en caso A, los
cuales tienen las mismas circunstancias, jcuantos de ellos esperaria usted que
tendrian tasas de error reales en la némina si estuvieran en cada uno de los
siguientes intervalos de tasas de error?

Tabla 2.1. Estimacion del total para diferentes intervalos de tasas de error

Parametro Valor
Menos del 1%

Entre el 1% y el 2%
Entre el 2% y el 5%
Entre el 5% y el 10%
Maés del 10 %

(Sus respuestas deben sumar 100)

Las personas que trabajan en la elaboracion de encuestas son conscientes del efec-
to que tienen tanto el cuestionario (preguntas) como la forma de realizarlo (persona
o instrumento). Usualmente las personas que necesitan realizar las elicitaciones no
son expertas en esta area y es necesario reconocer la importancia del tema.

Debemos distinguir dos procesos de elicitacion, uno a partir de estudios previos y
otro a partir de expertos. En muchos casos se trabaja con una combinaciéon de exper-
tos y estudios previos. El uso de estudios previos se ha refinado con la aparicion del
metaanalisis, el cual desarrolla métodos cuasiestadisticos para combinar informaciéon
de estudios de diversas variedades y procedencias, pero es aceptado entre miembros
de algunas comunidades cientificas. El uso de las dos fuentes de informacion, estudios
previos y expertos, genera problemas que pueden ser dificiles de manejar, ya que se
debe establecer la forma de ponderarlos.
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2.2.5. Sobre los expertos

. Quién es un experto? La caracterizacion de un experto es un tema dificil y ha
sido motivo de muchas discusiones entre los investigadores (Kenney et al., 2011).
Algunos han caracterizado a un experto como alguien con informacion relevante.
También como alguien con informaciéon que esta validada por un conocimiento pro-
fundo en el area especifica de interés.

Adler y Ziglio en 1996 establecen cuatro criterios para decidir si alguien es un
experto util para un proceso de elicitacion:

1. Conocimiento y experiencia con los asuntos de interés. Para determinar esto
se puede recurrir inicialmente a la hoja de vida de un experto potencial, al
reconocimiento por parte de sus colegas y a su autovaloracion sobre su nivel de
experticia en el tema.

2. Capacidad y deseo de participar. Muchas de las personas consideradas expertas
manejan agendas ocupadas o viven en lugares distantes (aunque esto tltimo
se puede resolver con el uso de internet) o su ego hace que no consideren que
deban compartir su conocimiento con personas que no son de su nivel. Con el
ofrecimiento de honorarios que se ajusten a la posicion de la persona, se puede
ayudar a motivar al experto para que participe.

3. Tiempo suficiente para participar. Este punto esté altamente ligado con el ante-
rior. Los investigadores deben tener un buen estimativo de las horas de trabajo
requeridas por el experto para entregar la informacion que se necesita y estar
dispuestos a pagarlas, en especial con expertos de areas profesionales como la
salud, las ingenierias, el sector legal, etc.

4. Habilidad de comunicacion efectiva. En procesos en los que es necesario inter-
actuar intensamente con los investigadores sobre asuntos técnicos y que pueden
generar dificultades de comprension, es necesario que el experto sea capaz de
comunicar sus creencias y justificarlas adecuadamente por escrito. En muchos
casos, los investigadores deben establecer protocolos debidamente validados, de
tal forma que en simulacros previos se determinen y resuelvan las dificultades
que puedan surgir en el proceso.

2.2.6. Proceso de elicitacion

DeWispelare et al. (1995) presentan 11 pasos en los cuales ellos dividen el proceso
de elicitacion a partir de expertos:

1. Determine los objetivos y propositos del estudio.

2. Recrute a los expertos.
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3. Identifique los temas e informacion que se necesitan. En el reporte de la DSTL
(2014) hablan de la identificacién y documentacion de las variables para la
elicitacion.

4. Proporcione datos iniciales a los expertos.
5. Conduzca una sesion de entrenamiento en la elicitacion.
6. Discuta y refine todos los asuntos involucrados.

7. Conduzca la elicitacion. En el DSTL (2014) dividen esta etapa en cuatro mas:

a) Elicite los juicios.
b

c
d

)
) Ajuste una distribucién a los juicios.

) Presente la distribucion ajustada al experto.
) Refinela si es necesario.

8. Proporcione retroalimentacion a los expertos.
9. Combine los juicios de los expertos (si se necesita).

10. Documente el proceso.

O’Connor y Remus (2005) realizaron un experimento donde hallaron que la téc-
nica Feedback Intervention Theory (Teoria de Retroalimentacién) mejora los juicios
de los expertos.

Wallsten y Budescu (1983) presentan las condiciones para que un proceso de
elicitacién produzca una distribuciéon apropiada. En teoria de la mediciéon se men-
cionan con frecuencia las dificultades que tienen los procesos de cuantificacion de
sentimientos con relaciéon a eventos externos y la determinacion del error. El proceso
de codificacion debe garantizar condiciones basicas como confiabilidad y validez. La
confiabilidad se mide como la correlaciéon al cuadrado entre los valores observados de
las probabilidades y las verdaderas probabilidades, pfmr. La probabilidad subjetiva es
una variable aleatoria, p, que puede ser descompuesta como la verdadera probabilidad
fija m y un error, e:

p=m+e (2.3)

Los siguientes supuestos son estandares para este modelo:
1. E(e) = 0.

2. pre = 0.
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3. Para cualquier par de mediciones independientes, los errores son incorrelacio-
nados: pe,e; = 0 para i # j.

4. pr.e; =0 para i # j.

Sea o2 la varianza del error. La rafz cuadrada de esta cantidad se conoce como el
error estandar de la mediciéon. Del modelo y los supuestos anteriores se tiene:
2

o) =02 +o0; (2.4)

Asi, el coeficiente de confiabilidad sera:

o2 o?
0<p,==1-% <1 (2.5)

JZ P
La confiabilidad esté inversamente relacionada con el error de mediciéon y es per-
fecta cuando 02 = 0. Ya que 7 no puede ser observado directamente, no podemos
determinar af,i. Esto puede resolverse parcialmente con métodos indirectos, por ejem-

plo, usando varios métodos de cuantificacion.

La validez se define como la correlaciéon entre dos procedimientos de cuantifica-
cién independientes, digamos pg,.

Ayyub (2001) presenta una clasificacion de la ignorancia que es importante con-
siderar cuando se determina la claridad de un experto. La ignorancia puede ser
consciente o ciega. La ignorancia ciega incluye conocimiento irrelevante que puede
estar conformado por un conocimiento relevante y que es descartado o no considera-
do intencionalmente y por un conocimiento no confiable (prejuicios) o que no aplica
al problema de interés.

Un elicitador subjetivo esta bien calibrado si para cada probabilidad p, en la clase
de todos los eventos en los cuales asigna una probabilidad subjetiva, la frecuencia
relativa de ocurrencia es igual a p.

A pesar de que el concepto anterior es atractivo, en la practica puede ser dificil de
verificar, excepto en ciertas circunstancias en las que el elicitador permanentemente
construye distribuciones de probabilidad subjetivas, como es el caso de los meteo-
rologos. En estos casos se pueden construir pruebas de tipo estadistico para medir
el nivel de concordancia de lo elicitado con lo observado. En el nivel experimental
se pueden establecer ambientes controlados en los cuales los elicitadores pueden ser
evaluados; sin embargo, no hay garantia de que el resultado de un laboratorio pueda
extrapolarse a un ambiente real.

Un proceso de elicitacion de informacion mediante expertos se puede dividir en

varios pasos. Los siete pasos para desarrollar un proceso formal de elicitaciéon de Knol
et al. (2010), informacion de expertos, son:
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Caracterizacion de las incertidumbres

Las incertidumbres pueden ser cuantitativas o cualitativas, reducibles o perma-
nentes, dependientes de diferentes métodos de medicién o de diferentes valores
personales.

Es necesario modelar la estructura de la incertidumbre. A los expertos se les
puede pedir que construyan un modelo conceptual, que juzguen la verosimi-
litud de varios modelos propuestos o que proporcionen informacién sobre su
conocimiento en un tépico particular que pueda usarse posteriormente para
construir un modelo conceptual.

La naturaleza de la incertidumbre caracterizada puede deberse a un conoci-
miento parcial o incompleto, que se conoce como incertidumbre epistémica, o
por las propiedades intrinsecas del sistema mismo, incertidumbre ontologica.
Alcance y formato de la elicitacion

Los marcos de referencia temporal y espacial deben estar claramente estable-
cidos.

Seleccién de los expertos

La busqueda de expertos es un trabajo arduo ya que requiere tener una base
amplia de hojas de vida de candidatos potenciales. Un experto no esta obligado
a participar en el estudio y debemos tener mucha claridad sobre los procesos de
motivacion para que lo haga, por ejemplo, considerando el pago de honorarios,
la coautoria en publicaciones, etc.

Diseno del protocolo de elicitacion

El ntimero de entrevistas, las fechas y horarios, y el material a ser presentado
al experto deben preparase de antemano.

Preparacion de la sesion de elicitaciéon

La forma como se va a realizar cada sesion, si es presencial, telefénica o via
internet, debe estar claramente planificada. También, si se va a realizar una
elicitaciéon via entrevista fisica o cuestionario, etc.

Elicitacion de los juicios de los expertos

Ejecucion de la elicitacion planificada.

Posible agregacion y reportes

Analisis de los resultados obtenidos, incluyendo la agregacion de los resultados
de los diferentes expertos. También viene un anélisis de segmentacion para
determinar si hay heterogeneidad entre los expertos.
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Christov et al. (2017) comparan varios métodos para llevar a cabo las elicitaciones
y consideran:

Entrevistas largas no estructuradas.

Observaciones directas.

Entrevistas semiestructuradas.

Entrevistas semiestructuradas basadas en escenarios parciales.

Entrevistas semiestructuradas basadas en escenarios completos.

El problema de la comparacion de métodos de la forma planteada consiste en que
es de caracter informal y no de tipo experimental. Aunque se puede entrever cual
método podria ser el mejor, al no controlar tantas fuentes de error que son inherentes
a estos procesos, no hay ninguna garantia de la validez de los resultados. Bottomley
y Doyle (2001) también han realizado comparaciones entre métodos.

2.2.7. Fallas en el proceso de elicitaciéon

Los proceso de elicitacion pueden tener errores de muy diversos origenes:

Inexperiencia de los encargados del proceso

Los procesos de elicitacion son muchas veces subvalorados y trivializados por
parte de profesionales en areas aun tan cercanas como la estadistica. Usualmente, los
profesionales de areas donde se hagan estudios demoscopicos son conscientes de todas
las dificultades técnicas de este proceso, pues en el levantamiento de informacién
mediante encuestas se enfrentan problemas similares en algunos aspectos.

Mala eleccién de los expertos

Muchas de las personas que aparentemente son consideradas expertas en su area
porque tienen una gran visibilidad profesional, por ejemplo politicos, pueden solo ser
realmente expertos en el problema que se esta tratando de resolver; por ejemplo, un
parametro muy especifico o que la persona maneje més bien preconcepciones que le
impiden ver el problema desde otras perspectivas. En muchas areas sensibles pode-
mos tener personas reconocidas pero no necesariamente que tengan las habilidades
necesarias para participar en un proceso de elicitacion. Muchos de los considerados
expertos hablan desde sus intereses, a veces muy sesgados.
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Mala preparacion del proceso

Preguntas

Debemos tener preguntas que apunten al objetivo central de la elicitacion:
Construir la distribucion de credibilidad del experto.

Toda pregunta debe apuntar al menos a un objetivo especifico y debemos tener
claridad sobre lo que se va a hacer con la respuesta.

Hay que estar seguros de que el experto entiende todos los términos de la
pregunta y no se va a sentir intimidado por esta.

Debemos tener un protocolo claro, desarrollado de antemano, para procesar las
respuestas.

Un estandar para una buena pregunta es que el experto o expertos que la
responden la deben entender de una manera consistente y que sea coherente
con lo que el investigador espera que signifique.

Debemos desarrollar preguntas que los expertos estén dispuestos a responder.
Debemos asegurar que el experto conoce la respuesta.

Debemos consultar con expertos en otras areas la calidad de las preguntas que
planeamos hacer, por ejemplo, un sicolingiiista, un experto en entrevistas, etc.

Hay algunas estrategias para chequear la validez de una pregunta: medir la
consistencia de las respuestas del experto a la misma pregunta en dos puntos
del proceso de elicitacion.

Problema: determine el consumo diario promedio de gaseosas por parte de los
estudiantes de pregrado de la universidad.

Posible pregunta: ;Cudntos mililitros de gaseosa consume, en promedio, un
estudiante en la universidad? Esta pregunta posee una condicién que puede
generar confusion entre los expertos y es el manejo de las unidades propuestas.
Un experto pudiera responder en términos de botellas o latas de gaseosas y
posteriormente se hacen las conversiones necesarias.

Evite preguntas que impongan condiciones indeseadas.
Una pregunta a la vez.
Sea cuidadoso con las preguntas que generen situaciones hipotéticas.

Siempre tenga lapiz y papel.
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= La respuesta 'no sé¢’ hay que manejarla con cuidado, ya que el experto puede
estar sugiriendo que no ha pensado lo suficiente en el problema planteado vy,
quiza, sea mejor darle tiempo para que elabore una respuesta coherente o en-
tregarle informacion adicional. En otras ocasiones, el experto puede ser que no
tenga ningin conocimiento acerca del tema planteado en la pregunta.

Tiempo de ejecucién

Un problema comun es la mala determinacion del tiempo real que se necesita en
el proceso de elicitacion con el experto. No es raro que se requieran varios dias, no
obligatoriamente consecutivos. El experto muchas veces necesita tiempo para evaluar
y recabar hechos que conoce acerca del problema que esté analizando. Siempre hay
que tener claro que no se esta evaluando el conocimiento del experto, sino que estéa
en un proceso delicado que no debe generarle una reaccién negativa hacia este.

Entorno

El entorno en el cual se realiza la elicitacion debe proporcionar toda la comodidad
posible para el experto, més aiin en estos dias, cuando se utilizan medios computari-
zados para realizar la entrevista que pueden no ser del agrado de todo el mundo.

Experto

Muchas veces los expertos pueden menospreciar de entrada el trabajo que se
esta realizando con ellos y tienden a dar respuestas rapidas por salir del paso, por
ejemplo, si se siente evaluado. Otro caso especial es cuando el experto tiene una
actitud negativa con respecto a las técnicas cuantitativas, en especial cuando caen
en la cuenta de las dificultades para expresar en forma numérica, clara y coherente
su conocimiento.

Las barreras para obtener una respuesta pueden ser:

1. El experto no tiene la informaciéon requerida.
2. No es capaz de recordar.
3. Tiene dificultad con el manejo del tiempo en que ocurren los hechos.

4. Tiene sesgos personales.

Entrevistador

La persona que realiza el proceso de elicitacion debe generar toda la confianza
de los expertos, ser una persona preparada para realizar entrevistas, que tenga una
excelente vocalizacion, etc. Si un entrevistador intimida de alguna forma al experto,
lo més seguro es que no se pueda llevar a cabo un proceso exitoso. Suponga una si-
tuacion en la que se elicite a una persona ilegal para determinar su ingreso promedio
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diario y quien realiza la entrevista le recuerde a una figura paterna o una autoridad;
en este caso, podemos fracasar con el proceso.

Mala ejecuciéon del proceso

Una de las fallas més comunes es la de subvalorar la complejidad del proceso y se
descuidan o no se tienen en cuenta todos los detalles relacionados con este. A veces,
en la planeacion no realizamos simulacros y no logramos prever los problemas con la
entrevista y las preguntas.

Boledo et al. (2009) presentan el siguiente protocolo para la determinacion formal
de los juicios de los expertos:

1. Entrenar los expertos en la cuantificaciéon coherente de probabilidades.

2. Identificar y minimizar los sesgos de los expertos.

3. Definir y documentar sin lugar a dudas el problema a ser resuelto.

4. Proporcionarle al experto toda la informacién relevante que esté disponible.

5. Obtener la opinién de cada experto utilizando la técnica mas apropiada, que
puede ser diferente para cada uno.

6. Chequear y documentar la racionalidad y coherencia de cada experto en sus
determinaciones.

7. Realizar una verificacion final de todo el proceso, repitiéndolo si es necesario.

Debemos hacer una simulacién completa del proceso de elicitacién para encontrar
posibles fallas de este.
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Capitulo 3

Métodos de elicitacion usando
expertos

La captura de la informacién que un experto posee es una de las tareas més difici-
les. Vamos a observar algunas técnicas para la captura de esta informaciéon teniendo
siempre en mente que es un proceso extremadamente delicado y fragil, que nos puede
llevar a equivocaciones.

En el proceso de elicitacion debemos considerar dos casos: uno, en el que el sujeto
no tiene restricciones en la forma de la densidad que representard su conocimiento a
priori; este caso lo podemos llamar no paramétrico. En muchas circunstancias es con-
veniente, bien sea por cuestiones computacionales o por facilidad de interpretacion
(Hahn, 2006), modelar este conocimiento a priori mediante modelos paramétricos,
por ejemplo, seleccionar la distribucion Beta en el caso de una proporciéon, que es
técnicamente deseable porque corresponde a la familia conjugada. Un argumento a
favor puede ser que el problema de elicitacion se simplifica, ya que uno se concen-
tra en unos pocos parametros, pero esto no es necesariamente cierto debido a que
se requiere elicitar los parametros de esta distribucion, los cuales, si no tienen una
interpretacion intuitiva, pueden requerir las mismas técnicas que para el caso no pa-
ramétrico; este es el segundo caso. Se puede discutir si los sentimientos del experto
realmente corresponden a un modelo paramétrico.

Slottje et al. (2008) clasifican las técnicas de elicitacion en:

1. Métodos en los que se fijan los valores. El experto responde a preguntas como:
. Cuél es la probabilidad de que el valor de la variable sea inferior (mayor) a
un valor fijo arbitrario?

2. Métodos en los que se fija el valor de la probabilidad. El experto es cuestionado
sobre el nivel de la variable que garantice que la probabilidad de que sea menor
o igual a ese valor, sea un valor fijo y arbitrario 7.
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3. Métodos en los que se utilizan intervalos. Se le pide al experto separar en partes,
equiprobables o no, el soporte de la distribucion, por ejemplo, comenzando con
la mediana y siguiendo con los cuartiles, etc.

4. Meétodos basados en loterias de referencia. Al experto se le pide escoger entre
dos apuestas. Una, con referencia a una loteria con una probabilidad conocida
de ganar determinada y otra, donde el valor real de la cantidad esta por debajo
de cierto limite. La idea es buscar puntos de indiferencia, o sea, puntos de corte
que generan una situacion en la que al experto se le puede dar la loteria o la
particion del espacio parametral por él definida, y no asume una preferencia
por ninguna de las dos.

3.1. Formas de elicitacion

El método de elicitacion hace referencia a la forma o procedimiento que vamos a
utilizar para cuantificar la informaciéon del experto.

En el proceso de elicitacion podemos distinguir dos procedimientos de resolver el
problema:

Métodos directos. Son apropiados para elicitar las distribuciones a priori de pa-
rametros de interés que son intuitivos, por ejemplo, medidas de localizaciéon o
proporciones.

Métodos indirectos. Son ttiles en la mayoria de situaciones. El problema es eli-
citar la distribucién poblacional y, a partir de esta, calcular la distribucion a
priori del pardmetro de interés.

Ademas, podemos distinguir dos situaciones que aparecen en el trabajo aplicado:

Elicitacion no paramétrica. En este escenario, el proceso de elicitacion produce
distribuciones a priori que no pertenecen a familias con estructuras especificas y
determinadas por pardmetros, aunque se pueden imponer algunas condiciones
de suavidad, por ejemplo, la de continuidad o diferenciabilidad.

Elicitacion paramétrica. En esta circunstancia, el proceso de elicitacion esta res-
tringido a encontrar los valores de los parametros de un modelo que se asume
que representa bien el conocimiento existente; por ejemplo, en una propor-
cion en la distribucion beta se usa como un modelo que puede representar el
conocimiento previo en muchos casos aplicados.
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3.2. Meétodos graficos

La visualizacion de la incertidumbre acerca de un parametro es un proceso rela-
tivamente directo y simple. Tiene la gran ventaja de ser muy intuitivo para la gran
mayoria de expertos. Sin embargo, no todos los graficos tienen la misma capacidad
de representar estas incertidumbres.

3.2.1. Graficos de distribuciones de probabilidad

Los métodos graficos pueden ser utilizados tanto en etapas exploratorias (una pri-
mera aproximacion a la distribucién a priori) como para representar la informacion
definitiva. La gran ventaja que tienen es que el usuario puede expresar sus creencias
con relativa facilidad y realizar correcciones de forma rapida, lo cual es una ventaja,
en especial cuando queremos calibrar las obtenidas por otros métodos.

Los métodos graficos se pueden dividir en dos areas:

1. Graficos de densidades: este es un método sencillo que puede realizarse a
mano alzada o respondiendo a preguntas especificas s obre p robabilidades de
regiones del espacio parametral. Puede expresarse mediante histogramas o me-
diante graficas a mano alzada continuas. Mazzuchi et al. (1991) y Van Noortwijk
et al. (1992) presentan una aplicacion del método grafico para un problema de
confiabilidad b asado en el uso d e histogramas. Johnson et al. (2010) utilizan
un método grafico para d eterminar la d ensidad a priori. Es facil hacer repre-
sentaciones bidimensionales.

Esta aproximacion permite elaborar plantillas que involucren expresiones ver-
bales sobre incertidumbre, lo cual es de gran ayuda al experto para expresar sus
creencias. Una vez tenemos la grafica, es posible normalizarla de tal forma que
se garanticen las condiciones de funcién densidad de probabilidad. Otra gran
ventaja es que podemos buscar una distribuciéon paramétrica que se ajuste a
esta densidad de tal forma que simplifique el anéalisis posterior.

Proponemos un procedimiento gréafico que puede ayudar a una p ersona a ex-
presar su opinion por medio de una distribuciéon de probabilidad que refleja su
nivel de seguridad sobre los posibles valores que puede tomar.

Determinacion de la distribuciéon a priori a mano alzada

El uso de técnicas a mano alzada no ha sido muy popular entre los matematicos
y fue Tukey quien propuso el uso de graficos como base de un primer anélisis de
los datos. Un argumento para esta aproximacion se basa en la gran capacidad
que tienen los humanos para detectar patrones en situaciones complejas. Uno
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de los problemas que enfrentamos es que los “datos” estan dentro de la cabeza
del experto y no estan en formas numéricas, sino con sus creencias y sentires,
que pueden cambiar como lo hacen sus procesos mentales. Aqui se propone la
técnica de elicitacion de curvas de creencia para determinar el nivel de “fe” en
que un parametro, desconocido pero de interés, tome ciertos valores con mayor
o menor seguridad por parte del experto.

Mediante la ayuda de una plantilla como la presentada en la figura 3.1 podemos
pedirle al usuario que determine el nivel de seguridad que tiene acerca de un
subconjunto de valores posibles del parametro. Es mucho mas sencillo para el
usuario tener una escala ordinal estableciendo su nivel de seguridad, que deter-
minar un posible valor asociado con algtin subconjunto. Esta plantilla utiliza
expresiones verbales sobre incertidumbre, las cuales no son de caracter univer-
sal. Existe poco trabajo que trata de la cuantificacion de estas expresiones,
como se muestra abajo.

Una ventaja de este procedimiento es que la persona puede realizar elicitacion
a mano alzada de una distribucién poblacional o de un parametro particular de
interés. La primera se puede usar en situaciones en las cuales el parametro de
interés no sea intuitivo, por ejemplo, pensar sobre alguna medida como curtosis.

Estando la escala respuesta en forma nominal-ordinal, no es clara la posicion
de cada expresion en el eje vertical; este es el principal problema de esta me-
todologia.
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Absolutamente cierto!

Casi seguro!

Muy probable!

Un buen chance!

Mas de la mitad!

La mitad!

Poco menos de la mitad!

Algo poco probable!

No muy posible!

Altamente improbable!

Absolutamente imposible!

Posibles valores del parametro

Figura 3.1. Plantilla para elicitar distribuciones a priori a mano alzada

Expresiones verbales sobre incertidumbre

Para una persona cualquiera es mas natural expresar juicios probabilisticos
en formas no precisas y mediante el lenguaje cotidiano. Frases en las cuales
se incluyen expresiones como “es posible que...” son utilizadas casi inconscien-
temente para transmitir niveles de inseguridad sobre la ocurrencia de cierto
fenomeno (Moore, 1977). Por ejemplo, frases como “es posible que la seleccion
Colombia de fatbol pierda con Argentina” transmiten una sensacion de incerti-
dumbre diferente a “es muy posible que la selecciéon Colombia de fatbol pierda
con Argentina” y a esta otra “es seguro que la seleccion Colombia de fatbol
pierda con Argentina”.
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Al menos por dos razones los analistas requieren que los juicios acerca de in-
certidumbre sean numéricos:

a) Se cree que las expresiones numéricas son comunicaciones precisas e ine-
quivocas que permiten el calculo del valor esperado o la utilidad esperada,
mientras que el lenguaje natural es vago, sujeto a diferentes interpretacio-
nes por diferentes personas y no es tutil para célculos claros.

b) La calidad de las expresiones numéricas pueden ser evaluadas mientras
que la de las lingiiisticas no.

Las expresiones verbales sobre incertidumbre pueden ayudar a validar las ex-
presiones numéricas de estas. La gente prefiere la comunicaciéon verbal sobre la
numeérica cuando quiere expresar su incertidumbre, pero prefiere recibirla en
forma numeérica. Una de las motivaciones mas fuertes para usar representacio-
nes de incertidumbre basadas en el lenguaje es evitar el problema de la “falsa
precision” asociado con las probabilidades establecidas numéricamente. Moste-
ller y Youtz (1990) desarrollaron un estudio asociado con expresiones verbales
en inglés, pero, a pesar de que las palabras puedan traducirse de una manera
relativamente directa, esto no necesariamente implica que los valores asociados
por ellos correspondan en espafiol. Ademaés, esta investigacion considerd que
cada persona entrevistada asociaba un tnico valor con cada expresiéon verbal
considerada por ellos y un rango que determinaba el grado de certidumbre
acerca de este valor. Esto puede no ser apropiado, ya que un sujeto asociado
con una expresion verbal, por ejemplo ,“probablemente llovera manana”’, puede
no identificar un tnico valor de probabilidad asociado con la palabra probable-
mente. Por lo tanto, proponemos considerar, en su lugar, una elicitaciéon de una
distribucién de probabilidad del nivel de certidumbre asociada con esta palabra.

La comunicacion de diferentes niveles de incertidumbre sobre la ocurrencia
de eventos particulares se realiza utilizando expresiones comunes del lenguaje,
tales como posiblemente, no creo que, estoy seguro, etc. En la comunicacion
cientifica y técnica también son usadas estas expresiones, dando origen a con-
fusiones entre los diferentes actores, ya que la identificacion de una expresion
verbal con un tnico valor numeérico (probabilidad) no es clara.

Para que sea ttil la cuantificaciéon de la distribucién de probabilidad de los
valores numéricos de una expresion verbal, no podemos considerar solo la pro-
porcionada por un individuo. Para esto, requerimos considerar las distribucio-
nes proporcionadas por un grupo de individuos, generando una distribuciéon de
probabilidad representativa.

Para esto realizamos el siguiente experimento: obtuvimos una muestra de suje-
tos que tuvieran un conocimiento de estadistica en el nivel de los cursos dictados
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en pregrado. Consideramos 30 individuos; a cada uno se le presentaron cinco
expresiones verbales, se le explicd objetivo del experimento y el procedimiento
que debian seguir para elicitar sus distribuciones. Las expresiones fueron pre-
sentadas a cada sujeto luego de una permutacion aleatoria.

Una vez tenemos las 30 funciones de probabilidad halladas a mano alzada,
debemos desarrollar un procedimiento para obtener una funcién que sea repre-
sentativa. Una posible aproximacion es la siguiente:

a) Determine una rejilla del intervalo [0, 1] (el valor numérico de una expre-

sion verbal), digamos 71, m, - -+, Ty
b) Para el sujeto ¢, determinamos f; (m1), fi (w2), -+, fi (war)-
¢) Para cada punto 7}, calculamos la mediana de { f; (7;), f2 (7;) .-+, fao (m;) }

~

denotado por f (7).

d) Mediante alguna técnica de suavizacion ajustamos una curva suave a los

~ ~

puntos {f(m),f(ﬂz),“' JE(WM)}

Las frases que involucraban términos sobre incertidumbre fueron:

a) “El meteorologo afirmé en el noticiero que era probable que manana llo-
viera’.

b) “Es raro que un paciente desarrolle la enfermedad X si es mayor de Y
anos’.

¢) “A menudo un hijo de un fumador desarrolla el habito de fumar”.

d) “Es posible que haya vida extraterrestre”.

3.3. Algoritmo para la determinaciéon de la a prio-
ri paramétrica

a) Obtenga la distribucion a mano alzada, digamos £4(0).

b) Discretice £4(6) en una rejilla @p = {61,605, - 0k} y evalte £4(0) en
estos puntos.

¢) Muestree con reemplazo de ® p, M valores (M grande) con probabilidades
proporcionales a {€4 (61) 4 (62) -+, €4 (0x)}-
d) Calcule los momentos de esta distribucion My, My, - -+, M.

e) Iguale los momentos hallados en el punto anterior a los k& momentos de
la distribucién paramétrica, de modo que, al resolver estas ecuaciones, se
encuentren de forma tnica los parametros de la distribucién objetivo.
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Para medir la calidad de la aproximacion, podemos usar:

N0
JACCERIOIRG Z|s OGS @Y

La siguiente tabla muestra algunos datos estadisticos correspondientes a 43
expresiones probabilisticas usadas por Mosteller y Youtz (1990).
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Tabla 3.1. Media, mediana, desviacion tipica y rango de la cuantificacion correspon-
diente a 43 expresiones probabilisticas

Ntumero de Desviacion
Frase respuestas | Media | Mediana tipica Rango
Altamente probable 187 0.89 0.90 0.04 0.60-0.99
Muy verosimil 185 0.87 0.90 0.06 0.60-0.99
Muy probable 187 0.87 0.89 0.07 0.60-0.99
Bastante verosimil 188 0.79 0.80 0.10 0.30-0.99
Usualmente 187 0.77 0.75 0.13 0.15-0.99
Buena posibilidad 188 0.74 0.75 0.12 0.25-0.95
Predecible 146 0.74 0.75 0.20 0.25-0.95
Verosimil 188 0.72 0.75 0.11 0.25-0.99
Probable 188 0.71 0.75 0.17 0.01-0.99
Mas bien verosimil 188 0.69 0.70 0.09 0.15-0.99
Una buena oportunidad 188 0.67 0.70 0.12 0.25-0.95
Es verosimil 188 0.66 0.70 0.12 0.15-0.95
Algo verosimil 187 0.59 0.60 0.18 0.20-0.92
Un poco mas que casualidad 187 0.58 0.60 0.06 0.45-0.89
Quizés 124 0.58 0.60 0.11 0.10-0.80
Un poco mas que la
mitad de las veces 188 0.55 0.55 0.06 0.45-0.80
Una pequena ventaja 187 0.55 0.55 0.08 0.05-0.75
Una ligera ventaja 188 0.51 0.50 0.13 0.20-0.85
Carisellazo 188 0.50 0.50 0.00 0.45-0.52
Posibilidades casi iguales 186 0.47 0.50 0.17 0.05-0.90
Un poco desventajoso 188 0.45 0.45 0.04 0.05-0.50
Las apuestas estan
ligeramente en contra 185 0.45 0.45 0.11 0.10-0.99
No muy parejo 180 0.44 0.45 0.07 0.05-0.60
Inconcluso 153 0.43 0.50 0.14 0.01-0.75
Incierto 173 0.40 0.50 0.14 0.08-0.90
Posible 178 0.37 0.49 0.23 0.01-0.99
Algo inverosimil 186 0.31 0.33 0.12 0.03-0.80
Apenas inverosimil 187 0.25 0.25 0.11 0.02-0.75
Mas bien inverosimil 187 0.24 0.25 0.12 0.01-0.75
Posiblemente inverosimil 187 0.21 0.20 0.10 0.01-0.75
No muy probable 187 0.20 0.20 0.12 0.01-0.60
Inverosimil 188 0.18 0.16 0.10 0.01-0.45
No mucha posibilidad 186 0.16 0.15 0.09 0.01-0.45
Raro 188 0.16 0.15 0.08 0.01-0.47
Escasamente posible 180 0.13 0.05 0.17 0.01-0.60
Dificilmente posible 184 0.13 0.05 0.16 0.01-0.50
Improbable 187 0.12 0.10 0.09 0.01-0.40
Bastante inverosimil 187 0.11 0.10 0.08 0.01-0.50
Muy inverosimil 186 0.09 0.10 0.07 0.01-0.50
Muy raro 187 0.07 0.05 0.07 0.01-0.30
Altamente improbable 181 0.06 0.05 0.05 0.01-0.30

Witteman y Renooij (2003) presentan una escala verbal mucho més pequena,
construida a partir de expertos.
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Tabla 3.2. Escala verbal para siete expresiones probabilisticas

Expresion Probabilidad
Cierto (seguro) 100
Probable 85
Se espera 75
50-50 50
Incierto 25
Improbable 15
(casi) imposible 0

En trabajos efectuados sobre el tema, Theil (2002) discute sobre las variaciones
en las cuantificaciones en términos probabilisticos de expresiones verbales. Por
ejemplo, la palabra “posible” toma valores de 0.55, 0.27, 0.33, 0.37, 0.44 y 0.47
en diferentes trabajos. Ferson et al. (2015) realizan un estudio sobre expresiones
que manifiestan incertidumbre y presentan una clasificacion de cada expresion
en uno de tres tipos: simétrica, asimétrica o rango.

La tabla 3.3 presenta los valores medios obtenidos en una investigacion adelan-
tada entre 140 sujetos para la cuantificacion de expresiones de incertidumbre.
Hay que recordar que estos trabajos se han realizado con frases o palabras en
inglés y, por lo tanto, para las expresiones en espanol no se ha desarrollado
ningin trabajo hasta el presente.
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Tabla 3.3. Valores medios estimados para distintas expresiones

Palabra Valor
Absolutamente imposible | 0.015
Raramente 0.119
Muy improbable 0.159
Raro 0.196
No muy probable 0.214
Bastante improbable 0.271
Algo improbable 0.318
Incierto 0.404
Algo menos que

la mitad de las veces 0.439
Un carisellazo 0.498
Algo mas que

la mitad de las veces 0.456
Més que parejo 0.611
Algo posible 0.677
Buen chance 0.723
Es posible 0.769
Muy probable 0.835
Altamente probable 0.880
Casi seguro 0.913
Absolutamente seguro 0.998

Moore (1977) presenta otras expresiones con valores diferentes, lo cual muestra
lo dificil que es este problema. Fillenbaum et al. (1991) examinan cémo los
significados de palabras que denotan incertidumbre en inglés, tales como likely
(posiblemente) o probable (probable), son alterados por modificadores como
very (muy). Ademés, contemplan la distribucién de probabilidad del nivel de
incertidumbre que tiene cada palabra de las consideradas.

Determinacion de las distribuciones de probabilidad

. Graficos de distribuciones acumuladas: pueden acompanar métodos que
hagan referencia a preguntas del estilo de: “; Qué porcentaje de unidades tienen
un valor en la variable de interés menor o igual que un valor z?” La experiencia
ha mostrado que este procedimiento es mas dificil que el graficar las densidades,
aunque es muy bueno para comparar visualmente la informacion proporcionada
por diversos expertos o para ver si la distribuciéon subjetiva puede aproximarse
mediante un modelo paramétrico o los cambios que tiene un experto en distintas
fases del proceso de elicitacion. Es muy util para representar la informacion
obtenida mediante otros procedimientos.
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{Coémo llevar a una funcién de probabilidad nuestra grafica a priori?

Como una primera aproximacion al proceso de determinacion de la distribucion
a priori, podemos hacer una representacion gréafica de nuestras creencias. Los grafi-
cos de densidades de informaciéon subjetiva a mano alzada caen en la categoria de
determinacion de creencias (Benson et al., 1995). Kloprogee et al. (2007) discuten
algunas posibles desventajas en la expresion grafica de incertidumbres. Entre estas se
tiene que el lector de las gréaficas puede interpretarlas a su manera y, de esta forma,
distorsionar parte del mensaje transmitido en ellas. Obviamente, empezamos grafi-
cando en un eje horizontal un rango de valores del parametro a determinar, de modo
que estemos absolutamente seguros de que el valor cae ahi. Por ejemplo, si estamos
elicitando la estatura de alguien que conocemos, pudiéramos estar absolutamente
seguros de que esa persona tiene menos de 190 cm y més de 175 cm. Podriamos, por
lo tanto, concentrarnos en este intervalo.

Este es un método muy intuitivo y puede utilizarse para elicitar parametros aso-
ciados con caracteristicas tnicas, tales como la edad de una persona determinada, la
probabilidad de que una misién espacial falle en cierta etapa y de que funcione una
solucién completamente nueva e irrepetible a un problema ambiental.

Un problema que aparece con cierta frecuencia al utilizar este procedimiento es
la tendencia de los expertos a graficar funciones unimodales. Estos son problemas
que, a veces, se pueden resolver informandoles a los expertos la posibilidad de que en
rangos del espacio parametral, se pueden tener indeterminaciones sustanciales entre
valores muy cercanos y esto daria origen a distribuciones escalonadas.

Tlustracion: calculo de la edad de una persona

En nuestra sociedad es considerado de mala educacion preguntar la edad de una
persona. El dia en que conoce a alguien, usted mas o menos puede calcularle la edad.
Este proceso se hace de una manera inconsciente y usualmente llega a un nimero
que aproxima sus creencias sobre la posible edad. Para esto usa la informacion re-
colectada previamente sobre ella, por ejemplo, si esta persona tiene una apariencia
determinada, si se viste de cierta forma, si se gradu6 del colegio en cierta época,
etc. Si dos personas tienen que calcular la edad de este sujeto, puede suceder que no
coincidan en sus resultados, pero no se puede decir cual de las dos esta equivocada
(o si las dos lo estan), solo hasta el momento en que se conozca la verdadera edad
de la persona en cuestion.

Un retrato o una foto puede ser el punto de partida para elicitar la edad de una
persona, por lo que suponga que se tiene a la mano la foto de un individuo al que se le
desea estimar su edad via elicitacion. Cuando vemos la foto, asociamos intuitivamente
situaciones similares de las que tengamos conocimiento; en este caso, buscamos en
nuestros recuerdos personas que hayamos conocido que se parezcan al sujeto de la
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foto. Si tenemos a alguien que sea un buen referente, tendemos a asociar su edad con
la del sujeto de interés, haciendo ajustes que consideramos adecuados. Ajustando el
eje X en la plantilla que se presenta en la figura 3.1, se puede elicitar la distribuciéon
de probabilidad que nos refleja la incertidumbre que tenemos sobre la edad de una
persona. Por ejemplo, en el caso de la estatura de una persona, podriamos escoger un
intervalo que vaya de 0 metros a 3 metros. Alguien puede darnos un rango més fino
(estrecho), dado su conocimiento a priori. Continuando con la elicitacion de la edad
de una persona que estamos seguros de que se encuentra entre los 35 y los 56 anos,

podemos construir también dicha plantilla a mano alzada y su apariencia puede ser
como se muestra en la siguiente figura.

Estos si me convienen
’
Me inclino por este

II
Aceptaria este valor

Preferencia

\
!
Podria ser, pero lo dudo
‘\
1
’
Dificilmente pudiera ser

\
/
’
No puede ser, no acepto

s
39 42 44 46 48 50 52

Edad (en afios)
h(39) = h(40) = h(55) = h(56) = 0
h(42) = 20 = h(54)
h(43) = 40 = h(53)
h(44) = 60 = h(49) = h(50) = h(51) = h(52)
h(45) = 80

h(46) = 100 = h(47) = h(48)

Figura 3.2. Distribucion a priori a mano alzada para la edad de una persona

Observe que el proceso se puede realizar a mano alzada en sus etapas iniciales,

ya que este exige revisar permanentemente los juicios y las opiniones del experto. La
altura de la densidad en un punto es proporcional a la verdadera altura.

El célculo de las caracteristicas tipicas de una distribucion, tales como el prome-

dio, la varianza y los percentiles, etc., se puede realizar con diferentes aproximaciones.
El més simple es considerar la edad discreta tradicional, o sea, solo tenemos edades
enteras y en este caso podemos usar R para hallar la media y la varianza, asf:
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# Ejemplo sobre la edad de elicitada a mano

edad<-39:56
h.edad<-¢(0,0,1.5,3,6,9,12,15,15,15,9,9,9,9,6,3,0,0)

prob.edad<-h.edad/sum(h.edad)

(media.elicitada<-sum(edad*prob.edad))

[1] 47.69136
(var.elicitada<-sum((edad-media.elicitada) "2*prob.edad))
[1] 9.670172

# Solucidén via simulacidn
muestra<-sample (edad ,10000,replace=T,prob=prob.edad)
mean (muestra)
[1] 47.7245

var (muestra)
[1] 9.562356

median (muestra)
[1] 47
quantile (muestra, probs=c(0.05,0.5,0.95))
5% 50% 95%

43 47 53

plot (edad, cumsum(prob.edad) ,type=’s’,ylab=’>Probabilidad’,
xlab=’Edad’)
points (edad,pnorm(edad ,mean=media.elicitada,sd=sqrt(var.elici
tada)) ,type=’1"’)
title(main=’Funcidén de distribucidn acumulada’)
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Funcion de distribucion acumulada

1.0

Probabilidad
0.6 0.8

0.4

0.2

0.0

40 45 50 55

Edad

Figura 3.3. Funcion de distribucion de la edad de la persona que fue elicitada a
mano alzada junto con la funcion de distribucion de una normal con media 47.7245
y varianza 9.670172

3.4. Meétodos directos

Una forma de asignacion de probabilidades es la interrogacion directa acerca del
parametro de interés o representacion grafica.

Gonzalez-Vallejo et al. (1994) afirman que la forma de determinar probabilidades
depende de si estas se expresan verbal o numéricamente. La biisqueda de expre-
siones verbales que muestren algin nivel de incertidumbre es una tarea dificil y es
dependiente del idioma en que se esté realizando la evaluacién con una fuerte carga
regional; por ejemplo, el idioma espanol presenta grandes diferencias entre los colom-
bianos y los argentinos. Para complicar el problema, existen diferencias regionales
que habria que considerar. Druzdzel (1989) presenta un inventario de més de 150
frases en inglés que reflejan algin grado de incertidumbre.
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3.5. Obtencion directa de probabilidades

El célculo directo de probabilidades sobre eventos ha sido una de las alternativas
mas utilizadas en la literatura. Ludke et al. (1977) comentan que algunos investiga-
dores han encontrado que las probabilidades halladas mediante este método tienden
a sobreestimarse si ellas son pequenias y a subestimarse si son grandes. Se han pro-
puesto algoritmos que garantizan las condiciones tedricas y se discuten cuestiones de
consistencia en los resultados que se obtienen.

3.5.1. Histogramas

El método del histograma es uno de los més intuitivos para que un sujeto deter-
mine su distribucién a priori.

3.5.2. Meétodo de intervalo fijo

El rango posible (este debe ser determinado por el experto) se divide en un
nimero de intervalos de igual amplitud. Estos intervalos se le presentan al asesor,
quien determina cuél es la probabilidad correspondiente a cada uno. Usualmente,
el ejercicio comienza mediante la ordenacién de los intervalos, del méas probable al
menos probable, v luego se determinan los valores de probabilidad.

3.5.3. Meétodo de intervalo variable con particiones equipro-
bables o método de biseccion

En este método se le pide al experto que determine intervalos que correspondan
a probabilidades predeterminadas. Una forma posible es preguntarle un valor 6, tal
que en su opinion el verdadero valor del parametro que esté por encima sea igual
a la probabilidad que esta por debajo (percentil 50). Este procedimiento funciona
igual si consideremos una variable poblacional tal como la estatura o los ingresos.
Al experto se le pide que imagine que el verdadero valor de € esta por debajo de 6.
Nos debe presentar, entonces, un valor 61, tal que él crea que es igualmente posible
que el verdadero valor de 6 esté por debajo de este valor y es igual a la probabilidad
que esté entre 0, y 0y. Este proceso se repite para refinar la distribucion tanto como
se desee. Obviamente, se encuentran puntos en los cuales el experto es incapaz de
partir un intervalo en intervalos equiprobables. Este método también es conocido
como método de biseccion sucesiva; tiene la ventaja de estar todo el tiempo creando
pares de intervalos equiprobables. Un problema que puede aparecer es que si hay
una equivocacion en una de las particiones, el resto del proceso que involucre esta
particion particular se vera afectado.
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Garthwaite et al. (2005) utilizan los terciles, los cuales correspondes a los per-
centiles 33% y 66%, con el argumento de que estudios empiricos muestran que tienen
mejores propiedades.

Un problema con este procedimiento es que, al iniciar con la mediana los exper-
tos pueden terminar con soportes que sean mas estrechos que los que ellos hubieran
seleccionado con otros procedimientos.

Particiones no equiprobables han sido también propuestas (Firmino y Lopez Dro-
guett, 2015). Estas pueden ser atractivas en proceso de elicitacion, ya que el experto
puede desprenderse de las apuestas en forma explicita. Puede tener dificultades en
la seleccion de los puntos de las particiones y en la determinacion de qué tanto méas
verosimil es una regiéon con respecto a la otra.

Ejemplo del método de bisecciéon. Un ejemplo de esta aproximacion es presen-
tada en Lapin (1994):

El presidente de una compania de alimentos procesados desea obtener la distri-
bucién de probabilidad para la demanda de un nuevo snack. Esta sera usada para
determinar si se lanza o no el nuevo producto en el mercado. Un analista estadistico
le hace una serie de preguntas.

Pregunta: ;Qué piensa usted del mayor y del menor valores posibles para la de-
manda?

Respuesta: con seguridad la demanda superara las 500.000 unidades, pero yo es-
tableceria un techo de 3.000.000 de unidades. No creo que aun bajo las condiciones
mas favorables se venda méas de esta cantidad.

P. Esté bien, hemos ya determinado un rango para la posible demanda. Ahora,
quisiera que me dijera, jcual valor de la demanda divide la demanda en dos rangos
igualmente posibles? Por ejemplo, jcreeria usted que la demanda estara por debajo
de 2.000.000 de unidades o por encima de este valor con igual posibilidad?

R. No. Yo escogeria mejor 1.500.000 como un punto de 50-50 chances de estar
por encima o por debajo.

P. Muy bien. Ahora consideremos que la demanda estuviera por debajo de 1.500.000.

Si la demanda estuviera en algin punto entre 500.000 y 1.500.000, ;apostaria que
esta por debajo o por encima de 1.000.0007

23



R. Por encima.Yo dirfa que una demanda de 1.250.000 seria un punto de division
realista.

P. Utilizaremos ese punto como un 50-50 chances. Ahora, hagamos lo mismo para
una demanda superior a 1.500.000.

R. Si yo fuera a escoger un punto, escogeria 2.000.000. Yo creeria que la demanda
es igualmente probable que caiga entre 1.250.000 y 2.000.000, que por encima de este
rango.

P. Excelente. Estamos progresando. ;Para refinar mas estos valores, pensemos si
es igualmente posible que la demanda caiga entre 1.250.000 y 2.000.000 que por fuera

de este rango?

R. No. Yo creo que es méas posible que caiga en el interior de este intervalo que
por fuera. Creo que estoy siendo inconsistente.

P. Si, lo esta siendo. Vamos a remediarlo. jPiensa que debemos elevar o disminuir
el valor 1.250.0007

R. Bajarlo de 2.000.000 a 1.900.000.

P. Chequeemos si esto perturba las otras respuestas. ; Piensa que el valor 1.500.000
divide la demanda de 1.250.000 a 1.900.000 en dos partes igualmente posibles?

R. Si, estoy satisfecho con ese valor.

P. Solo unas pocas preguntas més. Suponga que la demanda estuviera por encima
de 1.900.000. ;Cuél valor dividiria el intervalo en dos intervalos igualmente posibles?

R. Yo dirfa que 2.200.000.

P. Bien. Ahora, si la demanda estuviera entre 2.200.000 y 3.000.000, ;donde es-
tarfa el punto 50-507

R. Yo creo que 2.450.000 unidades seria el punto 50-50.
P. {Qué hay si la demanda se asumiera por debajo de 1.250.0007
R. Ensayemos con 1.100.000 unidades.

P. /Y cuando la demanda esté entre 500.000 y 1.100.0007
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R. Yo creeria que es muy posible que esté cerca del limite superior. Yo apostaria
a que es 950.000 unidades.

Tabla 3.4. Cuantiles estimados via método de biseccidon

Cuantil Cantidad
0 500.000
0.0625 950.000
0.125 1.100.000
0.25 1.250.000
0.50 1.500.000
0.75 1.900.000
0.875 2.200.000
0.9375  2.450.000
1.000 3.000.000

En R podemos utilizar el siguiente codigo para realizar las graficas de la funcion
de distribuciéon acumulada y la densidad.

temp<-scan ()

0 500000
0.0625 950000
0.125 1100000
0.25 1250000
0.50 1500000
0.75 1900000
0.875 2200000
0.9375 2450000
1.000 3000000

temp<-matrix (temp,ncol=2,byrow=T)

plot(temp[,2],temp[,1],type=’b’,ylab=’Cuantil’,xlab=’Cantidad’)
abline (h=temp[,1],1ty=2)

densidad<-function (temp ,marcaX=’>XXX’,marca¥=’YYY’){

k<-nrow (temp) -1

altura<-NULL

for(i in 1:k){
altura<-c(altura,(temp[i+1,1]-temp[i,1])/(temp[i+1,2]-temp[i,2]))

}

plot (0,0,ylim=c(0,max(altura)) ,xlim=c(temp[1,2],temp[k+1,2]),

ylab=marcaY ,xlab=marcaX)

for(i in 1:k) polygon(c(templ[i,2],temp[i,2],temp[i+1,2],
temp[i+1,2] ,temp[i,2]),c(0,alturali],alturali],0,0),col="grey’)
}

densidad (temp ,marcaX=’Cantidad’ ,marca¥Y=’Densidad’)

95




3.5.4. Funcién de distribucién acumulada

La construccion se realiza respondiendo preguntas del tipo: “; Qué porcentaje de
valores del parametro de interés esté por debajo del valor dado, digamos 6;7”. Esto se
hace para un conjunto de valores 61, 6,,...,0,. A partir de esto se ajusta un modelo
paramétrico o un modelo empirico.

En el caso de la elicitacion via cuantiles, Lau et al. (1999) consideran la construc-
cion de la distribuciéon subjetiva completa usando la curva de Tocher, pero reconocen
que esta aproximacion puede presentar problemas serios, ya que sus resultados son
més exactos. Sin embargo, ellos presentan el calculo de los momentos a partir de
interpolaciones lineales sobre la base del resultado.

4, = B(X*) = / F ()] dp (3.2)

Los momentos centrales pueden construirse a partir de los momentos alrededor
de cero, como:

po = py— (1) (3.3)
ps = gy — 3+ 2(p)’
pa =l — Apg 4 6(u) sy — 3(uh)*

Asumamos que el proceso de elicitacion produjo los cuantiles y las probabilidades

(pi, Cy) para ¢ = 1,..., L. La linea que corresponde al i-ésimo segmento para la
funcion F~1(p) es:

~ CE —'CE_
FlYp)=C = Ciog+——= % (p; — pi1) (3.4)
Pi — Pi—1
= Cio1+ Si % (pi — pi-1)

donde S; = % es la pendiente del i-6simo segmento de F ~1(p). Por tanto,

k+1 k+1
Cz' B Ci—l

Si(k+1) (35)

/pi [F~(p)]Fdp = /pi [Cioa + S5 x (p = pi)] dp =

Pi—1 Pi—1

Asi

L+1

TN N I (3:6)

L+l ck+l Céﬂii)

(%)
Z Si(k+1)

=1

Q
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3.5.5. Funciéon densidad de probabilidad

Este procedimiento es més complejo que el anterior, ya que determinar valores de
densidad puede no ser facil y algunas personas prefieren trabajar con histogramas.

= No paramétrica. En este caso, se utiliza el modelo empirico (el elicitado real-
mente). Forester et al. (2004) presentan el caso de la elicitacion de la probabili-
dad de falla mediante preguntas sobre la peor probabilidad posible y se asocia
con el percentil 99 %, el mejor caso (la probabilidad de riesgo més baja) que se
asocia y la mediana. Ademas, se determinan los valores correspondientes a los
cuartiles y a los percentiles 10 % y 90 %.

= Paramétrica. Este procedimiento exige la determinacién previa de un modelo
paramétrico, por ejemplo, una distribuciéon beta para el caso de elicitar una
proporcion, que sea apropiada para representar la informacion previa.

Ejemplo 3.1. Para ilustrar esta situacion, consideremos este caso presentado
en Bracken (1966). Supongamos que una persona quiere asignar una distri-
bucion a priori beta a la variable aleatoria ™ que representa el voto liberal en
una eleccion futura como la fraccion del total de votos. Asumamos que ella
encuentra dificil asignar un valor esperado subjetivo al valor de m, pero es ca-
paz de expresar sus juicios asignando una probabilidad de 0.50 a la afirmacion
m < 0.50 y asignando una probabilidad de 0.75 a la proposicion m < 0.60.

El método CDF también es conocido como método de intervalo variable, ya que
al experto se le pide cambiar su intervalo en el cual quiera poner una cantidad
determinada de probabilidad. El método (O’Hagan, 1998) se inicia con las cotas
superior, U; la inferior, L; de la variable X y de la moda M, que son elicitadas. El
proximo paso es determinar las siguientes cinco probabilidades:

m = P(L<X<U) (3.7)
L+ M

M+U
P3 = P( ;_ <X<U)

L+3M
4

SM +U
o= PP

<X<U)

Las probabilidades se preguntan en este orden de tal forma que se evite el an-
claje. La seleccion de los intervalos se hace de tal forma que los sujetos no eliciten
probabilidades muy pequenas.
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Las respuestas se convierten en las siguientes probabilidades ¢y, ..., s, de esta
forma:

L+ M
@ = P(LSXS —; ):Pz (3.8)
L+ M L+ 3M
@ = P <X < = P4 — P2
2 4
L+3M
g3 = P< 1 SXSM):M—]M
M
q4=f(M§XsijﬂQ=1—m—m
3SM+U M+U
qs ZP( 1 <X < 5 )=p5—p3

M+U
%:=P< - §X§U>=m

Note que las probabilidades son méas pequenas alrededor de la moda para produ-
cir una mejor elicitaciéon del centro de la distribucion.

Perry y Greig (1975) presentan aproximaciones para el calculo de la desviacion
tipica y de la media de distribuciones subjetivas, a partir de percentiles y de la moda
elicitados.

P95 — Pos
—&p P 3.9
77 7395 (3:9)
y
0.95
_ bos + m + Pos (3.10)

2.95 ’

donde m es la moda elicitada. Si se posee informacion sobre la mediana, psg, la media
aproximada sera:

ft = pso + 0.185 (po5 + pos — 2ps0) (3.11)
Aproximaciones similares (pero no iguales) son presentadas por Moder y Rodgers
(1968).

Estas aproximaciones son bastante buenas como lo mostramos en una aproxima-
cion a la media y la varianza de la distribucion Gamma a partir de estos percentiles
y la moda de la distribucién verdadera.
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Tabla 3.5. Aprozimaciones para la varianza, la moda, la y media de la distribucion

gamma con diferentes combinaciones de parametros

(UAp'roz _JTeo)

(MOAprocv _MOTeo)

(:uAproz _/"/TEO)

@ p OTeo Moreo HTeo
Varianza Moda Media
1.1 1 | -0.0858751203 0.0331019666 0.0004503311
1.1 2 | -0.0858751203 0.0331019666 0.0004503311
1.1 5 | -0.0858751203 0.0331019666 0.0004503311
1.1 10 | -0.0858751203 0.0331019666 0.0004503311
1.1 20 | -0.0858751203 0.0331019666 0.0004503311
1.1 50 | -0.0858751203 0.0331019666 0.0004503311
2 1 |-0.0451876197 0.0252925473 0.0003577095
5 1 [-0.0115383128 0.0117741420 0.0001102572
10 1 | 0.0002343325 0.0061227840 0.0000455299
20 1 | 0.0062022460 0.0031168010 0.0000201753
50 1 | 0.0098061020 0.0012595880 0.0000074345
2 2 | -0.0451876197 0.0252925473 0.0003577095
5 2 |-0.0115383128 0.0117741420 0.0001102572
10 2 | 0.0002343325 0.0061227840 0.0000455299
20 2 | 0.0062022460 0.0031168010 0.0000201753
50 2 | 0.0098061020 0.0012595880 0.0000074345

3.6.

Comparacion de métodos de elicitacion

Varios autores han realizado trabajos en los cuales se comparan diferentes méto-
dos de elicitacion. Ludke et al. (1977) comparan cinco procedimientos. O’Leary et al.
(2009a) comparan tres métodos de elicitacion para regresion logistica. El de O'Leary
et al. (2009b) comparan cuatro métodos aplicados a modelos logisticos y arboles de
regresion. Los métodos son el de Denham y Mongersen, el de Kynn, el de Martin et
al. y un método desarrollado para arboles de regresion.

3.7. Técnicas de elaboracién de preguntas y entre-

vistas para la elicitaciéon

La gente que trabaja en el area social donde se recoge informacion via entrevis-
tas o mediante cuestionarios autodiligenciados, por ejemplo, los que trabajan en el
area de mercadeo, reconocen la importancia fundamental de la elaboracion de buenas
preguntas y preparacion de los entrevistadores (Morton-Williams, 1993). Esta es un
area dificil y en general no se discute en el caso del proceso de elicitacion. Conceptos
tales como probabilidad son entendidos en formas diferentes por personas aun con el
mismo nivel de conocimiento y generan desconfianza en los procesos de elicitacion.
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Preguntas que hagan referencia a valores representativos pueden crear imagenes men-
tales diferentes entre distintos expertos. Términos técnicos de uso diario, tales como
la desviacién tipica, pueden no tener una clara interpretacion y confundirse con la
desviacion media absoluta o con la distancia media de Gini.

3.8. Meétodos basados en apuestas

Una de las primeras formas de hacer elicitaciones se basaba en el concepto de
apuesta que lleva inherente el de utilidad. Bajo el supuesto de utilidad lineal del
dinero, es posible crear loterias cuya probabilidad de éxito sea equivalente a la pro-
babilidad de algtin evento de interés, basadas en el concepto de indiferencia. Harrison
et al. (2014) retoman el uso de elicitacion via loterias binarias.

Las apuestas han sido utilizadas en los procesos de elicitacion casi exclusivamente
entre los estadisticos que hacen elicitacion, una aproximacion que se les debe a los
economistas que trabajan con el concepto de utilidad.

Este proceso esta basado en el supuesto de que las creencias pueden ser expresadas
en términos de apuestas; esto se hace mucho en la practica y puede ser utilizado como
una forma general de hacer las creencias relativas explicitas (D’Agostini, 2000). Hay
condiciones naturales a ser impuestas sobre las apuestas:

= La apuesta debe ser reversible y ninguna puede ser elaborada de tal forma que
uno pierda o gane con certeza. Esta condiciéon obliga al sujeto a asignar las
apuestas consistentemente con sus creencias.

= La anterior también obliga a aceptar la segunda condicién: una vez que ha
fijado los odds, debe estar preparado para apostar en cualquier direccion. Esta
coherencia juega dos papeles importantes:

1. Es moral y obliga a la gente a ser honesta,
2. Es formal y permite que las reglas basicas de la probabilidad sean deriva-

das como teoremas.

Una probabilidad puede pensarse en términos de las cantidades que se involucren
en una apuesta y la porcion que el sujeto estuviera dispuesto a arriesgar. Por ejemplo,
si usted dice: “Las posibilidades de que el DIM gane el torneo son de uno entre 10,”
esto implica que:

1
P (DIM gane el torneo) = 0

9
P (DIM no gane el torneo) = 10
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Asi, es nueve veces mas posible que el DIM no gane el torneo a que lo gane, segtin
su opinién. En términos de apostadores se dice que las apuestas estan 9 a 1. Si a usted
le ofrecen cambiar esta apuesta por una monetaria en la cual se gane 9 pesos con
probabilidad 1/10 y pierda un peso con probabilidad 9/10, a usted le seria indiferente
el cambio. La linealidad de la utilidad exige que esta loteria sea equivalente a una en
la cual usted se gane 9.000.000 de pesos con probabilidad 1/10 y pierda 1.000.000 de
pesos con probabilidad 9/10. Esto, en otras palabras significa que si usted apuesta
un peso por el evento “DIM gana el torneo”, si este evento ocurre, usted perderia un
peso.

3.8.1. Limitaciones del método de apuestas para elicitar

Las condiciones pueden ser conceptualmente atractivas, por ejemplo, el concepto
del hombre econdmico, pero no hay garantia de que dos personas sean capaces de
separar sus sentimientos acerca de las apuestas. Existen situaciones en las que las
apuestas funcionan como parte integral del sistema, por ejemplo, en finanzas o de-
portes. Las apuestas a favor o en contra de un resultado particular han sido usadas
para determinar las probabilidades de los diferentes eventos. Sin embargo, como se
ha mostrado muchas veces, las apuestas son indicadores de las expectativas de los
involucrados que, a su vez, pueden ser manipulados por otros actores en el mismo
proceso.

3.9. Problemas con la elicitacion

Bassett y Lumsdaine (2001) discuten problemas con los procesos de elicitacion en
los que hacen referencia a aquel de dar respuestas que sean socialmente aceptables.
Este tipo de trabajos dan la sensacion de que es incorrecto usar informacion subjetiva
debido a los problemas con ellos. No siempre es esta la situacion, ya que en la mayo-
ria de los casos los expertos presentan sus creencias con respecto a eventos que son
independientes de ellos; no serfa asi si tratdramos de elicitar eventos que los afectan
directamente, por ejemplo, si quisiéramos determinar la distribucién subjetiva sobre
la probabilidad de supervivencia de un hijo que se encuentra en un estado critico,
la elicitacion, creeriamos, estaria sesgada por los intereses personales del experto.
Sabiendo que estos problemas estan presentes, queda la responsabilidad por parte de
los investigadores de desarrollar procedimientos que los superen.

Un sesgo es una tendencia a tomar en cuenta factores que son irrelevantes para
la tarea senalada o de ignorar factores relevantes. Se deben distinguir dos tipos de
sesgos: el motivacional y el cognitivo. Los sesgos motivacionales son causados por
intereses personales y circunstanciales del experto. Los cognitivos surgen durante el
proceso de informacion de este. El experto puede estar muy influenciado por infor-
maciéon que se recuerda facilmente. Puede hacer supuestos sobre la variable de interés
no establecidos por la investigacion. También pueden surgir sesgos técnicos como la
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incapacidad del sujeto de entender la diferencia entre una distribuciéon muestral y
una poblacional.

3.9.1. Peligros en el proceso de elicitaciéon

La habilidad de establecer distribuciones a priori es adquirida, basicamente, me-
diante un proceso consciente de entrenamiento (Félix, 1976). Un experto puede llegar
a determinar cuél o cuales procedimientos le generan mas seguridad en su proceso
de establecer su informacién a priori. Por lo tanto, el estadistico que realiza la elici-
tacion deberia estar dispuesto a pasar un buen tiempo conociendo a su experto. A
veces, ingenuamente, creemos que un procedimiento funciona bien porque nos pro-
duce alguna distribucién en forma rapida y decidimos que esta representa bien la
informacion del sujeto.

Muchos autores han senalado problemas que pueden presentarse en los procesos
de elicitacion. Siu y Kelly en 1998 (Hamada et al., 2008) presentan un resumen de
los principales problemas que podemos enfrentar:

1. Problemas con valores cero para las a priori: la asignacién de un cero a una
densidad no se puede corregir con ningun tipo de dato.

2. Cuando se usa la opinion de los expertos, tenga cuidado con los sesgos generados
por la forma en que la gente piensa o siente.

3. Esté alerta con generar a priori demasiado estrechas (varianzas extremadamen-
te pequenas).

4. Asegurese de que la informacién usada en la elicitacion de la distribucion a
priori es relevante para el problema a resolver.

5. Sea cuidadoso cuando elicite distribuciones de pardmetros que no son directa-
mente observables.

6. Sea cuidadoso con el conservadurismo. Lo que se quiere ser es realista, no
conservador.

3.9.2. Parametros poblacionales a elicitar

En general, los procesos de elicitacion pueden ser mas o menos complejos de-
pendiendo del tipo de parametros a elicitar. Entre los parametros que son faciles de
elicitar tenemos las medidas de localizacién (medias y percentiles) y de dificultad
media a alta; entre estos tenemos las medidas de dispersion y asociacion y los de alta
dificultad como parametros especiales, por ejemplo, el de kurtosis o parametros en
modelos complejos como los de modelos de estructuras de covarianzas.
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3.10. Validacién del proceso de elicitacion

Este es un tema que genera muchas dificultades por las mismas caracteristicas
de la mayoria de los problemas en los que hay necesidad de efectuar la elicitacion.
Entre estas dificultades esta la caracteristica de los eventos, por ejemplo, no son
repetitivos o, si lo son, no ocurre en las mismas circunstancias. Otras dificultades
surgen con la disponibilidad de los expertos, ya que un proceso puede ser complejo
y no es facil garantizar la disponibilidad de ellos en situaciones diferentes. Existen
varios acercamientos a la validacion de un proceso de elicitaciéon que pueden hacer
referencia a:

= La concordancia entre la distribucion obtenida y las creencias del experto. En
un proceso de elicitacion usualmente el analista termina con la determinacion
de un modelo matematico, mas o menos abstracto; pensemos en un modelo beta
para reflejar conocimiento sobre una proporcién cuya ecuacion puede ser inin-
teligible para un experto. ;Cémo validamos este modelo final con las creencias
del usuario? Existen varias aproximaciones; una mediante la construccion de
graficos, otra mediante la presentacion de medidas de resumen, otra por medio
de la generacion de muestras hipotéticas poblacionales a partir de simulaciones
de valores de las distribuciones construidas.

» Determinacion de la calidad del proceso para obtener la informaciéon necesaria
del experto.

Un érea en la que, dadas sus condiciones particulares, se ha podido efectuar un
estudio detallado de diferentes técnicas de elicitaciéon y hacer propuestas para mejo-
rar es la meteorologia (Murphy y Winkler, 1984; Murphy y Winkler, 1977). Debido
a la geografia de los Estados Unidos, es necesario realizar pronésticos diariamente.
Esto tiene un gran impacto social y econémico, lo cual ha ayudado a generar gran
respetabilidad. Los pronosticadores en esta area permanentemente evaltan los dife-
rentes procedimientos usados. Se ha llegado a un consenso generalizado de que los
métodos de evaluacion subjetivos son los més apropiados dada la complejidad del
fenémeno. Habiendo tantos expertos y tantos datos, es facil establecer quiénes son
los expertos que tienen mejores resultados. Meeden (1978) propone procedimientos
para comparar expertos basados en el concepto de utilidad.

Una nueva teoria que se propone como alternativa para la utilidad esperada es
la teoria prospectiva. Argumentan sus autores (Tversky y Kahneman, 1992) que esta
teoria explica de mejor forma las violaciones que los sujetos tienen en la teoria de la
utilidad esperada. Los elementos de esta nueva teoria son:

= Una funcién de valor que es concava para las ganancias, convexa para las pér-
didas y tiene mayor pendiente para las pérdidas que para las ganancias.

» Una transformacion no lineal de la escala de probabilidad, la cual sobrevalora
las probabilidades pequenas y subvalora probabilidades moderadas y grandes.
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Kahneman y Tversky (1984) comentan que la primera aproximacion a la teoria
prospectiva esta en el trabajo de Daniel Bernoulli en 1738, en el cual él tratd de
explicar el porqué la gente es, en general, adversa al riesgo y el porqué esta aversion
disminuye cuando se incrementa la riqueza. Esta teoria resuelve el problema de la
utilidad esperada de Savage, la cual presume un hombre racional y que siempre
maximiza su utilidad. En el contexto tebrico, uno puede proponer teorias como las
anteriores y desarrollar metodologias para elicitar las probabilidades subjetivas, por
ejemplo, apuestas o loterias (Harrison et al., 2014), pero siempre vamos a enfrentar
la aversion al riesgo del experto. Otra cuestion que no se resuelve es el del supuesto
que el experto para un evento posee internamente una probabilidad numérica y que
debemos desarrollar el método para descubrirla. El experto puede mas bien tener
sentimientos que pueden mejor ser expresados por medio de funciones. Claro que
esto vuelve el problema de elicitacion mas complejo.

3.11. Automatizacién del proceso de elicitacion

Varios investigadores han desarrollado programas computacionales para ayudar
a automatizar el proceso de elicitacion de ciertos parametros de interés. Morris et
al. (2014) desarrollan un programa llamado MATCH, el cual puede utilizar varias
técnicas de elicitacion para variables univariables.

Una linea que se ha evolucionado lentamente es el desarrollo de software que per-
mita realizar elicitaciones computarizadas mediante programas que sean adaptables
y se ajusten a los valores que el experto proporcione. Un programa de tipo experi-
mental es Elicitator (Low Choy, James y Mengersen, 2009) o Explicit (Grigore et al.,
2017) que permite de alguna manera prever el futuro proximo en la elicitacion. En
R esté el paquete expert desarrollado por Goulet et al. (2009). Las ventajas serian
enormes en tareas que son muy repetitivas y que pueden generar errores por cansan-
cio de los participantes. Ademas, el experto en tiempo real puede ver sus resultados
y se le pueden entregar resultados hipotéticos mediante simulacion.

Fedde (2009) describe el uso de software especializado, el BET-EF (Bayesian
Event Tree for Eruption Forecasting), para elicitar informacion de vulcandlogos con
el fin de determinar las probabilidades de erupciones en volcanes tales como el Coli-
ma en México.

El desarrollo de Inteligencia Artificial (IA) nos abre puertas a procesos de elicita-

cion adaptables a las condiciones que se desarrollen con cada experto y que consideren
el tipo de problema sobre el que se trabaja.
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3.12. Conclusiones y recomendaciones

Diferentes métodos de elicitacion se han presentado a lo largo de este capitulo, en
el que se ilustran estrategias para adoptar, dependiendo de los intereses del investi-
gador y del problema que se abordara. Es de resaltar que la aplicacion de técnicas de
elicitacion a expertos requiere, ademés, de habilidades del elicitador para disminuir
los sesgos de informacion que se puedan obtener debido a factores no controlados
tales como los cambios en el estado de dnimo de los expertos (posibles intereses de
los mismos en los resultados del estudio) y que no fueron expresados en el proceso de
seleccion de los expertos, entre otros. Estos factores, llevan a centrar la atencion del
investigador en la correcta eleccion de la técnica a incorporar, la definicion adecuada
de los expertos y los mecanismos para reducir el sesgo.
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Capitulo 4

Método delphi

El método delphi, cuyo nombre se inspira en el antiguo oraculo de Delphos, fue
ideado originalmente a comienzos de los anos 50 en el seno del Centro de Investiga-
cién Estadounidense RAND Corporation! por Olaf Helmer y Theodore J. Gordon,
como un instrumento para realizar predicciones sobre un caso de catastrofe nuclear
(Cooke, 1991). Desde entonces, ha sido utilizado frecuentemente como sistema pa-
ra obtener informacion sobre el futuro (Landeta, 1999). Makridakis, Wheelwright y
Hyndman (2008) presentan aplicaciones en el caso de pronosticos.

El procedimiento delphi surge como una respuesta a la necesidad de estructurar
una metodologia que permitiera extraer informacion subjetiva de personas expertas
en un area. La palabra subjetiva para nosotros indica toda aquella informacion que
un individuo posee y que usualmente ha elaborado utilizando de variados procesos
sobre un tema; de ninguna manera significa arbitraria. Una forma de llevar a cabo
esta cuantificacion d esarrollada porla R AND Co. enlos anos cincuenta fue tratar
de resolver preguntas sobre armamentismo en la época de la guerra fria. Esta me-
todologia busca informaciéon consensuada sobre un tema especifico, elaborada en un
tiempo relativamente corto y con la participacion de varios expertos en un breve.
Jolson y Rossow (1971) ilustran el proceso delphi con una aplicacién en una cor-
poracion norteamericana y dan recomendaciones sobre su puesta en préactica. Ellos

L Ayyub (2000) afirma: “El desarrollo de métodos estructurados para la obtencién de opiniones de
expertos fue desarrollado por la corporacion RAND (Investigacion y Desarrollo) de Santa Monica,

California. La corporacion RAND surge como un esfuerzo conjunto de la Fuerza Aérea de los Estados
Unidos y el fabricante de aeronaves Douglas en 1946 y que se denominé Proyecto RAND. En su
primer ano de operacion, la RAND predijo que el primer satélite espacial se lanzaria a mediados
de 1957. La prediccion fue validada con precision por el lanzamiento del Sputnik ruso el 4 de
octubre de 1957. En 1948, RAND se separé de la Douglas como el primer tipo de corporacion
de expertos. La investigacion de la RAND Corp. se puede clasificar en cuatro c ategorias amplias:
(1) metodologia, (2) planificacion estratégicay téctica, (3) relaciones internacionales, y (4) nuevas
tecnologias. Casi todas estas categorias pueden confiar fuertemente en las opiniones de los expertos.
En sus primeros dias entre la Segunda Guerra Mundial y la guerra de Vietnam, RAND Corp.
desarroll6 dos métodos para la obtencion estructurada de opiniones de expertos: (1) Método delphi,
v (2) anélisis de escenario”.
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presentan tanto el formulario para la captura de la informacion requerida como los
resultados intermedios, mostrando las bondades del procedimiento.

Una ventaja de la metodologia delphi es que no requiere que los participantes se
conozcan. Esto evita posiciones dominantes o dominadas en las respuestas o los con-
ceptos que se emiten. En algunos casos es posible que los participantes se conozcan,
mas no las respuestas dadas en cada una de las rondas (Brown, 1968).

Una de las debilidades de esta metodologia radica en la dependencia fundamental
en el grupo de expertos. Por esta razon, el grupo coordinador debe estar en contacto
permanente con ellos, de tal forma que cualquier inquietud o necesidad sea resuelta de
la manera mas oportuna. Cuando los expertos son externos, es necesario garantizar su
equitativa remuneracioén econémica, realizando previamente un estimativo del tiempo
y esfuerzo que este procedimiento requiere.

4.1. Pasos de un delphi

Los pasos del método pueden describirse esqueméaticamente asi (Landeta, 1999):
1. Definicion del problema.

2. Determinacion de objetivos (pardmetros a elicitar).

3. Conformacion del grupo coordinador del delphi.

4. Determinacion del grupo potencial de expertos.

5. Elaboracion de las herramientas para una ronda (incluye encuestas, documen-
tos, etc.) y ejecucion.

6. Analisis y elaboracion de restiimenes de esta ronda.
7. Los pasos 5 y 6 se repiten hasta obtener un consenso.
8. Informe final.

Adams (2006) presenta un esquema procedimental que sirve como guia en un
proceso de elicitacion complejo. Este lo presentamos a continuacion.
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4.2. Un modelo para el proceso de elicitaciéon

4.2.1. Preliminares

= Prepare el proceso

o Confirme la necesidad de la elicitacion. Los procesos de elicitacion pueden
ser demasiado costosos y desgastantes; por lo tanto, debemos estar con-
vencidos de que es la forma més apropiada de construir las distribuciones
a priori. En muchas oportunidades, una buena bisqueda bibliografica nos
permite levantar estas distribuciones realizando metaanalisis. En general,
esta tltima aproximacion genera més confianza en los resultados entre los
investigadores.

e Escoja y entrene al facilitador. Esta persona es la que realmente va a llevar
a cabo el proceso y deberé generar no solo la confianza entre los expertos,
sino entender todas las sutilezas del proceso.

e Fstablezca los objetivos y la aprorimacion. La elicitacion de parametros
hace parte, generalmente, de un proyecto mayor. Por lo tanto, debemos
conocer cual es la importancia relativa de la elicitacion de pardmetros den-
tro de la investigacion. Esto nos permite establecer cuales son los objeti-
vos y determinar inicialmente la aproximacion; por ejemplo, elicitaciones
cara-cara, via internet, etc. También, nos ayuda a definir un perfil de los
expertos que se necesitan.

e Determine el presupuesto; tiempo, costo y recursos humanos.
= Defina el problema

e Confirme la definiciéon del proyecto.
e Defina las incertidumbres para las cuales se necesitan las a priori.
e Descomponga las incertidumbres si es necesario.

e Obtenga informaciéon o evidencia muestral para las probabilidades.
= Desarrolle el cuestionario

e Defina las preguntas que estén de acuerdo con las incertidumbres y las
preguntas directas.

e Defina las preguntas que usan una técnica de escala continua y las res-
puestas.

= Seleccion del experto

La seleccion de los expertos es un tema mayor, ya que de su selecciéon depende
el éxito o fracaso del método. Los expertos se seleccionan no solo por su conoci-
miento del tema, sino por su deseo de cooperar con el proceso y su disposicion
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a escuchar otras opiniones y a cambiar las suyas en caso de que las otras sean
méas convincentes. A pesar de esto sonar logico, la experiencia muestra que al-
gunos expertos estan tan convencidos de sus creencias que se niegan a escuchar
otras opiniones que los contradigan. Brown (1968) presenta un caso de predic-
cion de la poblacion mundial en el ano 2000 en el que los expertos venian de
areas tales como sociologia, demografia y crecimiento poblacional. En el primer
cuestionario se les pedia una autocalificaciéon de competencia, se asignaba un
nimero de 1 a 4, siendo 1 una persona muy competente.

e Determine las categorias de profesionales adecuadas. Esto depende basi-
camente de los objetivos y del alcance del proceso.

e Determine el nivel de experticia requerido.

e FEstablezca el grupo de expertos. La pregunta ; Cuantos expertos? es funda-
mental en esta etapa. Dependiendo de la complejidad del problema y del
presupuesto del que se pueden definir el nimero de estos y su nivel de es-
pecializaciéon. En un proceso delphi se recomienda un niimero de expertos
entre 10 y 20, pero no hay reglas absolutas sobre este ntimero. El proble-
ma de tener un numero muy grande de expertos es logistico. Si el nimero
de expertos es muy pequeno, la variabilidad en las respuestas puede ser
muy limitada; aunque en la practica es comun escuchar la ejecucion de
un delphi en pequena escala, estos son estudios limitados usualmente por
tiempo o por costo.

e Obtenga el grupo de expertos que va a participar. Debemos preparar un
documento de invitacion en el cual se detallen los objetivos de la inves-
tigacion de tal forma que el experto sea capaz de interesarse y visualizar
su papel dentro del proceso. También debe ser claro para el experto cuan-
to va a recibir como retribuciéon por su participacion y cuéles serdn sus
requerimientos.

4.2.2. Elicitacion

= [stablecimiento de citas o la metodologia a utilizar si es via internet. Dadas las
condiciones tecnolégicas actuales, realizar un proceso de elicitacion via internet
es una forma econémica y, en general, disponible en los ambientes académicos.
Skipe o Zoom son grandes herramientas que permiten interactuar cara a cara
con el experto, permitiendo resolver inquietudes en tiempo real. Sin embargo, el
proceso puede contar con varias formas de levantar la informacion, por ejemplo,
mediante cuestionarios para ser desarrollados por los expertos, con discusiones
abiertas via internet de las respuestas dadas por ellos.

e Presente el facilitador. El facilitador es la persona que va a ser el medio
entre el experto y la representacion en papel de sus incertidumbres. Es
de importancia extrema tener una persona que entienda el lenguaje, los
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prejuicios (heuristicas) y las dificultades que puede tener el experto al
expresar su conocimiento y ser capaz de obtener en forma adecuada las
incertidumbres. Por lo tanto, el facilitador debera ser una persona que
genere una reaccion positiva entre los expertos.

e Explique el propdsito de la elicitacion. Como una fase inicial del delphi se
requiere una socializaciéon entre el grupo de expertos de la metodologia,
haciendo énfasis en las ventajas del procedimiento, por ejemplo, mediante
el anonimato es posible dar respuestas que estén en concordancia con la
informaciéon que un experto tiene, pero que a los otros expertos pudieran
no estar de acuerdo. Cabe recordar que toda respuesta es justificada por
parte del experto.

o Determine los horarios.

e Discuta el proceso de retroalimentacion.
» Codificacion por parte de los expertos

e Motivacion de los expertos y determinacion de sesgos.

e Estructuracion del parametro mediante su clara definicién y explicacion
al experto.

e Condicionamiento al experto de tal forma que piense fundamentalmente
en sus juicios.

e Codificacion de sus juicios probabilisticos.

e Verificacion de las respuestas chequeando su consistencia y viendo si el
experto cree en sus resultados.

4.2.3. AnaAlisis de los juicios subjetivos
» Asignacion de valores numéricos de probabilidad de los expertos. Si contamos

con expertos normativos, esta tarea es relativamente facil de realizar.

e Obtenega estimaciones del rango completo mediante la suavizacion y es-
calamiento de las estimaciones de expertos.

e Convierta los valores suavizados en probabilidades coherentes que sumen
uno.

e Construya la distribucién de probabilidad.
» Asignacion de probabilidades numéricas a los valores agregados de los expertos

e Defina la ponderacién apropiada a las estimaciones.

e Encuentre las estimaciones ponderadas.
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e Obtenga valores suavizados de los agregados.

e Convierta los valores suavizados en probabilidades coherentes que sumen
uno.

e Construya la distribucion de probabilidad.

Protocolos similares al anterior han sido utilizados, discutidos y promovidos por
Low Choy, O Leary y Mengersen (2009) para realizar trabajos aplicados en proble-
mas ecologicos.

4.2.4. Sobre los cuestionarios

La elaboraciéon de los cuestionarios es una etapa critica del proceso. Estos de-
ben presentar toda la informacion relevante de tal forma que el experto pueda dar
la respuesta que mas concuerde con su conocimiento actual del topico en cuestion.
Por lo tanto, deben ser claros y suministrar informacion que ilustre lo suficiente al
experto, pero sin conducirlo a una respuesta predeterminada. La forma de redactar
una pregunta puede afectar las respuestas y, en consecuencia, debemos ser extrema-
damente cuidadosos en las propuestas que sean aceptadas. Los grupos de expertos
heterogéneos pueden entender palabras o frases completas en forma diferente. Los
cuestionarios tienen al menos dos componentes distinguibles: material de contextuali-
zacion y preguntas sobre los objetivos propiamente dichos. Un mismo objetivo puede
estar sujeto a varias preguntas con el fin de simplificarlo (subdivision del objetivo) o
de validarlo. La parte de contextualizacion puede tener material adicional que ayude
al experto a aclarar definiciones, a compartir datos estadisticos, noticias recientes o
restiimenes realizados por el grupo coordinador de rondas previas.

Los cuestionarios se elaboran de manera que faciliten, en la medida en que una
investigacion de estas caracteristicas lo permita, la respuesta por parte de los consul-
tados. Preferentemente, las respuestas habran de poder ser cuantificadas y pondera-
das (ano de realizacion de un evento, probabilidad de realizacion de una hipotesis,
valor que alcanzara en el futuro una variable o evento).

Se formularan preguntas relativas al grado de ocurrencia (probabilidad) y de im-
portancia (prioridad), y la fecha de realizacion de determinados eventos relacionadas
con el objeto de estudio: necesidades de informaciéon de este, gestion de la informa-
cion del entorno, evolucidon de los sistemas, evolucion en los costos, transformaciones
en tareas, necesidad de formacion.

En ocasiones, se recurre a respuestas categorizadas (Si/No; Mucho/Medio/Po-
co; Muy de acuerdo/De acuerdo/Indiferente/En desacuerdo/Muy en desacuerdo) y
después se tratan las respuestas en términos porcentuales tratando de ubicar a la
mayoria de los consultados en una categoria.
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La ejecucion del cuestionario por parte del experto puede realizarse en forma tal
que este no sienta presion o tension por factores de tipo externo o de tiempo. En
todo caso, siempre debe disponer de un integrante del grupo coordinador para que
le resuelva cualquier inquietud con respecto al cuestionario o a la informaciéon en él
plasmada. Este integrante del equipo coordinador no debe generar reacciones nega-
tivas; por ejemplo, si el sujeto del equipo coordinador tiene una actitud dominante,
puede intimidar a un experto y este sentirse cohibido para dar respuestas apropiadas.
Esta ejecucion puede tardar desde unos pocos minutos hasta varios dias, y depende
de la disposicion del experto. El tiempo debe manejarse de tal forma que en ningtn
momento los expertos se sientan cansados u obligados a permanecer por mas tiempo
del necesario.

Los anélisis realizados por el grupo coordinador retroalimentan el grupo de exper-
tos, ya que se resumen los argumentos presentados por estos en los cuestionarios y se
presentan medidas y graficos de tipo estadistico que son el insumo en las siguientes
rondas.

Obtencioén de los principales resultados: los principales estadisticos que se emplea-
ran en el estudio seran medidas de tendencia central y dispersion: media, mediana,
moda, maximo, minimo y desviacion tipica. Esto nos permite tener una vision de
conjunto de los resultados obtenidos en cada una de las preguntas, aunque luego solo
se utilicen la media o la mediana como valor para la segunda vuelta. La media y la
mediana nos indican la tendencia central de la distribuciéon o conjunto de respuesta
de expertos, al igual que la moda. El méximo y el minimo nos indican las respuestas
extremas. La desviacion nos senala el grado de dispersion en las respuestas (si méas
o menos los expertos se hallan en torno a las cifras de la media o no). Los cuartiles,
vendrian a ayudar también en la vision del grado de dispersion de las respuestas.
El cuartil 1 (Q1), que es igual al percentil 25, seria el valor que deja el 25% de las
respuestas por debajo de ella y el 75 % por encima. El cuartil 3 (Q3), que es igual
al percentil 75, seria el valor que deja el 75% de las respuestas por debajo de ella
y el 25% por encima. Es decir, entre Q1 y Q3 se situaria la mitad central de las
respuestas obtenidas.

4.2.5. Ejecucién de la segunda vuelta

Como puede observarse en la formulaciéon mas académica o tedrica del método
delphi (Godet, 1996; Landeta, 1999), trabajar buscando la convergencia de los exper-
tos con base en disminuir el espacio intercuartil precisando la mediana supone tener
que realizar tres o mas vueltas (consultas) a los expertos. Por esto, aunque se han
llevado a cabo formulaciones clésicas del método delphi, considerando los objetivos
de la investigacion y el horizonte temporal relativamente proximo respecto al que
encaramos para el estudio prospectivo, optaremos por el siguiente sistema:
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Objetivo del lanzamiento y tratamiento de la segunda vuelta

Una segunda vuelta en el estudio se plantea con un doble objetivo:

» a) Remitir y hacer participes de la informaciéon obtenida a todos aquellos que
han colaborado en el estudio con la aportacién de su conocimiento y opiniones.

» b) Consolidar y refrendar los resultados obtenidos en la consulta inicial. De
hecho, la experiencia indica que las variaciones respecto a los resultados iniciales
son minimas en este tipo de estudios.

Metodologia para el lanzamiento y tratamiento de la segunda vuelta

a) Se seleccionan la media o la mediana de las respuestas a las preguntas de la
primera ronda y dependera del tipo de pregunta; si las desviaciones tipicas no son
excesivas, se utiliza la media.

b) Se solicita a los expertos que indiquen su acuerdo o desacuerdo con dicha
media.

¢) Se pide a los expertos que no se hallan de acuerdo con la media que argumenten
sus razones. ;FEsta usted de acuerdo con la media obtenida para el conjunto de los
consultados? Si/No. En caso de que no esté de acuerdo, jcuél es el nuevo valor que
propone? Si lo juzga necesario, jpodria justificar dicha respuesta?

d) Se calcula la nueva media o mediana (a los expertos que se muestren de acuerdo
se les fijara el valor de la media anterior).

Los valores propuestos y razonados por los expertos que siguen manteniendo
valores diferentes de la media sirven para elaborar escenarios alternativos o formular
hipotesis de futuro alternativas (el futuro no es unico y predeterminado), que seran
més valiosas en funciéon de la calidad del experto en el tema.

A este respecto, hay que senalar que a veces se ha recurrido a calificar la compe-
tencia del experto en cada pregunta o bloque de preguntas (también se ha utilizado
la autocalificacion) y a ponderar las respuestas en funciéon de la calificacion del ex-
perto. Muy bueno (3), bueno (2), regular (1), no es competente para responder (0).
Sin embargo, dado el caracter del estudio no se considera necesaria ésta medida.

Validaciéon del delphi

Dada la forma en que se procede en esta metodologia, su proceso de validacion
puede ser complejo y puede hacerse solo en condiciones relativamente sencillas en
las cuales exista un modelo fiable que arroje predicciones y pueda, por lo tanto,
realizarse una comparacion con los valores generados por el delphi. Otra opcion es
realizar dos delphi simultaneamente, donde los expertos se aleatorizan. Los resultados
finales pueden, por lo tanto, compararse.

En cada etapa se debe realizar un analisis estadistico que cubra diferentes aspec-
tos:
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1. Generacion de medidas de tipo general como las de localizacion, dispersion y
sesgo. Entre las medidas de localizacion que se usan se tienen el promedio aritmético y
la mediana, siendo esta tltima la méas usada debido a su robustez estadistica. También
se usan algunos percentiles, tales como el 10, 25, 75 y 90. Entre las medidas de
dispersion, en procesos delphi se utiliza el rango intercuartilico. Uno de los objetivos
del delphi es la reduccion del rango intercuartilico con el transcurrir del proceso.

2. Analisis del grupo. Este hace referencia a la determinacion de si existen grupos
homogéneos entre los expertos. Si es asi, estos grupos deben ser caracterizados. El
analisis de Cluster es una técnica mutivariada que, a partir del célculo de distancias
entre los expertos, nos permite determinar si existen uno o varios grupos. Es posible,
mediante esta técnica, determinar también si existe algiin individuo cuyas respuestas
puedan considerarse atipicas y, por lo tanto, estaria conformando un grupo de un
solo individuo.

4.2.6. Errores en un delphi

Sacman (Ayyub, 2001) encontré que en la aplicacion del delphi a menudo se
cometen los siguientes errores:

= Se trabaja con cuestionarios pobres. Muchos profesionales de la estadistica no
recurren a profesionales en el area de elaboracion y validacion de cuestionarios,
como pueden ser los sicometristas y se desarrollan instrumentos deficientes.

= No se atiende a las buenas practicas estadisticas de muestreo y la reducciéon
de datos. En la seleccion de un grupo de expertos para un proceso delphi no
se tiene una muestra aleatoria de estos ni sus opiniones pueden considerarse
representativas desde el punto de vista estadistico.

= No se proporcionan medidas de confiabilidad.
= No se define el alcance, las poblaciones y las limitaciones.

= Involucran métodos de agregacién confusos de opiniones de los expertos con
predicciones sistematicas.

= Inhiben la individualidad, promueven la conformidad y penalizan a los disiden-
tes.

» Refuerzan e institucionalizan los primeros hallazgos.
= Puede dar una ilusion exagerada de precision.
= Se carece de profesionalismo.

El valor del método delphi esta en su intento inicial de usarse como una herra-
mienta heuristica, no cientifica, para explorar asuntos desconocidos o vagos que son
inaccesibles de otra forma. No es un sustituto para la investigacion cientifica.
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Cuestionario para la primera ronda

El cuestionario del delphi es mas una guia. Un ejemplo podria ser:

s La probabilidad de que la economia colombiana crezca en mds de un 3% el

prozimo ano es menor que 0.25.

Estoy fuertemente de acuerdo con la
informacion anterior.

Estoy de acuerdo con la afirmaciéon anterior.

No estoy seguro de la informaciéon anterior.

Estoy en desacuerdo.

Al Bl R

Estoy fuertemente en desacuerdo.

Justifique su seleccion:

s La poblacion en Colombia para 2020 estd proyectada en 50.912.429 habitan-
tes. En la actualidad se calcula en 45.508.205 y para 2015 se proyecta en
48.202.617. En la actualidad el consumo per cdpita es $200.000. ;Usted cree

que este consumo per cdpita se mantendrd en 2015%

Estoy fuertemente de acuerdo
con la informacién anterior.

Estoy de acuerdo con la afirmacién anterior.

No estoy seguro de la informaciéon anterior.

Estoy en desacuerdo.

G

Estoy fuertemente en desacuerdo.

Justifique su seleccion.

» ;Cludles factores cree usted que promueven el consumo de cemento en el pais?

» s Qué porcentaje del cemento vendido se dedica a obras publicas?

4.3.
pertos

En algunas situaciones podemos tener informacion elicitada a varios expertos.
La combinaciéon de las probabilidades proporcionadas por ellos es un asunto dificil
(Clemen y Winkler, 1990). Una serie de probabilidades subjetivas se dice que esta
calibrada si, agrupando todos los eventos con probabilidad cercana a p, la propor-
cion de ellos que realmente ocurre es aproximadamente p (Li y Krantz, 2005). El
problema para nosotros es que necesitamos una sola distribucién de probabilidad.

Combinacién de la informacion de miltiples ex-
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., Como combinamos las distribuciones de los expertos? Hay dos métodos populares:
la media ponderada y la media geométrica?. Si tenemos las distribuciones elicitadas
£1(0),...,&(0), donde k es el nimero de expertos, entonces la distribucion definitiva
se calcula como:

5(9) = Zwi&(@)a (4-1)

donde w; > 0y Zle = 1 son los factores de ponderacién que miden la calidad de
los expertos. Para Clemen y Winkler (1997) es conocido como Logarithmic Opinion
Pool:

£(0) = KH &(0)", (4.2)

donde w; > 0y son los factores de ponderaciéon que miden la calidad de los expertos y
K es una constante de normalizaciéon para garantizar que, al final, la funciéon hallada
sea una funcion densidad de probabilidad. Sobre las ponderaciones se han propuesto
diferentes procedimientos para su asignacion (Winkler, 1968; Van Noortwijk et al.,
1992). Por ejemplo:

1. Ponderaciones iguales. En este caso suponemos que los expertos son absoluta-
mente comparables y no tenemos alguna informaciéon adicional que nos permita
discriminar entre ellos.

2. Ponderaciones proporcionales a un ranqueo de los expertos. Ranquear es un
proceso de comparacion relativamente simple y nos permite, dadas las hojas de
vida de los diferentes expertos, establecer el orden de importancia de cada uno
de ellos. Este procedimiento tiene la desventaja de que no nos permite definir
qué tan diferentes son un par de expertos.

3. Pesos proporcionales a una autoevaluacion. El experto puede, dados algunos
criterios establecidos con antelacion, autoclasificarse en una escala particular.

2Cooke (1991) considera la familia conocida como la r-norma elemental y definida por una media
ponderada o Linear Opinion Pool (Clemen y Winkler, 1997)

E 1/r
M, (j) = (Z wm%) )
=1

y la probabilidad r-norma dada por:

Py = M)
T - n )
2 k=1 Mr(F)
la normalizacién de las medias. En este caso E es el nimero de expertos y el i-ésimo experto
proporciona un vector de probabilidades p;1, ..., p;n para los eventos Aq, ..., A,, una particion del

conjunto de interés.
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Esto puede mejorarse si a cada experto se le informa quiénes serédn parte del
grupo de estos, ya que en temas muy especializados los expertos usualmente se
conocen y pueden evaluar la calidad de los otros y de ellos mismos con respecto
a los demas.

4. Ponderaciones basadas en la experiencia elicitatoria de los expertos en las cua-
les se puedan comparar los resultados reales. Esta seria la situacion ideal, ya
que, si tenemos los resultados de elicitaciones comparables realizadas por ellos
y conocemos los resultados reales, podriamos calificarlos objetivamente. Esto
es posible en meteorologia, en la que los expertos presentan sus predicciones
diariamente y las observaciones climaticas se obtienen casi en forma continua.
En nuestro pais tenemos las encuestas de expectativas econémicas que han sido
realizadas durante tantos anos y pueden ser usadas para este proposito.

5. Calibraciéon de acuerdo con la informaciéon obtenida. Este procedimiento per-
mite evaluar los datos proporcionados por los diferentes expertos mediante
resimenes estadisticos de especificidades de los datos obtenidos. Por ejemplo,
en el caso del histograma se podrian ordenar las probabilidades representa-
das por cada barra del grafico y determinar las distancias entre los expertos o
con respecto a un valor promedio. Estas distancias se usan para ponderar los
expertos.

Van Noortwijk et al. (1992) desarrollan un protocolo que puede aplicarse facil-
mente. Si se tienen E expertos y se les pide elicitar su informacion sobre la duracion
de un objeto, se determina una particion del espacio muestral y a cada experto e se
le construye una verosimilitud.

m

pe |pA preﬁnpze _ szujﬂnie7 (4'3)

=1

donde:

= w, > 0 representa la ponderacion del experto e que nos determina nuestra
valoracion de dicho experto.

= [ es determinada como una valoracion del grupo completo de expertos.

= n;, es el nimero virtual de observaciones o tamano muestral equivalente del
experto e para la proporcion p;4.

Si se asume independencia de opinién entre los expertos, tenemos la verosimilitud
total:

E m

L(py,....,pelpa) =[] H g Hpﬁzel“’““i (4.4)

e=1 =
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donde 25:1 wen;e corresponde al namero virtual de observaciones atribuidas al grupo
de expertos.

Morris (1974) realiza una discusion sobre el valor de un experto, considerando
la calidad de la informacién proporcionada por €l en términos del efecto de la de-
cision que sea tomada a partir de su conocimiento. Esta es una consideracion de
importancia cuando es necesario recompensar monetariamente a los expertos. Fedde
(2009) describe el procedimiento usado para mezclar la informacién proporcionada
por expertos vulcanoélogos sobre las probabilidades de diferentes tipos de erupciones.
Los expertos son expuestos a un cuestionario en el que deben responder preguntas
de control y preguntas de autocalificacion. A partir de esta informacién, se construye
un score para cada experto.

Lindley (1983) considera la situacion en que se tiene la informacion del experto
mas la informacién proporcionada por otros expertos en forma de distribuciones de
probabilidad. ;Cémo combinarlas de tal forma que se pueda incorporar el nivel de
confianza que se tenga en la informacion de estos expertos? Si tenemos K exper-
tos, cada uno con distribucion de probabilidad individual &, ¢ = 1,..., K, entonces
podriamos considerar una mezcla de distribuciones dada por:

£Otros (6) = Z wz&(e), (45)

donde los w; representan los niveles de confianza que se poseen en la informaciéon
proporcionada por los expertos tal que 0 <w; <1y

Y wi=1 (4.6)

Por lo tanto, si la a priori del experto es £(f), la distribucion actualizada seré:

€ (0|0tros) o< £(0)&otr0s (0) (4.7)

Lindley y Singpurwalla (1986) presentan una aplicacion de la metodologia en el
campo de la confiabilidad de sistemas, considerando uno que posee n componentes
con tasas de fallas desconocidas. Un problema con la metodologia propuesta por
Lindley es que considera que cada experto tiene el mismo nivel de experticia, cosa
que en la préactica no siempre es asi.

Leonard (1998) presenta el siguiente procedimiento para mezclar la informacion
elicitada de m expertos: si I}, Fs, ..., F,, son las funciones de distribuciéon acumula-
das elicitadas para un vector de parametros 8 € © y se considera que los expertos
tienen una base comin de conocimiento; si se considera que las F; son realizaciones
de procesos de Dirichlet independientes en una clase lo suficientemente amplia de
FDA con funciones paramétricas respectivas {a;A(0); 0 € ©}; las ay, as, . .., a,, son
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parametros positivos y A(€) es la FDA comun de las F}; por ultimo, la a; mide la
concordancia del i-ésimo experto con el grupo de expertos y A es la distribuciéon a
priori mezclada, la cual debe ser usada como la base para las inferencias mezcladas
para 6.

La inferencia para A = A(@), para 6 fijo, y cuando ay,as, ..., a,, estan especifi-
cados, puede estar basada en la funciéon de verosimilitud:

Lol F) = [ ey ™ 0= B )

=1

para 0 < A< 1y F; = F;(0).

Esto proporciona una base para la inferencia con respecto a A, la cual permite
combinar las m distribuciones Fi, Fs, ..., F,, en una forma coherente. A puede ser
estimado como:

A* (9) _ Zzﬁ;lrgai + 1) E(e) (49)
>oien (@i +1)

Ingreso promedio de un taxista. En un trabajo realizado por 12 grupos, cada
uno elicité la informacion de taxistas sobre el ingreso promedio de uno en un dia
tipico de trabajo, con el fin de determinar el impacto econémico que el conjunto de
taxis tiene en la economia de la ciudad en un dia corriente. La informacion elicitada
fue modelada con una distribucion gamma (aq, f5;), parai = 1,2,...,12. Los valores
obtenidos estédn en la tabla 4.1.

Tabla 4.1. Pardmetros estimados del modelo gamma para cada grupo

Q; Bi
1 3805 27
2 8331 64
3 8047 62
4 6383 44
5 | 15771 118
6 13621 116
7 8446 64
8 5040 44
9 2285 21
10 2446 22
11 2249 18
12 1784 15

La distribuciéon a priori (asumiendo que los grupos son similares y no tenemos
informacion que nos permita cuantificar la habilidad en su proceso de elicitacion) la
resumimos como:
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12

0= 153 1oy o (A0 (4.10)

Si utilizamos la distribucion calculada a partir de la media geométrica de las a
priori obtenemos:

12
£(0) x piZy ai/12-1 exp (—92@/12) : (4.11)
i=1

Densidad
0.2 0.3 0.4

0.1

0.0

100 120 140 160
Producido bruto medio

Figura 4.1. Distribucion a priori del ingreso bruto por dia en miles de pesos.

Las funciones elicitadas por los distintos grupos de expertos se representan en
color gris. La distribucién a priori obtenida a partir de la combinacién de estas fun-
ciones, mediante una distribucién mezclada, se muestra en negro con linea punteada.
Por su parte, la linea negra continua representa la distribuciéon a priori calculada
utilizando la media geométrica.
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Observe la gran variabilidad de la distribucién resultante de la mezcla de a priori
(linea punteada en la figura 4.1), la cual refleja mucha més incertidumbre que cada
una de las distribuciones individuales. Es clara la diferencia entre esta distribucion
y la resultante cuando usamos la media geométrica (linea negra continua), la cual
puede ser considerada una a priori promedio en una poblacién de expertos.

4.3.1. AnaAlisis exploratorio de expertos

Cuando se tienen las distribuciones a priori de diferentes expertos, es posible
analizar sus datos, de tal forma que se pueda determinar si existen grupos homogéneos
dentro de los expertos que permitan realizar una caracterizacion de estos. Como
una ilustracion presentamos los resultados obtenidos de un experimento donde se
le solicitaba a un conjunto de expertos (personas a las que se habia preparado en la
evaluacion de la edad de personas) que construyeran la distribucion personal sobre la
edad de un sujeto del cual se les presentaba una foto de pasaporte. Luego de obtener
las distribuciones a priori, se realizd6 un anélisis de clister, la técnica multivariable
para formar grupos homogéneos y, claramente, se observan dos grupos. Esto puede
permitir la realizaciéon de dos anélisis paralelos, de tal forma que para el mismo
problema, estos brinden una vision mas amplia sobre las consecuencias de cualquier
decision.
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Distribuciones elicitadas
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Figura 4.2. Funciones elicitadas a 12 sujetos (expertos) sobre la edad de un individuo
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Agrupaciones de elicitadores
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Figura 4.3. Dendrograma de distribuciones a priori elicitadas

Si dividimos las a prioris elicitadas en tres grupos, el dendrograma muestra que
los expertos E1, E2, E5 y E6 forman un primer conjunto con distribuciones simila-
res, lo que indica un alto nivel de consenso entre ellos. Por otro lado, los expertos
E3, E4, E7 y E8 conforman un segundo grupo con una estructura distinta, reflejan-
do una percepcion diferente del parametro analizado. Finalmente, los expertos E9,
E10, E11 y E12 se agrupan en un tercer conjunto, sugiriendo que sus distribuciones
a priori comparten caracteristicas propias que los diferencian de los otros dos grupos.

Esta segmentacion permite simplificar el analisis al trabajar con tres modelos
representativos, en lugar de considerar cada experto individualmente. Al observar
las diferencias entre los grupos, se pueden identificar patrones en la forma en que los
expertos perciben el parametro, lo que facilita la toma de decisiones y la selecciéon
de distribuciones a priori mas ajustadas a la realidad del estudio.

4.3.2. Conclusiones y recomendaciones

A pesar de la complejidad en la aplicacién del método delphi, esta técnica ha
sido ampliamente aplicada en multiples areas de las ciencias. La planeacion de un
proceso de elicitacion bajo el método delphi requiere de la aprobaciéon y disposiciéon
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previa de los expertos para proporcionar informaciéon de calidad en todas las rondas
que se lleven a cabo hasta alcanzar consenso acerca de la informaciéon elicitada.
El analisis exploratorio de expertos es una estrategia clave con fines de acortar el
nimero de rondas del proceso delphi por medio de la obtenciéon de valores iniciales
que representen puntos medios de las creencias de los expertos.
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Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. Elicitacion de la media

La media es por excelencia el pardmetro mas utilizado en estadistica para repre-
sentar una poblacion; aunque, cuando uno habla con usuarios es notable la confusiéon
que se tiene con otros pardmetros como la mediana o la moda. Estas confusiones
generan problemas con métodos directos de elicitacion, asuntos a resolver, conside-
rando métodos robustos ante estas concepciones erréoneas. Van Dorp y Kotz (2002)
discuten la estimacion tradicional de la distribucién triangular; sin embargo, en pro-
cesos de elicitacion esta distribucion puede ser de gran ayuda en el inicio, ya que el
experto solo debe proporcionar informacién sobre la moda, el minimo y el méximo
valores plausibles.

Ejemplo: elicitaciéon de la estatura de los hombres adultos jévenes en
Medellin. En este caso, vamos a ilustrar el uso de la técnica de la funcion de dis-
tribucién acumulada para elicitar la estatura promedio de los hombres adultos sanos
entre 20 y 30 anos en Medellin. Para realizar esto, vamos a utilizar la técnica de la
muestra hipotética.

Primero determinamos un par de valores, de modo tal que estamos absolutamen-
te seguros de que toda la poblacion de estaturas cae en el intervalo definido por
estos valores, que podrian ser 145 cm y 210 cm. Para determinarlos, podemos usar
elementos como una cinta métrica, la altura de una puerta tipica, etc. Estos elemen-
tos nos ayudan a visualizar la poblaciéon y nos permiten descartar de plano valores
imposibles; por ejemplo, un hombre sano no puede medir 100 cm.

Una vez determinado este par de limites, podemos concentrarnos en la mediana:
Si tuviéramos una muestra de tamano 100, ;cudl seria el valor de la estatura que
creyéramos nos dividiria la muestra en dos grupos, uno con los 50 mas bajitos y
el otro con los més altos? Creemos que 170 cm es ese valor. Este corresponde al
percentil 50.
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# Cargar libreria

library (ggplot2)

# Datos

probas <- c¢(0, 0.10, 0.25, 0.5, 0.75, 0.90, 1)
estatura <- c(145, 163, 167, 170, 175, 178, 210)
datos <- data.frame(estatura, probas)

# Grafico
ggplot (datos, aes(x = estatura, y = probas)) +

geom_line(color = "steelblue", size = 1) +
geom_point (color = "steelblue", size = 2) +
geom_hline(yintercept = probas, linetype = "dashed", color = "
gray70") +
labs(x = "Estatura (cm)",y = "Probabilidad",
title = "Distribucidén acumulada de las estaturas\nde los hombres
de Medellin") +
theme _minimal (base_size = 13) +
theme (
plot.title = element_text(hjust = 0.5, face = "bold"),
axis.text.y = element_text(angle = 90, hjust = 0.5)
)

Distribucion acumulada de las estaturas
de los hombres de Medellin

Probabilidad
0.25 0.50 0.75 1.00

0.00

160 180 200
Estatura (cm)

Figura 5.1. Funcion de distribucion acumulada de la estatura de los hombres en
Medellin
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# Funcidén auxiliar que dada una probabilidad nos da el percentil
x.s<-function(y.s,x1,x2,pl,p2){

res<-1m(c(pl,p2) “c(xl,x2))$coefficients

xx<-(y.s-res[1]) /res[2]

return (xx)

}

# Distribucidén a priori simulada
dist.apriori.sim<-function(x.s,p.s,Nsim=1000,n.equ=10,funcion=’mean’
) {
simulados<-NULL
y<-sort (runif (Nsim*n.equ))
for(i in 2:length(x.s)){
y.temp<-y[y<p.s[il]
n<-length(y.temp)
y<-y[-(1:n)]
temp<-x.s(y.temp,x.s[i-1],x.s[i]l,p.s[i-1]1,p.s[il)
simulados<-c(simulados , temp)
}# fin if
simulados<-matrix(sample(simulados) ,ncol=n.equ)
resu<-apply(simulados,1,FUN=funcion)

plot(density(resu) ,main=’Distribucidén a priori simulada’,ylab=’
Densidad’)

return(resu)

}# fin dist.apriori.sim

resl<-dist.apriori.sim(estatura,probas)

summary (resi)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
## 159.5 169.1 171.1 171.3 173.5 182.3

sd(resi)
## [1] 3.327855
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Distribucion a priori simulada

Densidad
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
I

I I I I I I
160 165 170 175 180 185

N =1000 Bandwidth =0.7498
Figura 5.2. Distribucion a priori simulada de la media de la estatura de los hombres

en Medellin, asumiendo un tamano muestral equivalente de nuestro conocimiento a
priori tqual a 10

resl<-dist.apriori.sim(estatura,probas,n.equ=30)
summary (resi)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
## 164.4 169.9 171.0 171.1 172.3 181.1
sd(resi)

## [1] 1.874711
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Distribucion a priori simulada
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Figura 5.3. Distribucion a priori simulada de la media de la estatura de los hombres

en Medellin, asumiendo un tamano muestral equivalente a nuestro conocimiento a
priori igual a 30

res2<-dist.apriori.sim(estatura,probas,funcion=’var’,n.equ=30)
summary (res?2)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

## 13.01 75.96 105.96 109.25 138.65 275.17

sd(res?2)
## [1] 45.77769
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Distribucion a priori simulada
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Figura 5.4. Distribucion a priori simulada de la varianza de la estatura de los hombres
en Medellin, asumiendo un tamano muestral equivalente a nuestro conocimiento a
priori iqual a 30

5.1.1. Familia conjugada normal: media y precisién descono-
cidas

Este caso, a pesar de lo simple que puede parecer, muestra la complejidad a la
que puede llegar a enfrentarse el estadistico ante la presencia de varios parametros.

Suponga que Xi,---, X, es una muestra aleatoria de una distribuciéon normal
con un valor desconocido de la media g y un valor desconocido de la precision 7
(1 >0).
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= Distribucién a priori conjunta de p y 7

1. La distribucién condicional de p dado 7 es p ~ N (o, 707) donde 7o7 es
la precision, tal que —oo < g < co 'y 79 > 0.

2. La distribucién marginal de 7 es Gamma (v, 5y) donde oy > 0y Sy > 0.
= Distribucién posterior conjunta de ;1 y 7 cuando X =«

1. La distribucion condicional de p dado 7 es:

(| X =z) ~ N (1, 71), (5.1)
donde:
_ Tofo +NnT
Hr = —7_0 Th
= (10+n)T,

y T es la media muestral.

2. La distribucion marginal de 7 es Gamma (a4, £1) donde:

n

o = oo+ 5

B = ot 3 (o — a4 ROt

! D) " 2(1o + 1)
Prueba
Recuerde que:
flz,y
el = L5 = (o) = £ ) 10 (5.2

Si Xi,---, X, es una muestra aleatoria de una distribucién normal con un valor

desconocido de la media g y un valor desconocido de la precision 7 (7 > 0), la
verosimilitud seréa:

172
2T

L (u, 7| Datos) = H Nors exp (—g (z; — M)Q) (5.3)

n/2 _T )2
x e (537

91



Ahora:

L (u, 7| Datos) o 7"%exp (—% (n—=1)S*+n(z - ,u)2)) (5.5)
x 72 exp (—%(n — 1)S2> exp (—% (z — ,u)2)

La a priori es:

§(p,m) = &(ulT)E(T) (5.6)

o 72 exp (=I5 (1 = o) )70 exp (o)

La a posteriori sera:

E(p, ) o 2 exp (—g(n — 1)52) exp (—% (z — ,u)2> (5.7)
x7'/% exp (—% (1 — M0)2> 7" exp (—fo)

o< T2 exp <—% [n (2 = p)’ + 70 (1 — M0)2]>

x 7% ! exp (—7‘ (W + 50))

n(@— )+ 70 (n—po)| = nlu=2)+ 70— m)’ (5.8)
= nu?® = 2nuZ + nZ* + 10 — 27040 + Toug

Ahora:

= (n+1) ,u2 — 2 (nZ + Topo) + nz? + To,ug

nT + T B
= (n+7o) [Mz - QM((HJFTO(SO)] +na® + Tou
(nZ + Topo) | (n@ + Touo)’
= (n+m)|u*—2pu —
(n+79) (n+70)2

(nz + 70/110)2
(n + 7'0)

_ (nZ + 1om0) \* (@ + Topo)’
- (””0)(“_ (n+70) ) G

+ niz? + 7'0,u(2)

+nz’ + T()/Lg
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Luego, la a posteriori queda:

T (nZ +Top0) > (nZ + Topo)”
€)oo (< [ (s O )

Q2
x 72412 ra0—1 oy (—T <(n21)5’ + ﬂo))
 exp [T+ ( . <nf+wo>>2
P 2 a (n+10)
(T +T1op0)” | o 2

(n n 7’0) + nx” + Tougy )
Q2
/2201 gy (_T <(”1)S + 50))

exp | —=
2
2

(nZ + Topo)’

Ahora:

(nZ + Top10)’ 2 2

——— T+
(n+ 7o) ofto
— (nZ + Topo)” + nE> + o
(TL + 7'0)
—n?T? — 2nTTopy — TopE + nT? + ol
(n + 7o)

((n +70) 0 — 75) i + (n (n + 70) — %) 2 — 2nTTopg

+nZ? + TO,LL(Q)

(n+ 7o)
m’o,ug + nryz? — 2nTTo o
(n+ 1)
nto (g + T2 — 2 )
(n+ 7o)
nto (o — j)Z
(n+ 70)
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Entonces:

E(M,T) X eXp | —

7 (n+ 1) (M_M)Q (5.11)

2 (n+Tg)

T | NTo (,LLO — .T)2

xexp | —=
P U2 | )
—1)5?

><T7~b/2+1/2Tao—1 exp (_T ((n 5 ) + ﬁo))

_ 2
12 T (n+ 1) ( (n:c—l—To,uo))

x T/exp| ———= -
P 2 H (n+’7'0>
_\2

s e0tn/2=1 exp | —7 (n — 1)52 + B+ nto (fo — 7)

2 2(n—|—7'0)

Con esto, queda demostrado el resultado.

# Determinacién de los pardmetros de una normal a partir de # una
muestra de tamafilo n representada en intervalos

estimaNormal <- function(parametros,frecu=frecu,limites=limites){
media<-parametros [1]

vari<-parametros [2]

dev.tip<-sqrt(vari)

proba.esti<-frecu/sum(frecu)

error<-0.0

for(i in 1:length(frecu)){

error<-error+(pnorm(limites[i+1] ,mean=media,sd=dev.tip)-pnorm/(
limites[i] ,mean=media,sd=dev.tip)-proba.estil[i]) "2

}
return (error)

3

limites<-c(140,160,170,180,190)
frecus<-c(10,40,45,5)

#testimaNormal (c(170,20) ,frecu=frecus,limites=1limites)
(resu<-optim(c(170,25) ,estimaNormal ,method=’L-BFGS-B’,
lower=c(160,0.01) ,upper=c(185,100),

limites=limites ,frecu=frecus))
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## $par
## [1] 170.25379 48.22593

## $value
## [1] 0.0021774

## $counts
## function gradient
## 13 13

## $convergence
## [1]1 ©

## $message
## [1] "CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F <= FACTR*EPSMCH"

# Nivel de seguridad en nuestro conocimiento n.seg=5
param.opt<-resu$par
calcula.media.y.precision<-function(xx) c(mean(xx),1/var(xx))

n.seg<-5

Nsim<-1000

tempo<-matrix (apply (matrix(rnorm(n.seg*Nsim,mean=param.opt[1],
sd=sqrt (param.opt [2])) ,ncol=n.seg) ,1,calcula.media.y.precision),
ncol=2,byrow=T)

library (MASS)

fitdistr (tempo[,2],’gamma’)

## shape rate

#H# 1.6143577 42.3748268

#t ( 0.0660815) ( 2.0300159)

## Warning message:

## In densfun(x, parm[1], parm[2], ...) : NaNs produced

fitdistr (tempo[,1],’normal?’)
#H mean sd
## 170.29241357 2.96915833
## ( 0.09389303) ( 0.06639240)
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histograma<-function(frecu,limi){
probas<-frecu/sum(frecu)
altura<-probas/(limi[-1]-1imi[-length(limi)])
cotax<-c(0.90*min(1limi) ,1.1*max(1limi))
cotay<-c(0.0,1.2*max (altura))
plot (cotax,cotay,type=’n’)
for(i in 1:length(frecu)){
#altura<-probas[i]/(limi[i+1]-1imi[i])
polygon(c(limi[i],limi[i],limi[i+1],1imi[i+1]),c(0,alturalil],
altural[i] ,0) ,col=’gray’)
}
}

histograma (frecus,limites)

points (xx<-seq(min(limites) ,max(limites),length=100),
dnorm (xx ,mean=param.opt [1],sd=sqrt (param.opt [2])),type=’1"’)

cotay

_/

rrrrrrrrrrrrrrrr1r1r1r1rr1rr 11t Tt 1T Tt it Tt Ittt 1T
124 130 136 142 148 154 160 166 172 178 184 190 196 202 208

cotax

Figura 5.5. Histograma y curva normal ajustada a partir de la elicitacion de los
pardmetros del modelo.
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Generemos muestras simuladas de la distribucién normal conjugada.

Algoritmo

1. Fije el namero de pares (i, 7) a generar, digamos, Nsim

2. Genere Nsim valores 7 de una Gamma (ay, )

3. Para cada valor de 7 genere un p de una Normal (p1;7 - 1)

Programa en R

auxi<-function(tau,mul,taul) rnorm(l,mean=mul,sd=1/sqrt(tau*taul))

genera.muestras<-function(mul,taul,alfal,betal ,Nsim=10000) {

taus<-rgamma (Nsim,mul ,rate=betal)
medias<-sapply(taus,auxi,mul,taul)
return(cbind (medias , taus))

}

resu<-genera.muestras (170.2924, 2.9691, 1.6143,
summary (resu)

#H# medias taus

## Min. :169.3 Min. :2.867
## 1st Qu.:170.1 1st Qu.:3.809
## Median :170.3 Median :4.012
## Mean :170.3 Mean :4.022
## 3rd Qu.:170.5 3rd Qu.:4.226
## Max. :171.4 Max . :5.339

quantile(resul[,1],probs=c(0.025,0.5,0.975))
#t 2.5Y% 50%  97.5%
## 169.733 170.288 170.863

quantile(resul[,2],probs=c(0.025,0.5,0.975))
## 2.5% 509 97.5%
## 3.442548 4.012304 4.659154

42.3748)

5.2. Métodos indirectos

Los métodos directos son populares entre los tedricos y fueron propuestos en los
comienzos de la teorizacion de la probabilidad por Ramsey y De Finneti en los anos
30 (Ayyub, 2000). En cambio, los métodos indirectos tratan de tomar ventaja de

situaciones mentales del sujeto que son mas intuitivas.
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Los métodos indirectos, en los cuales se recurre a situaciones relacionadas con el
proceso de observar eventos que pudieran ser resultantes del fenémeno bajo conside-
racion, son atractivos por parte del elicitador, ya que nos generan resultados que son
consistentes con la realidad subjetiva del experto.

5.2.1. Apuestas

Si estamos interesados en determinar la probabilidad que un sujeto tenga sobre
la ocurrencia de un evento A, se puede proceder de una forma como:

El sujeto recibe un premio de x pesos si A ocurre.

Alternativamente, se le ofrece escoger una loteria con la que puede ganar los x
pesos con k boletas de un ntimero total de M boletas. Se debe buscar el ntimero x;
tal que para la persona sea indiferente entre escoger la situacion en la que recibe el
premio mediante la ocurrencia del evento A o mediante la loteria. Cuando se obtenga
ese punto de indiferencia, entonces se iguala.

Tr

Probabilidad (A) = 7 (5.12)

5.2.2. Meétodo de verosimilitudes relativas

En esta aproximacion se pregunta al experto sobre la posibilidad de ocurrencia
de un evento con respecto a otro. Una forma: ;qué tan posible es que un valor sea el
verdadero con respecto a otro? Por ejemplo, en el caso de la edad de una persona, es
posible presentarle al experto la foto del sujeto y preguntarle sobre cuéntas veces es
mas probable que el sujeto tenga una edad de 40 a 45 anos.

5.2.3. Prevision de muestras futuras

Este es uno de los métodos més féciles para aplicar elicitaciones en el caso en
el que se disponen modelos hipotéticos y el objetivo final es la elicitacion de las
distribuciones a priori conjuntas de estos parametros. Casos como el modelo lineal se
pueden aproximar mediante esta técnica. La aplicacion es muy demandante por parte
de las personas involucradas en el proceso, ya que exige una interacciéon permanente
entre el experto y el equipo técnico. Conceptualmente, es facil de entender; solo se
necesita imaginar valores de muestras hipotéticas plausibles que se obtengan a partir
de la poblaciéon de referencia. Este es el procedimiento que recomendamos.

Muestras hipotéticas futuras (HFS)

Se le pide al sujeto que imagine obtener una muestra real de sujetos de la po-
blacion de interés. Aqui hay un problema que se debe resolver previamente y es el
tamano de esta muestra, ya que este representa realmente el nivel de conocimiento
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sobre el pardmetro que el sujeto tiene. El método HF'S le pide al experto que actua-
lice su estimacion de la proporcion a la luz de una muestra hipotética obtenida de la
poblacién; por ejemplo, si se extrajo una muestra de 30 elementos de los cuales 10
tienen la caracteristica. Este proceso se repite tantas veces como sea necesario para
obtener la distribucién a priori.

Kadene y Wolfson (1998) recomiendan usar distribuciones predictivas en el pro-
ceso de elicitacion en lugar de cuestiones estructurales (cuando se elicitan los pa-
rametros de una distribucion) para evitar errores que surgen en la elicitacion, los
cuales estan asociados con procesos mentales conocidos como heuristica (Tversky y
Kahneman, 1974) como:

» Representatividad: los expertos determinan la probabilidad en la medida en que
ellos aprecian una proposiciéon conocida como representativa de otra nueva. De
esta forma los estereotipos pueden afectar la determinacién de probabilidades.

s Disponibilidad: los expertos encadenan sus probabilidades a la frecuencia con
que ellos pueden recordar un evento.

» Ajuste y anclaje: los juicios son anclados a algin valor inicial y ajustado, a
menudo en forma insuficiente.

» Sobreconfianza: esto dificulta la determinacion de las colas de la distribucion;
esto hace parte del conservadurismo. El término conservadurismo (Chesley,
1975) es usado para senalar que los sujetos revisan sus probabilidades subjetivas
a la luz de la evidencia en menor forma que la prescrita por el teorema de Bayes.
Se consideran tres razones bésicas para el conservadurismo:

e Teoria de mala agregacion: considera que los individuos no son capaces de
calcular o agregar en la forma predicha por el teorema de Bayes.

e Teoria de la percepcién errénea: involucra subestimar o sobreestimar la
verosimilitud y asi reducir su impacto en la distribuciéon a priori.

e Sesgo de respuesta: los sujetos son reacios a reportar probabilidades ex-
tremas.

Bottomley et al. (2000) proponen dos métodos: el de rating directo y el de distri-
bucién de puntos, que pueden compararse con los métodos de muestras hipotéticas
combinados con otros como el de intervalos fijos.

Elicitacion mediante muestras hipotéticas futuras para una proporciéon

Vamos a considerar la determinacion de la distribucién subjetiva que posee un
experto acerca del nimero de estudiantes mujeres de la universidad que ejercen la
prostitucion. Este es un topico dificil y delicado, el cual se sabe que mediante en-
cuestas puede no resolverse confiablemente. En una situacién como esta, la misma
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definicion de experto puede ser dificil y podriamos considerar varios tipos: técnicos
(médicos, trabajadores sociales, etc.) o no técnicos (algunas estudiantes pueden co-
nocer muy bien el comportamiento de sus companeras). Un problema presente es el
sesgo de conocimiento: pertenecer a ciertos grupos sociales puede hacernos creer que
se es experto, cuando no es asi. Por ejemplo, un médico que esté involucrado en el
tratamiento profilactico de prostitutas puede sobrestimar el nimero de estas.

Una vez tengamos nuestro experto, podemos desarrollar una conversacién como
la siguiente:

Entrevistador: Como lo reconoce la comunidad académica en esta universidad,
usted es considerado un experto en prostitucion femenina entre las estudiantes aqui.

Ezxperto: Gracias. Conozco algo, pero no me considero como un experto. He traba-
jado en programas de prevencion de enfermedades de transmision sexual con ambos
géneros.

Entrevistador: Para nosotros es un honor que nos ayude con el problema de la
determinacion del porcentaje de estudiantes mujeres que ejercen la prostitucion como
la principal fuente de sus ingresos; queremos decir que no consideraremos aquellas
estudiantes que ocasionalmente obtienen algin dinero de esta forma. Observamos
que la definicién es poco clara y es un problema metodolégico que podria mostrar
nuestra poca preparacion en el proceso, ya que esta definicion debid estar claramente
establecida antes de la entrevista. En este punto es posible preguntarle al experto
qué entiende por prostitucion.

Experto: iDificil! Yo no estoy seguro de que pueda ayudar, pero trataré. Podria
considerar una prostituta aquella chica que la ejerce con el proposito de obtener re-

galos, etc.

Entrevistador: No. Nos vamos a limitar al caso donde la persona obtiene sus me-
dios de supervivencia (cubre todos sus gastos) del ejercicio de la prostitucion.

Ezperto: Ya veo...

Entrevistador: Empecemos. No sienta que tiene que responder de una forma tnica
y cerrada a las preguntas. Si tiene dudas, me las comenta. Si saciramos una muestra
de 100 estudiantes (mujeres) aqui en la universidad, jcudntas creeria encontrar que
cumplan con la definicién de prostituta que hemos dado antes?

Experto: No sé... jtal vez una o dos? jEs dificil!

Entrevistador: No se preocupe, apenas estamos empezando y todas estas cifras
las podemos tomar como parte del calentamiento. ;Si aumentdramos la muestra a

100



1000, creeria, de acuerdo con los niimeros que me dio antes, esperaria que el nimero
de prostitutas estuviera entre 10 y 207

Experto: Creo que 20 serfa mucho. Me voy con 10, maximo.

Entrevistador: O sea, teniendo alrededor de 2500 estudiantes mujeres, ;cree que
podria haber alrededor de 25 prostitutas en la universidad?

Ezxperto: Si, es posible.

Entrevistador: Si cambia de opiniéon, por favor me lo hace saber. De todas formas,
en nuestra proxima reunion, y después de que haya pensado mejor las respuestas que
me acaba de dar, podria darme otros valores.

Ezxperto: Esta bien. Este proceso es algo tedioso...

Entrevistador: Si, pero es importante. ;Se imagina preguntarle a una estudiante
si es prostituta? Ahora, vamos a seguir con el proceso. En esa muestra hipotética de
1000 estudiantes (en la cual usted conoce la verdadera situacion de una estudiante),
jcudntas prostitutas, a lo maximo, podria considerar un valor posible, por ejemplo,

100 seria posible?

Experto: {De ninguna forma! Ese nimero es demasiado alto. A lo més, 20 seria
un valor que aceptaria

Entrevistador: Y jqué hay de 307

Experto: Si me dice que 30, en las 2500 estudiantes tendriamos 75..., es posible.
Entrevistador: Y jqué pasarfa con 407 ;jSeria posible?

Ezxperto: No lo creo, ya serfa un ntimero excesivo.

Entrevistador: Ahora pensemos en la muestra de tamano 1000 nuevamente. Es-
peraria que en esta muestra no hubiera una sola prostituta?

Experto: No. Al menos 5. Si me dice un nimero menor no se lo creeria.

Vamos a suponer que el proceso se acab6 con los valores: 5, 10 y 30. Estos niimeros,
divididos por 1000 nos dan unas proporciones aproximadas de 0.005,0.010 y 0.030.
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Como una aproximacion de la a priori a una distribucion Beta(c, [3), podemos hacer.

E(r) = 0.010
P(r>0.030) = 0.05
P(r <0.005) = 0.05

Si ajustamos una distribuciéon paramétrica como la beta, estos valores nos per-
miten hallar unos valores aproximados de a = 0.01768345 y 5 = 2.05623039.

ajuste.beta<-function(teta,valores=valores){
alfa<-tetal[1]
beta<-teta [2]
cuantil0.05<-valores [1]
cuantil0.95<-valores [3]
media<-valores [2]
cuantl.teo<-gbeta(0.05,alfa,beta)
cuant2.teo<-gbeta(0.95,alfa,beta)
media.teo<-alfa/(alfa+beta)
res<-(cuantil0.05-cuantl.teo) "2
+(cuantil0.95-cuant2.teo) "2
+(media-media.teo) "2
return(res)

}

valores<-c(0.005,0.01,0.02)

optim(c(1,1) ,ajuste.beta,method="L-BFGS-B",
lower=c(1,1) /1000000, upper=c(10,10),

valores=valores)

## [1] 0.5716812 1.0503667
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Distribucién personal
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Figura 5.6. Distribucion elicitada paramétrica de la proporcion del nimero de estu-
diantes que ejercen la prostitucion como medio de supervivencia

Elicitaciéon de la distribucién a priori conjugada para el para-
metro de la Bernoulli

La distribucion beta puede ser asimétrica y la moda puede ser el mejor parametro
a elicitar que un momento como la media (Gavasakar, 1988). El método de Chaloner
y Duncan (1983) es conocido como el PM (la moda posterior) y los pasos son:

1. Determine un n hipotético.
2. Estime m (la moda) como el valor mas probable.

3. Grafique la distribucion binomial(n, m/n). Observe que la probabilidad de éxi-
to corresponde al valor mas probable.

4. Calcule las pendientes d; y d, como sigue:

dy = p(zz—n;)l), (5.13)
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p(m+1)

p(m)
donde p() es la probabilidad predictiva del sujeto. Estas cantidades deben sa-
tisfacer la siguiente desigualdad:

d, = , (5.14)

m(n —m)
(m+1)(n—m+1)

dldu > (515)

5. ay [ se determinan resolviendo:

B (n —m)(m+ «)
dl_(n—m+1)(m+o¢—1)7 (5.16)

m(n —m+ 6)
m+ D) —m+B—-1)

d, = (5.17)

6. Luego, viene un proceso de calibracion. Si se denotan por «y y 3 los parametros
determinados en el paso anterior, entonces, se procede asi:

a) Se calcula la moda elicitada a priori como:

Oél—l

f)/:

b) Calcule el intervalo de probabilidad méas corto del 50 % y preguntele al
experto si esta de acuerdo con este intervalo.

= Si lo considera muy largo, haga h = —1
= Si lo considera muy corto, haga h = 1
= Si lo considera adecuado, haga h = 0

c¢) Reajuste los parametros a priori como:

Qi1 = 1+ Qk(Oél — 1), (519)

Biq1 =1+ 2k(5z’ —1) (5.20)

Estos valores nuevos no cambian la moda.

7. Si h no es cero, estos pasos se repiten hasta que h cambie de signo. Aqui se
puede hacer un reajuste.
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Otra forma de elicitacion de los parametros de la beta para
proporciones

= Determine la probabilidad r de que un elemento sacado al azar sea un éxito.
Esta probabilidad sera considerada la media de la beta:

a
a+p

(5.21)

= Dada la informaciéon de que el primer elemento sea un éxito, determine la
probabilidad, r*, de que el segundo elemento seleccionado al azar sea otro
éxito. La regla dice que la densidad actualizada es una beta(a + 1, ), asi que:

a+1
iiery sy (5.22)
s Resuelva simultaneamente:
r(l—r")
1—7r)(1—=1r*
5 - =na=r)
rt —r

= Chequee consistencia: pregunte por la probabilidad de que el segundo articulo
sea un éxito, dado que el primero fue un fracaso, diga r~. Utilizando los valores
de a y 3, calcule:

(0
. S— 5.24
U (5.24)

y compruebe si los valores elicitados concuerdan.

» Si el resultado no es satisfactorio, se pueden ajustar los valores de r y r* o r~
hasta obtener un resultado consistente.

Elicitaciéon de la distribucion a priori conjugada para el para-
metro de la Poisson

= Suponga que deseamos estudiar el nimero de goles marcados por los equipos
locales en el torneo profesional colombiano. Asumimos que el niimero de goles
marcados por el equipo local se puede modelar mediante la Poisson.

» El pardmetro A en la Poisson es la media. ;Cémo escogemos la gamma(«, [3)
que represente adecuadamente nuestro conocimiento del problema?
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= Vamos a presentar una aproximacion usando una forma predictiva.

Probabilidad

0

1

2

31 4] 5

6 0 mas

A exp(—A)/x! | mo | m

T2

T3 | T4 | T5

e+

= Si miramos con cuidado el problema, lo convertimos en multinomial.

» Debemos determinar el vector (av, ag, s, as, ay, as, agy ). {Como lo hacemos?

» Le decimos al experto que nos responda algo como esto: Si usted observara
1000 partidos de futbol, jen cuéntos esperaria que el equipo local no hiciera
goles?, ;un gol?, ;dos goles?, jtres?, ;cuatro?, jcinco?, jseis o mas goles? Esto

nos da una tabla como la siguiente:

Goles

0

1

2

3| 4| 5

6 6 mas.

Nimero de juegos | ng

ni

ng

ng | ng | Ny

N6+

Resultado del experto:

j{:7u = 1000

i

Tabla 5.1. Distribucion de frecuencias para el nimero de goles marcados por los
equipos locales en el torneo de futbol profesional colombiano

Goles

0 1

2

31 4| 5

6 0 méas

Niamero de juegos

170 | 250

300

180 | 60 | 35

5

= Generamos N muestras de tamano 1000 de una multinomial con probabilidades:

(170,/1000, 250,/1000, 300/1000, 180/1000, 60,/1000; 35 /1000, 5,/1000)

= Para cada muestra multinomial, calculamos la probabilidad de cada celda, o
sea, dividimos cada muestra por 1000. Digamos:

J J ]
(7, 4, 73, -+

) Wg-i—)

= Usando estas probabilidades, calculamos la media de la distribucion de Poisson,

teniendo en cuenta que la dltima celda corresponde a un truncamiento.

(5.25)

La aproximacion siempre es por debajo del verdadero valor, ya que se reempla-
zan todos los valores mayores que 6 por 6.

1
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= Podriamos realizar alguna correccion.

error<-NA

acumulado<-NA

media.sin<-NA

media.corr<-NA
medias<-seq(0.5,4,length=20)

for(i in medias){
proba<-dpois (0:20,1)
acumu<-1-sum(proba[1:6])
media<-sum((0:5) *proba[1:6])+6.0*(1-sum(probal[1:6]))
media.sin<-c(media.sin,media)
error<-c(error ,i-media)
acumulado<-c(acumulado ,acumu)
+
acumulado<-acumulado [-1]
error<-error [-1]
media.sin<-media.sin[-1]

# Relacidén entre la media y el error

plot (medias ,error ,xlab=expression(lambda),ylab=’Error’)
title (main=’Error que se comete con el truncamiento \n
en la estimacidén de la media’)

# E1 problema es que hay que conocer la verdadera media

# pero si usamos el porcentaje de observaciones hasta el punto
# de truncamiento podemos aproximar la correccidn.

plot (acumulado ,error ,xlab=’Acumulado’,ylab=’Error’)
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Error que se comete con el truncamiento
en la estimacion de la media
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Figura 5.7. Error absoluto cometido vs. media de la distribucion de Poisson
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Figura 5.8. Error cometido hasta el punto de truncamiento
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summary (modelo<-1lm(error ~“acumulado+acumulado?2))

## Call:
## 1lm(formula = error ~ acumulado + acumulado?2)

## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -0.0010180 -0.0006270 0.0001269 0.0006803 0.0008440

## Coefficients:

H#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) -0.0007817 0.0002460 -3.178 0.0055 *xx*
## acumulado 0.4164908 0.0082370 50.563 <2e-16 **x

## acumulado?2 2.3313949 0.0427119 54.584 <2e-16 **x*
T

## Residual standard error: 0.0007206 on 17 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.9999, Adjusted R-squared: 0.9999
## F-statistic: 6.387e+04 on 2 and 17 DF, p-value: < 2.2e-16

Podemos hallar la media haciendo la correcciéon mediante el ajuste cuadrético:

calcula.lambda<-function (proba){
acumu<-1-sum(probal[1:6])
media<-sum((0:5) *proba[1:6])+6.0*(1-sum(probal[1:6]))
media.cor<-media-0.0007817+ 0.4164908*acumu

+ 2.3313949*acumu~2
return(media.cor)

}
# Generacion de la multinomial

temp<-scan ()
170 250 300 180 60 35 5

res.multi<-rmultinom (2000,1000, temp)/1000
lambdas<-apply(res.multi,2,calcula.lambda)
hist(lambdas,freq=F,xlab=expression(lambda),

main=’Distribucidén a priori’,ylab=’Frecuencia’)
summary (lambdas)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
## 1.679 1.808 1.835 1.836 1.863 1.979
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Distribucion a priori
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Figura 5.9. Distribucion a priori para la media de la Poisson.

require (MASS)
fitdistr (lambdas,’>gamma’)
H# shape rate

## 1939.72904 1056.66458
## ( 58.85483) ( 32.06554)

Los pardmetros de la gamma a priori seran:

o = 1939.72904
B = 1056.66458

xx<-seq(1.5,2.2,length=100)
yy<-dgamma (xx ,1939.72904 ,rate=1056.66458)
points (xx,yy,type=’1’,col="red’)
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Distribucion a priori
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Figura 5.10. Distribucion a priori para la media de la poisson con modelo gamma
ajustada.

Especificacion de los parametros de una a priori normal para un parametro
de localizacién de una poblacién normal

Preguntar con respecto a la localizacion es facil: se puede conseguir informacion
sobre la media o la mediana, o ambas, con el fin de validar estos valores. El problema
es dar informacién sobre la precision. Se pueden hacer preguntas directamente, pero
el experto a veces confunde esto con valores poblacionales.

Una forma es realizar una elicitacion de los pardmetros poblacionales, la media
(que es facil) y sobre la dispersién poblacional.

= Determine el valor de la media, digamos .

= Determine el méaximo valor permisible para la poblacién; esto puede hallarse
asumiendo el percentil 99 % y denotemos este valor por pg.gg.

» Haga lo mismo con el minimo; puede asumir el percentil 1 %, denotado por pg;.

= Bajo el supuesto de que la poblaciéon es normal, rechequee los valores hallados
en los dos pasos anteriores, ya que ellos exigen que (g — po1 = Pgg — 0. De aqui
calculamos la varianza.
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A veces es conveniente generar datos de esta distribucion poblacional y observar
si corresponden a valores aceptables en la poblaciéon que conocemos. Si, por
ejemplo, aparecen valores mucho mas extremos de lo que estamos dispuestos a
aceptar, debemos revisar los valores elicitados; lo mismo en caso que los valores
poblacionales simulados estén demasiado concentrados.

Una vez determinados los valores anteriores, debemos comprobar la calidad de
la informacién a priori que poseemos.

Esto lo podemos hacer pensando en el tamano muestral al que nuestro cono-
cimiento equivale. Si estamos muy seguros del valor de la media que dimos, o
sea i, escogemos un ng grande, digamos ng = 1000. En cambio, si no estamos
seguros, seleccionamos valores pequenos. Nuestra a priori tendra media pg y
precision igual a ng/varianza.

Tabla 5.2. Tamanos de muestras correspondientes al nivel de sequridad del experto
respecto a su informacion a priori

ng Informacion a priori
0-10 Poca informaciéon a priori
11-20 Mas bien poca
21-50 Buena informacion
50-100 Muy buen conocimiento
Mas de 100 | Excelente conocimiento.

Elicitacion estatura

Suponga que queremos elicitar la estatura media de los hombres medellinenses.

., Cual es el valor mas probable de la media? Respondo 170.

..Cual valor cree que divide la poblacién en dos grupos tales que el 50 % de
los hombres esta por debajo de esa estatura y el 50 % por encima? Después de
pensarlo un rato, dirfa que 170 me parece bien.

Observe que los dos valores son iguales; esto seria bueno si el proceso de elici-
tacion fuera mejor controlado.

..Cuél seria la estatura tal que el 99 % de los hombres esta por debajo de ella?
Pienso que si tengo una muestra de hombres de Medellin, el 99 % estaria por
debajo de 187.

..Cuél seria el valor tal que el 99 % estaria por encima de este? Creo que en una
muestra de 100 hombres aceptaria hallar un hombre, a lo sumo, por debajo de
155.
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= Ahora, 170 — 155 = 15 # 187—170 = 17. Creo mucho en mi 187, asi que ajusto
155 y acepto 153.

s Resuelvo

187 — 170 187 — 170
P (Z < —> =099 = — " — 2326348 (5.26)

g o

= 0 = 7.307592

x<-rnorm (100 ,mean=170,sd=7.307592)
head (x)
[1] 157.4084 172.7275 174.8296 170.3855 172.9300 161.4563

Si mi informaciéon a priori puedo compararla con un tamano muestral de 20,
entonces la a priori de p serd una normal con media 170 y precision 20/7.3075922.

x <- seq(145, 200, by = 1)
y <- dnorm(x, mean = 170, sd = 7.307592)
y2 <- dnorm(x, mean = 170, sd = 7.307592 / sqrt(20))

plot(x, y, type = ’1’, ylab = ’Demnsidad’, xlab = ’Estatura’,ylim = c
(0, 0.3))

points(x, y2, type = ’1’, 1lty = 2)

title(main = ’Distribucidén a priori del promedio’)

legend (150, 0.30,legend = c(’Distribucidén poblacional elicitada’,’
Distribucidén a priori de la media’),lty=c(l, 2),cex=0.8,bty="n"
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Distribucion a priori del promedio

—— Distribucién poblacional elicitada
--- Distribucion a priori de la media
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|

Estatura

Figura 5.11. Distribucion a priori sobre la estatura promedio de los medellinenses
obtenida usando una distribucion poblacional elicitada y una informacion a priori
equivalente a un tamano muestral de 20

Informacién muestral a priori equivalente (EPS)

Siendo parecido al anterior, en el caso de este procedimiento, realmente va aso-
ciado con alguno de los métodos anteriores (CDF y PDF paramétricos) y ayuda a
calibrar los parametros de la distribucién escogida como a priori. El método EPS le
pregunta al experto sobre una estimacion del tamano muestral en la que esta basando
su estimacion inicial.

El método de la muestra a priori equivalente (EPS) y el método de la muestra

futura hipotética (HFS) requieren una estimacion directa de la proporcion por parte
del experto.
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Mientras que los métodos EPS y HFS estén restringidos generalmente a elicitar
proporciones, los métodos CDF y PDF pueden usarse para elicitar la distribucion de
cualquier variable aleatoria continua. Los cuantiles, a menudo, se elicitan mediante
la particion de subintervalos en otros de igual probabilidad. Este método de biseccion
es muy popular.

Hay situaciones de elicitacion en las que el uso de esta técnica no tiene sentido,
por ejemplo, en la elicitacion de la edad de una persona.

Elicitacion de los parametros de un modelo lineal

Para ilustrar la adaptabilidad del método de muestras hipotéticas futuras, vamos
a ilustrar la elicitacion de los parametros de un modelo lineal. Supongamos que
estamos modelando el peso de hombres sanos, adultos y jovenes (entre 20 y 25 anos)
de Medellin, explicando esto por medio de la estatura. O sea, el modelo a considerar
es:
E (Peso|Estatura) = By + f1Estatura

y los pardmetros a los que le debemos construir la a priori son (5o, 81).

Podemos escoger varios puntos en el espacio de disefio (la estatura) y a partir de
estos construir las a priori predictivas de los pesos dados a estos valores. Para Mede-
llin podriamos considerar hombres cuyas estaturas sean 165 cm, 170 cm y 175 cm.
Para cada valor de estos necesitamos construir la distribucién predictiva poblacional
a priori.

Determinamos nuestro tamano muestral equivalente a nuestro conocimiento sobre

cada punto, digamos n,, y extraemos ygi) (x),... ,yﬁfﬁ(x) Teniendo esto ajustamos el
modelo y obtenemos ﬂél), 551), donde 7 = 1,..., Nsim. Luego de esta simulacion te-
nemos < (()1), 5§”> , (ﬂéQ), §2)> e (B(()NSim), %Nsm)) Usando esta informacion po-

demos determinar la distribuciéon a priori estimada conjunta usando un kernel tipo
histograma bivariable.

Los siguientes comandos demuestran como elicitar los pardmetros del modelo
lineal utilizando la distribuciéon poblacional.

# Elicitacidén de los paréametros del modelo lineal via la distribucid
n poblacional

x.s<-function(y.s,x1,x2,pl,p2){
res<-1lm(c(pl,p2)~c(x1l,x2))$coefficients
xx<-(y.s-res[1])/res[2]
return (xx)

3
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# Distribucién a priori simulada a un nivel de x
resp.apriori.sim<-function(y.s,p.s,Nsim=1000,n.equ=10){
simulados<-NULL
y<-sort (runif (Nsim*n.equ))
for(i in 2:length(y.s)){
y.temp<-y[y<p.s[il]
n<-length(y.temp)
y<-y[-(1:n)]
temp<-x.s(y.temp,y.s[i-1],y.s[i]l,p.s[i-1],p.s[i])
simulados<-c(simulados, temp)
Y# fin if
simulados<-matrix (sample(simulados) ,ncol=n.equ)
return(simulados)
}# fin resp.apriori.sim a un nivel de x

probas<-c(0,0.10,0.25,0.5,0.75,0.90,1)
# Para estatura=160
peso<-c(40,48,55,59,64,65,78)
X160<-resp.apriori.sim(peso,probas)

# Para estatura=170
peso<-c(55,63,65,68,73,75,90)
X170<-resp.apriori.sim(peso,probas)

# Para estatura=180
peso<-c(65,72,75,77,80,85,98)
X180<-resp.apriori.sim(peso,probas)

n.equ=10
YY<-cbind (X160 ,X170,X180)
estaturas<-c(rep(160,n.equ) ,rep(170,n.equ) ,rep(180,n.equ))

# funcidon del modelo lineal
coefi.modelo<-function(y,x)1lm.fit(cbind(1l,x),y)$coefficients

Betas<-apply(YY,1,coefi.modelo,estaturas)

dim(Betas)

plot(Betas[1,],Betas[2,],

xlab=expression(betal[0]),

ylab=expression(beta[1]) ,main=’Distribucidén Conjunta’)

plot(density(Betas[1,]) ,main=’Distribucidén a priori’,
xlab=expression(beta[0]) ,ylab=’Densidad’)
plot(density(Betas[2,]) ,main="Distribucidén a priori?,
xlab=expression(beta[1]) ,ylab=’Densidad’)

apply (Betas,1,mean)
apply (Betas,1,sd)
var (t (Betas))
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require (ash)
x <- t(Betas)

ab <- matrix( c(-200,0,0,2), 2, 2) # interval [-5,5) x [-5,5)
nbin <- c( 20, 20) # 400 bins
bins <- bin2(x, ab, nbin) # bin counts,ab,nskip

m <- c(5,5)

f <- ash2(bins,m)

image (£$x,f$y,f$z)

contour (£$x,f$y,f$z,add=TRUE)

5.3. Apuestas

El uso de apuestas ha sido uno de los métodos mas reconocidos para la elicitacion
de distribuciones subjetivas de pardmetros con interpretacion natural. Al experto se
le presenta una situaciéon como la siguiente:

= Apuesta 1: gana x pesos si el evento ocurre, pierde y pesos si el evento no
ocurre.

= Apuesta 2: pierde x pesos si el evento ocurre, gana y pesos si el evento no
ocurre.

La persona que realiza la elicitacion cambia x y y hasta que la persona es indiferente
ante la seleccion de cualquier apuesta.

Loterias hipotéticas. En este caso existen dos premios, uno muy atractivo y el
otro no. El experto compara una loteria donde la probabilidad de ganar el premio
atractivo es p (y ganar el no atractivo es 1 — p) con una en la que se gana el pre-
mio atractivo si el evento de interés ocurre. El elicitador varia p hasta lograr que el
experto sea indiferente a la seleccion entre las dos loterias. Pratt, Raiffa y Schlaifer
(1964) presentan los supuestos inherentes a la técnica de las loterias. Una loteria se
piensa en términos de una urna que contiene /N bolas marcadas de 1 a N y que son
indistinguibles en todos los aspectos, tal que la probabilidad de que una bola cual-
quiera salga es 1/N. La idea bésica es pensar en una loteria que tenga como resultado
un evento A y otra loteria que tenga como resultado un valor en el intervalo (0, 7),
0 < 7 < 1. Si la persona es indiferente ante las dos loterias (esto significa que para
ella es indiferente quedarse con cualquiera de las dos), entonces la probabilidad de
A esigual a 7.

Winkler (1972) presenta el siguiente ejemplo sobre como funcionaria un proceso
de elicitacion usando loterias (la construccion formal desde un punto de vista cons-
tructivista de la definicién de probabilidad subjetiva mediante el uso de loterias fue
desarrollada en 1963 por Anscombe y Aumann):
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Suponga que a usted debe escoger entre la loteria A y la loteria B.

Loteria A:  Usted gana $100 con probabilidad %
Usted gana $0 con probabilidad 3.

Loteria B:  Usted gana $100 si llueve manana.
Usted gana $0 si no llueve manana.

Se asume, dado que el premio es el mismo en ambas loterias, que usted
preferiria la que le dé la mayor posibilidad de ganar el premio. Asi, si usted
escoge la loteria B, entonces debe sentir que la probabilidad de que llueva
manana es mayor que %; si usted escoge la loteria A, entonces sentiria
que esta probabilidad es menor que %; si usted es indiferente entre las dos
loterias, entonces siente que la probabilidad de que llueva manana es igual
a % Ahora, considere las mismas loterias, excepto que las probabilidades
en la loteria A se cambiaron a }l y %. Si usted atn prefiere la loteria A a
la B, implica que siente que tiene una mayor oportunidad de ganar con
A que con B, entonces su probabilidad subjetiva de lluvia es menor que
i. Presumiblemente, usted puede estar cambiando las probabilidades en
la loterfa A hasta que sea indiferente a la seleccion entre la loteria A y la
loteria B; si esto sucede cuando sus probabilidades sean 0.1 y 0.9, entonces
su probabilidad subjetiva de lluvia es 0.1. De forma similar, usted puede
determinar su probabilidad subjetiva de cualquier evento.

5.3.1. Un dialogo para la obtencion de la proporcién

El siguiente didlogo ilustra una posible forma de elicitar informaciéon sobre una
proporcion y es presentado en Raiffa (1970).

Analista: Quisiera mostrarle una forma de obtener una distribucion de probabilidad
subjetiva acerca de una proporcion w. Quiero elegir un contexto que sea lo sufi-
cientemente significativo para usted porque sus opiniones son las que interesan.
Consideremos la poblacion de médicos no abstemios en Colombia. Supongamos
que T es la proporcion de estos bebedores que consumieron mds cerveza que
aguardiente durante el ultimo ano. Por cierto, jsabe usted algo de los hdbitos
alcoholicos de los médicos?

Cliente: No mucho. Conozco personalmente a tres o cuatro médicos, pero me ima-
gino que los doctores no seran muy diferentes de los abogados, los dentistas
o los ingenieros. El problema es que no sabria responder a su pregunta para
cualquiera de esos grupos. No tengo ni la mas remota idea del valor de 7.

Analista: Bueno. Esto es justamente lo que queria.

Cliente: Supongo que quiere que haga una prediccién 6ptima de m. No sé si podria
hacerlo.
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Analista: No, no es eso lo que quiero. De hecho, no creo que tenga sentido hablar
de una prediccion “optima”. ;Optima para qué? Déjeme hacerle unas prequntas
de precalentamiento. ;Cree usted que es probable que ™ sea menor o mayor que
0.107

Cliente: Mayor, seguro.
Analista: ;FEs probable que ™ sea mayor o menor que 0.907
Cliente: Menor.

Analista: Fstas prequntas eran fdciles. Vea usted, ya sabe algo sobre w. Ahora quiero
que piense bien antes de contestarme. Deme una proporcion tal que sea extre-
madamente dificil decidir si es probable que m sea mayor o menor que ese valor.
En otras palabras, quiero que me dé un valor para el que crea que es igualmente
probable que m sea mayor o menor que €él.

Cliente: (Después de pensar un rato). Yo dirfa que 0.60. Pero no estoy nada seguro.
Creo que la mayoria de los médicos prefiere tomar cerveza.

Analista: No se preocupe demasiado; si quiere cambiar de opinion mds tarde, no
hay inconveniente. Me acaba de decir que cree que es iqualmente probable que
m sea mayor o menor que 0.60.

Cliente: Exactamente. Pero no me pida que defina lo que significa “igualmente pro-
bable”.

Analista: Por “igualmente probable”, en este contexto, quiero decir que usted es
indiferente entre recibir un premio muy deseable condicionado a que ™ Ssea
menor que 0.60, y recibir este mismo premio condicionado a que ™ sea mayor
que 0.60. O, de forma mds dramdtica, si su vida dependiera de ello, optaria
igualmente por un ™ < 0.60 que por un ™ > 0.60. ;Estd siguiéndome?

Cliente: Hasta ahora si.

Analista: FEsencialmente, me acaba de decir, y usted lo cree, que 0.60 divide el in-
tervalo de cero a uno en dos partes igualmente probables,en su opinion. Ahora
voy a pedirle que repita este proceso de dividir imaginariamente diferentes in-
tervalos en dos partes igualmente probables. Por ejemplo, ;qué cree usted que
es mds probable, que m sea menor que 0.20 o que esté comprendido entre 0.20
y 0.607

Cliente: Entre 0.20 y 0.60.
Analista: ;FEntre cero y 0.58, o entre 0.58 y 0.607

Cliente: Entre 0 y 0.58.
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Analista: De acuerdo. Ahora deme un nimero para el que crea que es igualmente
probable que m esté comprendido entre cero y ese nimero y ese numero y 0.60.

Cliente: ;Qué ocurre si m es mayor que 0.607

Analista: Tal como estan las cosas usted pierde. Mire, si me dice que el nimero es

m*, esto quiere decir que sus probabilidades de ganar el premio son igualmente
buenas si elige el intervalo de cero a ™™ como lo son si elige el intervalo de m*
a 0.60. Si ™ es mayor que 0.60 , no obtendria el premio sea cual sea el lado de

™ que elija, porque ™ no estaria en esos intervalos.

Cliente: De acuerdo. Veamos... Diré que 0.50 divide el intervalo de cero a 0.60 en
dos partes igualmente probables.

Analista: ;Le hubiera sido mds fdcil si, una vez que me habia dado el nimero 0.60
le hubiera hecho la ltima prequnta de esta otra manera?: Mire, suponga que
le digo que m es menor que 0.60. ;Como dividiria ahora el intervalo de cero a
0.60 en dos partes igualmente probables?

Cliente: ;Son iguales las preguntas?
Analista: Creo que si. Piénselo.

Cliente: Supongo que son iguales. La segunda me parece més fécil, pero las cosas
siempre me parecen mas faciles la segunda vez.

Analista: Continuemos. Imaginese que le digo que m es mayor que 0.60. ;Cdomo
dividiria el intervalo 0.60 a 1 en dos partes igualmente probables?

Cliente: 0.70. El intervalo de 0.60 a 0.70 me parece igualmente probable que los
valores superiores a 0.70. Pero realmente me siento un poco incomodo acerca
de 0.50 y 0.70 porque el 0.60 es muy poco firme. Me parece como si estuviera
construyendo sobre una esponja. Espero que se dé cuenta de que estos nimeros
son muy poco firmes.

Analista: Me doy cuenta de ello. jAnimo! Ahora me ha dado tres nimeros, 0.60,
0.50 y 0.70. Voy a dibujar un intervalo de cero a 1 y a colocar estos puntos en
él.

0 1

Me acaba de decir que, en lo que a usted respecta, cree que es igualmente pro-
bable que T esté situado en cualquiera de los cuatro intervalos [0 a 0.50], [0.50
a 0.60], [0.60 a 0.70] y (0.70 a 1.00].

Cliente: Si, creo que eso es lo que he dicho.
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Analista: Ahora voy a comprobarlo. No pretendo confundirle ni molestarle, pero es
importante considerar estas cuestiones desde todos los angulos. Por ejemplo,
spreferiria usted apostar que T estd en el intervalo [0.50 a 0.70 | o apostar que
estd fuera de este intervalo?

Cliente: Creo que apostaria que esta dentro del intervalo. Pero estoy siendo incon-
sistente, jno?

Analista: 57, lo estd siendo, pero es normal. Quiero que piense mds sobre esto. Es
una ventaja que trate conscientemente de ser consistente.

Cliente: Bien, no quiero cambiar el 0.60. Me siento méas inseguro con el 0.70. Su-
pongo que estaria dispuesto a admitir un 0.68. En lo que a mi respecta, hay
una probabilidad del 50-50 de que 7 esté en el intervalo [0.50 a 0.68].

Analista: ;FEstaria dispuesto a decir que es igualmente probable que 7 esté en el
intervalo [0.60 a 0.68] o en el intervalo [0.68 a 1]?

Cliente: De acuerdo, lo admitiré. Pero, si lo hiciéramos todo otra vez y si borrara
esta conversacion de mi memoria, puedo imaginar que, en lugar de terminar
con los niimeros 0.50, 0.60 y 0.68, podria haber terminado con nimeros como
0.52, 0.64 y 0.74.

Analista: Bien, spodria usted imaginar terminar con numeros tales como 0.20, 0.40
y 0.557

Cliente: No. Realmente no. Pero, ;qué haria si yo dijera si?

Analista: Seguiria presiondndole y utilizaria algin sistema de promedios que se-
parara aiun mds los tres que me ha dado. Pero, continuemos. Me referiré al
numero 0.60 como su percentil 0.50, al nimero 0.50 como su percentil 0.25
y al nimero 0.68 como su percentil 0.75. Necesito unos cuantos porcentajes
mas. ;Como dwidiria usted el intervalo [0 a 0.50] en dos partes igualmente
probables?

Cliente: 0.42.
Analista: Ahora divida el intervalo [0 a 0.42]
Cliente: Me esta forzando demasiado.

Analista: Bien. Suponga que yo le dijera que w es menor que 0.42. ;Preferiria
apostar por el intervalo [0 a 0.21] o por el intervalo [0.21 a 0.42]7

Cliente: Por el altimo, por supuesto. De acuerdo, utilice 0.36.

Analista: Ahora pasemos al extremo superior. Divida [0.68 a 1.00).
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Cliente: Utilice 0.75.
Analista: De acuerdo. Divida [0.75 a 1.00].
Cliente: Utilice 0.80.

Analista: Resumamos sus respuestas en una tabla (véase la tabla 5.3).

Tabla 5.3. Distribucion subjetiva del cliente

Percentil Valor del percentil

0.0625 0.36
0.125 0.42
0.25 0.50
0.50 0.60
0.75 0.68
0.875 0.75
0.9375 0.80

Esta discusion puede continuar por largo tiempo y, a medida que el cliente es mas
y méas consciente del proceso de elicitacion, su informaciéon es cada vez mejor.

Distribucion subjetiva sobre médicos alcoholicos

Densidad
2
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.12. Distribucion a priori obtenida del didlogo llevado a cabo con relacion al
porcentaje de los médicos alcohdlicos
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temp<-scan ()
.0625 0.36
.125 0.42
.25 0.50
.50 0.60
.75 0.68
.875 0.75
.9375 0.80

O O O O O o o

temp<-matrix (temp,ncol=2,byrow=T)
temp<-rbind (c(0,0) ,temp,c(1,1))
Area<-temp[2:9,1]-temp[1:8,1]
base<-temp[2:9,2] -temp [1:8,2]
Altura<-Area/base

plot(1,1,ylim=c(0,max (Altura)*1.3) ,xlim=c(0,1) ,type=’n’,
ylab=’’,xlab="")

title(ylab=’Densidad’,xlab=substitute(pi))

title(main=’Distribucidén Subjetiva sobre Médicos Alcohdélicos’)

for(i in 1:length(Altura)){

rect (temp[i,2],0,temp[i+1,2] ,Alturali],col="grey’)

}

5.3.2. Problemas con el uso de loterias

Las primeras aproximaciones al problema de elicitar probabilidades de eventos
surgieron en escuelas de Administracion de Negocios en Estados Unidos. Obviamente
es un ambiente propicio a la utilizacion del concepto de funcién de utilidad personal,
algo que surge en forma natural en el area de toma de decisiones. El problema es
que la funcion de utilidad personal deberia determinarse antes de poder elicitar las
probabilidades personales. Ante esta situacion, se toman alternativas tales como asu-
mir que la funcion de utilidad es lineal, algo que en muchas circunstancias no es cierto.

La asignaciéon de probabilidades subjetivas via apuestas sufre de diferentes pro-
blemas si son utilizadas con sujetos ingenuos. El esfuerzo cognitivo de la estimaciéon
de esperanzas es mayor que la especificacion directa de probabilidades. El tamano de
la apuesta puede afectar el uso de la técnica. La deseabilidad del premio puede sesgar
las respuestas del sujeto. Estructurar las preguntas puede ser dificil si se necesitan
muchas asignaciones. El método de la loteria no sufre el problema de la utilidad
en el caso de las apuestas; sin embargo, es un procedimiento tedioso si se necesita
responder un gran numero de preguntas (Chesley, 1975).
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5.4. Elicitacion en el modelo lineal

Garthwaite (2007) y Garthwaite y Dickey (1988) proponen un método de elici-
tacion en el modelo lineal. Otros métodos apelan a una configuracién mas intuitiva,
como crear una imagen mental de la poblacion. Esto permite a los expertos obtener
muestras mentales de esta poblaciéon que, con suerte, tendra una muestra que preser-
va la estructura de la poblacion. La calidad de su informacién personal se cuantifica
en términos del tamano de muestra equivalente. Cristov et al. (2017) aplican varios
métodos de elicitacion, pero este estudio no permite producir conclusiones genera-
les debido a sus limitaciones extremas. Renooij y Witteman (1999) y Witteman y
Renooij (2003) proponen el uso de la expresion verbal para cuantificar las probabi-
lidades personales.

La elicitacién del vector de parametros de un modelo lineal normal, cuando se
desconoce, es importante. Kadane et al. (1980) presentan un método heuristico para
elicitar los hiperparametros en el modelo lineal normal en el caso de una a priori con-
jugada. Varios autores desarrollaron un programa de computador para ayudar con
esta tarea (James et al., 2010). Un problema con esta aproximacion y el programa
es que requiere la obtencion directa de los parametros del modelo. Esto podria ser
facil si hubiera estudios previos que proporcionen informacién directa sobre ellos.

Nuestra propuesta (véase Correa-Morales y Barrera-Causil 2021) se basa en la
construccién de una imagen mental de la poblacién de respuestas en varios puntos
especificos de las variables explicativas en el modelo, y se obtiene la media y la
varianza en cada uno de estos puntos. Esta tarea es mucho mas facil que la obtencion
directa de los pardametros del modelo. El algoritmo se describe a continuacion:

5.4.1. El algoritmo

Asuma que estamos interesados en el siguiente modelo lineal (esta propuesta se
puede extender a modelos més complejos).

y~Bo+Bi-z+e, (5.27)

donde € se asume que sigue una distribuciéon normal con media 0 y precision 7 = 0—12

Algunos estadisticos bayesianos prefieren trabajar con la inversa de la varianza y
lo llaman la precision (DeGroot, 1970). Esto facilita el trabajo de algebra para dis-
tribuciones conjugadas y evita trabajar con la distribucién gamma inversa en lugar
de la distribuciéon gamma tradicional. Nuestro problema bésico es la determinacion
de la distribucion conjunta previa de los parametros del modelo, digamos & (5, 81, 7).

Esta propuesta esta dividida en dos pasos. En el primero, algunos cuantiles de

la distribucion de la variable respuesta en el modelo de regresion son elicitados con
respecto a un valor particular de la variable explicativa. En este paso se obtienen
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también la media, varianza y el correspondiente tamano de muestra equivalente. No-
te que este proceso de elicitacion de los cuantiles de la variable aleatoria es méas facil
de llevar a cabo que la elicitacion de los parametros del modelo directamente (De-
muynck, 2013).

En el segundo paso, se realiza un proceso de simulaciéon para generar muestras
de la variable respuesta considerando sus correspondientes puntos de diseno, esto
con el objetivo de estimar, de manera repetida, los parametros del modelo. Aqui,
es de notar que es més facil para los expertos dar opiniones alrededor de un valor
central, que alrededor de cualquier otro en el rango de posibles valores de una varia-
ble. Este argumento se fundamenta en el hecho de que es més facil describir eventos
que ocurren con mucha frecuencia, que aquellos que son raros. De esta manera, en
esta propuesta de Correa-Morales y Barrera-Causil (2021), se recomienda establecer
como puntos de diseno aquellos valores cercanos a la media de la variable explicativa.

Paso 1. Elicitacion

Primero, pedimos al experto que elija un punto de la variable explicativa en su
rango logico, digamos zy. Luego, se le pide que imagine la distribucion de las res-
puestas en este nivel de la variable explicativa xq y elija un valor de la respuesta en
el rango logico de esta, digamos .

Posteriormente, le presentamos al experto la siguiente situacion: si tenemos una
muestra representativa de esta poblacion condicional de tamano ng, jcuantas obser-
vaciones considerard que estan por debajo de yy? Llame a este nimero n,o. Luego,
preguntele cuél seria el nimero minimo de observaciones que acepte por debajo de
Yo en la muestra. Llame a este niimero k;. Ahora, pregunte al experto por la cantidad
méxima de observaciones que acepte por encima de gy, en la muestra. Llame a este
nimero k,.

En cada punto obtenido, el experto debe producir un tamano de muestra hipo-
tético que refleje su confianza en esta distribucién provocada. Al final del proceso
vamos a tener:

{5 (y’L |$i17 Ligy - 7'Tip) ; ni}le‘ (528)

Supongamos ahora que obtenemos los siguientes valores.

Pregunta 1:
Nivel de la variable explicativa (X = zg)
Muestra hipotética | Numero dado Percentil esperado
Lo mas posible no Nyo E [Percentil] = %’
Mas posible no Ny, + Ky E, [Percentil] = %
Lo menos posible | ng Ny, — ki E; [Percentil] = ny%—;kl
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Pregunta 2:

Nivel de la variable explicativa (X = z)

Muestra hipotética | Nimero dado Percentil esperado
Lo mas posible ny Ny E [Percentil| = %
Mas posible ny Ny, + Ky E, [Percentil] = %
Lo menos posible | n; Ny, — ki E; [Percentil] = ny;—zkl

Ahora, asuma que para el mismo valor de la variable explicativa xq, y bajo ng,
podemos estandarizar g, tal que:

Yo Hao o, g1 <%) . (5.29)

o o

De forma similar, pero bajo n, tenemos:

7 Moo gt ("—y) . (5.30)

o nq

De aqui, se resuelven las siguientes ecuaciones para fi,, y o:

Yo —Y
7= -1 ( ™y 0 1—1 Nyy (531)
ot () - o (%)
oy = Yo — o= ot (Mw) (5.32)
d-1 <M> — -1 (M) o
no ni

Seguidamente, se halla el tamano de muestra equivalente (n..,) que refleje el
conocimiento del experto respecto a la informacién proporcionada. Para esto, se
utiliza un intervalo de confianza binomial para una proporcion del tipo:

(1 _ 7
#4196, L=F) (5.33)
Nequ
Si asumimos que el limite superior es %, entonces:
Byo (1 — Rwo
oo T _ Ty 4 g gy | 2o N M) (5.34)
No no Nequ

Asi, el (neq) equivalente de la creencia del experto en este punto de disefio se
aproxima como sigue:

1.96\ >
Nequl = ( L ) Tyo (o — nyo) : (5.35)
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. . L. . . Nyo—k
Si asumimos que el limite inferior es yfl—ol, entonces:

Dy — "o
nyo_kl:%_lgfi no (1 TL(])

no no Nequ

(5.36)

El (neg) equivalente del experto en este punto de disefio es aproximado de la
siguiente manera:

2
Nequ2 = (Tl) Ty (no - nyo) . (537)

Dado que preferimos ser cautelosos con la informacioén proporcionada por el exper-
to, seleccionamos el siguiente tamano de muestra equivalente: n,, = min {negu1, Nequa -

Asumiendo z; como un punto de diseno diferente para la variable explicativa, se
sigue un proceso similar al descrito.

En resumen, para dos puntos de la variable explicativa, digamos zy y 1, tenemos
dos tablas como las presentadas. De las dos filas Lo mds posible, se obtienen las
siguientes ecuaciones:

Th gt (%> Ly (5.38)

N

T H ot (P
o ny )

Correa-Morales y Barrera-Causil (2021) ilustran este proceso de elicitacion asu-
miendo que se tiene una poblaciéon de jugadores de fatbol y el propdsito es modelar
el peso (yo) promedio de estos usando sus estaturas (xy) como la variable explicativa.
De esta manera, si se tiene un tamano de muestra ny de jugadores con xg = 170 cm,
se puede preguntar al experto lo siguiente: como méaximo, jcuéntos jugadores cree
usted pesan menos de 70 kg? (su respuesta sera n,,). ;Cudl es el nimero maximo de
jugadores de fatbol que usted aceptaria en esta muestra particular que pesen 70 kg?
(Su respuesta seré k,). De forma similar se obtiene el minimo y se denota por k;.

5.4.2. Tlustracion

Ahora bien, si se asume otra muestra hipotética, digamos ny, las preguntas pue-
den ser como sigue: en una muestra de jugadores de fitbol que miden 170 cm, como
méximo, jcuantos de ellos pesan menos de 80 kg?, ;jcual considera usted que es el
numero méaximo de jugadores de futbol de esta muestra que pesen 80 kg?, ;jcuéal es
el minimo que aceptaria? Este proceso se puede repetir el nimero de veces que el
elicitador considere.
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Una vez se tienen las poblaciones para diferentes puntos de las variables explicati-
vas con sus respectivos tamanos de muestra equivalente, se construye la distribucion
a priori conjugada de los parametros de regresion.

Paso 2. Simulacion

1. Para la i-ésima poblacion especificada, obtenga un tamano de muestra simulado
Ng,, digamos y;.

2. Construya:

y = { 1 ] (5.39)

- 1 X1

x-[1 2] 50

3. Estime el modelo y = By + 1z + ¢, donde E [¢] = 0y Var (¢) = 0. Mantenga
(50; 617 5-2) .

4. Repita muchas veces los pasos de arriba, digamos M.

Una vez que hemos hecho el proceso anterior, estimamos los parametros de una
distribucién multinormal para los 8 y una gamma para la varianza. La distribucion a
priori conjugada es la distribuciéon normal-inversa-gamma, la cual es expresada como
sigue:

§(8,0%) = &(Blo*)E(0) = N(up,0°Ss) x 1G(ag,70) (5.41)
1 (vo+p/2+1) 1 1
o (;) X exp [—; {% + 5(6 — 113) Ep(f — uﬁ)H :

donde p es el niimero de regresores y los hiperparametros oy y 7o deben ser estimados
usando una distribucién a priori no informativa o utilizando elicitacion.

La determinacion de ag y [y en muchas situaciones esta rodeada de incertidum-
. . . . ., /
bre. En este caso, los investigadores establecen una distribucion en (ag, )", que se

denomina distribuciéon hiper a priori.

Finalmente, con este método de elicitacién propuesto, se lleva a cabo la inferencia
bayesiana considerando a priori informativas.
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5.5. Ejemplo hipotético

Para ilustrar este procedimiento, asumamos que estamos interesados en modelar
el peso de estudiantes universitarios basados en su estatura y el sexo, usando un
modelo lineal.

Peso = [y + p1Sexo + P Estatura + e, (5.42)

donde e ~ N (0,0?). Si seleccionamos cuatro puntos para elicitar el peso de los es-
tudiantes (dos puntos para cada género, digamos x1y; = 170 cm, x9p, = 180 cm,
1 = 160 cm y xop = 170 cm), elicitamos los pardmetros de cuatro poblaciones de
distribuciéon normal; aqui, la elicitacion de la media y la varianza de cada distribuciéon
puede ser mas facil que la elicitacion de los parametros del modelo.

Usando cada punto de diseno y diferentes muestras hipotéticas, se puede pregun-
tar al experto como sigue:

Para estudiantes de sexo masculino. Con una muestra de tamano ng de
estudiantes universitarios de 170 cm de estatura, jcomo maximo, cuantos estudiantes
de esta muestra cree usted que pesan menos de 70 kg?, ;cual considera que es el
maximo numero de estudiantes en esta muestra de hombres que pesen 70 kg?, ; cuél
es el minimo que usted considera para este caso?

Ahora, usando las dos tablas presentadas un poco més atras, de las dos filas Lo
mdas posible, podemos obtener la media y la varianza de cada poblaciéon, y gene-
rar los correspondientes yi;, k = 1,2,3,4, y i = 1,2,...,m de Nyaz=170y (11, o?),
Ninp=1s0} (112 5 03), Nipa—160} (i3, 03), ¥ Nipa—170y (pa, 03).

Ahora, con: i ) i i
Y11 1 1 170
ynxol 1 1 170
Y12 1 1 180
| Ynay2 1 1 180

Y = Vs , X 10 160 (5.43)

Yn,,3 1 0 160
Y14 1 0 170

| Ynayd | | 1 0 170 |

Luego, siguiendo el tercer paso del algoritmo, estimamos (8, 81, 32, 0?). Final-
mente, con los pasos 2, 3, y 4, obtenemos la distribucién a priori conjugada. En
el siguiente enlace se encuentra el cédigo para esta ilustraciéon que presentamos en
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Correa-Morales y Barrera-Causil (2021).
(https://github.com/cbarrera2101/Code-elicitation-of-the-parameters-for-LM.git),

Elicitacion de la distribuciéon a priori de los parametros del
modelo lineal simple

# Determinacién de los parametros de una normal a partir de de una
muestra de tamafilo n representada en intervalos

estimaNormal <- function(parametros,frecu=frecu,limites=limites){

media<-parametros [1]

vari<-parametros [2]

dev.tip<-sqrt(vari)

proba.esti<-frecu/sum(frecu)

error<-0.0

for(i in 1:length(frecu)){
error<-error+(pnorm(limites[i+1] ,mean=media,sd=dev.tip) -
pnorm(limites[i] ,mean=media,sd=dev.tip)-proba.esti[i]) "2

}

return (error)

3

# Determinacidén de la a priori de betaO, betal y sigma2 en el modelo
Peso=betalO+betal Estatura + error.
# Consideremos los hombres que miden exactamente 170cm. De 1000
hombres en una muestra hipotética
limites<-c(45,55,60,70,80,90)
frecus<-c(0,10,450,440,0)

(resu.170<-optim(c(70,25) ,estimaNormal ,method=’L-BFGS-B’,
lower=c(40,0.01) ,upper=c(100,100),

limites=limites ,frecu=frecus))

param.optl170<-resu.170$par

## $par
## [1] 69.94044 15.57328

## $value
## [1] 5.738812e-05

## $counts
## function gradient
## 13 13

## $convergence
## [1] O

## $message
## [1] "CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F <= FACTR*EPSMCH"
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# Consideremos los hombres que miden exactamente 180cm. De 1000
hombres en una muestra hipotética

limites<-c(55,65,70,75,80,85,95,110)

frecus<-c(0,10,100,400,450,35,5)

(resu.180<-optim(c(80,25) ,estimaNormal ,method=’L-BFGS-B’,
lower=c(50,0.01) ,upper=c(110,100),

limites=limites ,frecu=frecus))

param.opt180<-resu.1808%par

## $par
## [1] 80.08554 11.48700

## $value
## [1] 0.003506067

## $counts
## function gradient
## 13 13

## $convergence
## [1]1 ©

## $message
## [1] "CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F <= FACTR*EPSMCH"

Funcién que simula una muestra de Y a dos niveles de la cova-
riable y estima los parametros del modelo

calcula.parame.model<-function(ii,nivell ,nivel?2,

medial ,media2,varl,var2,

n.segl,n.seg2){
xx<-c(rep(nivell ,n.segl) ,rep(nivel2 ,n.seg2))
yy<-c(rnorm(n.segl ,mean=medial,sd=sqrt(varl)),

rnorm(n.seg2,mean=media2 ,sd=sqrt(var2)))

res.1lm<-1m(yy~xx)
res<-c(res.lm$coefficients ,mean((res.1lm$residuals) ~2))
return(res)
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Niveles de seguridad del experto a cada nivel de X

# Nivel de seguridad en nuestro conocimiento n.segl70=25
n.segl70<-15

# Nivel de seguridad en nuestro conocimiento n.segl80=20
n.segl80<-10

Definicién del ntimero de simulaciones y la simulacién usando
la funcién sapply()

Nsim<-1000000

resu<-matrix (sapply (rep(00,Nsim),calcula.parame.model,
170,180, param.opt170[1] ,param.opt180[1],
param.opt170[2] ,param.opt180[2],

n.segl70,n.segl80) ,ncol=3,byrow=T)

Medidas descriptivas

dim(resu)
## [1] 1000000 3

cov(resu)

## [,1] [,2] [,3]
## [1,] 668.0207367 -3.819631848 0.204675186
## [2,] -3.8196318 0.021857879 -0.001174016
## [3,] 0.2046752 -0.001174016 14.687252337

cor (resu)

## [,1] [,2] [,3]
## [1,] 1.000000000 -0.999591430 0.002066331
## [2,] -0.999591430 1.000000000 -0.002072048
## [3,] 0.002066331 -0.002072048 1.000000000

colMeans (resu)

## [1] -102.533666 1.014553 12.856778
apply (resu,2,median)
## [1] -102.565012 1.014658 12.475008
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Graficos de las distribuciones a priori marginales simuladas

hist(resul[,1] ,main=expression(beta[0]),ylab=’Frecuencia
relativa’, xlab=expression(betal[0]),
freq=F,col=’gray’)

hist(resul,2] ,main=expression(betal[1]),ylab=’Frecuencia
relativa’,xlab=expression(betal[1]),
freq=F,col=’gray’)

hist(resul[,3] ,main=expression(sigma~2) ,ylab=’Frecuencia
relativa’,xlab=expression(sigma~2),
freq=F,col=’gray’)

Bo
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Figura 5.13. Distribucion a priori marginal simulada para [
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Relativa
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Figura 5.14. Distribucion a priori marginal simulada para [y
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Relativa
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Figura 5.15. Distribucion a priori marginal simulada para o

Prueba de normalidad bivariable para (5, 1)

library (mvnTest)

HZ.test (resul[1:10000,1:2])
H# Henze-Zirkler test for Multivariate Normality

H#t data : resul[1:10000, 1:2]

#H# HZ : 0.9660402
## p-value : 0.2840896
## Result : Data are multivariate normal (sig.level = 0.05)
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Prueba de Henze-Zirkler para multinormalidad

N
T = %Z Zexp [—; (zi — ;) S (2; — x])} (5.44)
i=1 j=1
2\ 5 ,
S T L™ [_2(1+62> s 1(%_‘”)}
N
S+
donde: NGk 4+1) )
Cuando N — oo, los dos primeros momentos de 7"
o 1 k? k(k+2)8* 1
E(T) =1 (1+252)k/2 {14— 1+ 267 +2(1+252)2 (5.46)
2
Var(T) = W
2 2k 3 3k(k + 2)68}
o [ T a sy 40
4 kBt k(k+2)38
Wk [1+ 2w T 2u? } 7
donde:
= (1+6%) (1+3p7%) (5.48)

= Henze y Zirkler probaron, via simulacion, que 7' sigue aproximadamente una
distribuciéon lognormal.

= Para calcular el valor — p, ellos usan una aproximacion a la normal:

n:l%@+vw ) (5.49)
v = log(E(T)) —H/2
log(T) — v
Z =
Ve
Valor —p = 2®(—1Z])
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Verificamos si la distribucién marginal a priori simulada de o
se acomoda a una distribucién gamma

library (EnvStats)
gofTest (resul[1:5000,3] ,distribution=’gamma’)

## Results of Goodness-of-Fit Test

FAE o o

## Test Method: Shapiro-Wilk GOF Based on
#i# Chen & Balakrisnan (1995)
## Hypothesized Distribution: Gamma

## Estimated Parameter (s): shape = 10.997980

## scale = 1.162984

## Estimation Method: MLE

## Data: resul[1:5000, 3]

## Sample Size: 5000

## Test Statistic: W = 0.9996789

## Test Statistic Parameter: n = 5000

## P-value: 0.6425488

Verificamos si la distribucién marginal a priori simulada de 7
se acomoda a una distribucién gamma

library (EnvStats)
gofTest (1/resu[1:5000,3] ,distribution="’gamma’)

## Results of Goodness-of-Fit Test

L i

## Test Method: Shapiro-Wilk GOF Based on
#4 Chen & Balakrisnan (1995)
## Hypothesized Distribution: Gamma

## Estimated Parameter(s): shape = 10.346388426

## scale = 0.008311766

## Estimation Method: MLE

## Data: 1/resul[1:5000, 3]

## Sample Size: 5000

## Test Statistic: W = 0.9784269

## Test Statistic Parameter: n = 5000

## P-value: 0

## Alternative Hypothesis: True cdf does not equal the
H# Gamma Distribution.
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5.6. [Elicitacién en el modelo lineal generalizado

El modelo lineal clasico cae en una clase mayor de modelos que se conoce como
modelo lineal generalizado, MLG, la cual tiene tres componentes bésicos:

1. Un conjunto de variables aleatorias independientes que pertenecen a la familia
exponencial.

2. Una matriz de diseno y un vector de parametros.

3. Una funcion link (enlace, conexion) que relaciona las medias del modelo lineal.

Dentro de la clase de modelos lineales generalizados tenemos el modelo lineal
clasico, el modelo loglineal, la regresion de Poisson, la regresion logistica, etc.

5.6.1. Componentes del M LG

En esta parte discutimos de una forma mas detallada las componentes del mo-
delo lineal generalizado. Necesitamos, ademas, revisar ciertos elementos béasicos de
inferencia estadistica, en especial la estimacién por maxima verosimilitud.

Las tres componentes del M LG

Sean yi, ..., y, variables aleatorias con funcion densidad de probabilidad (FDP)
para y;, 1 = 1,--- ,n, dada por:

f (yi;0:) = exp (yibi(0) + ci(0:) + di(yi)) (5.50)

Las distribuciones de los y}s son de la misma forma (todas normales o todas bi-
nomiales, etc.), asi que las distribuciones de b, ¢ y d no se necesitan.

La FDP conjunta de y, ..., y, es:

J Wi Yni b, -, 0,) = exp (Z yib(0;) + ZC(@) + Zd(yz)> (5.51)

y, usualmente, los parametros #; no son de interés directo.

Consideremos un conjunto de pardmetros mas pequenio i, ..., 3, (p < n) tal que
la combinacién lineal de los §; es igual a una funcién del valor esperado de y;, digamos
Hi,

() =% B, (5.52)

g : link, funciéon monoétona y diferenciable
x; . vector de p x 1 variables explicativas
[ vector de p x 1 de parametros
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El modelo lineal generalizado tiene tres componentes:
1. Variables respuesta yi, ..., y, (de la familia exponencial).

2. Un conjunto de pardmetros § y variables explicativas.

i
X = : (5.53)
X,
3. Una funciéon link g mondétona tal que:
9(mi) = xi B, (5.54)
donde:
pi = Elyi] (5.55)

Chen et al. (2003) presentan algunas discusiones sobre la elicitacion en el modelo
lineal generalizado, pero desde el punto de vista aplicado no se presenta ningin
procedimiento que sea utilizable.

5.6.2. Elicitacién en el modelo logistico

El modelo logistico es uno de los més utilizados en el trabajo aplicado. La res-
puesta binaria aparece en muchos problemas de interés en diversas areas que manejan
riesgo, por ejemplo, medicina, finanzas e ingenieria. Bedrick et al. (1997) presentan
un resumen de diversos procedimientos para la elicitacion de la a priori en el caso de
la regresion logistica. O’Leary et al. (2009b) presentan tres métodos para la elicita-
cion en el caso de la regresion logistica. Entre ellas se encuentra la elicitacion de la
probabilidad de éxito a diferentes niveles de las covariables. Al-Awadhi y Garthwaite
(2006) presentan una metodologia de elicitacion del modelo logistico en el area de
ecologia.

5.6.3. Uso de muestras hipotéticas

Vamos a ilustrar esta aproximacion para el modelo logistico con una sola variable
explicativa.

= Determine los puntos de diseno zy, ..., x; tal que cubramos los puntos de in-
flexion del modelo.

» Para cada punto de diseno, x;, ajuste, una beta a priori con pardmetros «; y
B que representen el conocimiento del experto sobre la probabilidad de éxito.

» De cada distribucion beta (o, 5;) genere un m;, i = 1,... k.
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= Para cada punto de diseno x;, genere una muestra aleatoria de tamano n; de
éxitos y fracasos con probabilidad de éxito m; obtenida en el punto anterior,
t=1,...,k, donde n* = Zle n; representa el nivel de seguridad que tenga el
experto en su conocimiento.

= Con la informaciéon asi obtenida, estime el modelo logistico y conserve los pa-
rametros estimados del modelo.

= Repita los pasos 3-5 N. Con los N pares de valores hallados asociados con los
coeficientes del modelo, ajuste una distribuciéon normal bivariable. Esta seré la
distribuciéon a priori del experto. El ajuste normal se puede validar mediante
el de una estimaciéon de densidad bivariable.

= Un problema a determinar es el nimero de puntos k£ en los que debemos ob-
servar la variable explicativa.

= Obviamente, debemos escoger puntos que permitan realizar una estimacion
buena. Un nimero que podemos escoger es 5.

= Si se escoge un k grande, el proceso puede volverse muy desgastante para el
experto y terminar dando respuestas en forma automatica.

5.6.4. Determinacion de la edad de la menarquia

= La edad de la menarquia ha sido estudiada en muchas poblaciones del mundo
y el modelo logistico se utiliza comtinmente para esto. Con este ejemplo se
ilustra una forma de conducir una entrevista que nos permita determinar la
distribucién a priori de los parametros de un modelo logistico.

= Deseamos determinar los valores plausibles del modelo para ajustarlo a la ciu-
dad de Medellin. Para esto contactamos a un experto en el area cuyo nombre
NOS reservamos.

= El didlogo ha sido editado y solo algunas parte relevantes son mostradas.

= Estas elicitaciones, en general, tardan varios dias y pueden parecer muy repe-
titivas algunas partes del proceso.

o Entrevistador: Buenas tardes. Como usted es una persona reconocida en
el area de crecimiento humano y ha accedido a colaborar, le agradecemos
de antemano esta ayuda.

e FEzperto: No hay problema.

e [Entremistador: {Ha escuchado acerca de la modelacion matematica de la
menarquia a partir de la edad?

e Lzperto: No. Realmente en la literatura existen valores de referencia, pero
las decisiones que se toman involucran mucha informacion, en general.
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Entrevistador: jPero podria darme un valor en el cual considerara que si
una nina ha tenido, sin informacién adicional, la menarquia, seria impo-
sible de aceptar?

Experto: Si, claro. Nueve anos serfa esa edad.

Entrevistador: ;'Y cudl seria la edad minima para la cual una nifia normal
y sin ninguna informacién adicional que no hubiese tenido la menarquia,
su caso ya fuera considerado un problema médico?

Ezxperto: Yo diria que 16 anos y medio.

Entrevistador: El proceso que vamos a comenzar esta basado en algo co-
nocido como muestras hipotéticas. Las preguntas que le voy a formular
solo pretenden recoger sus impresiones y no tienen necesariamente una
respuesta tnica y verdadera. Es més, puede cambiar la respuesta cuantas
veces quiera.

Ezxperto: Esta bien.

Entrevistador: Si considera solo la poblaciéon de las ninas que acaban de
cumplir 10 afios (no las de 10 anos y medio ni las que estan cercanas a
once, etc.) y tuviera una muestra de 1000 ninas de esta poblacion, ¢cual
serfa el nimero méximo de ninas que usted aceptaria y no se sorprenderia,
que hubiese tenido la menarquia?

Ezxperto: Bueno, déjeme pensar. En 1000 ninas de esta edad cerrada, quiza
3 0 menos.

Entrevistador: Si le dicen que 10 ninas, de este grupo, han tenido la me-
narquia, jse sorprenderia?

Experto: Si. A lo méas 5 o menos.

Entrevistador: Y si le dicen que ninguna ha tenido la menarquia, jlo acep-
tarfa?

Ezxperto: Si, es es niimero que esperaria.

Entrevistador: Pensemos ahora en las quinceaneras. De una muestra de
100 ninas que hayan acabado de cumplir sus quince anos, jcuél seria el
numero que esperaria encontrar que no haya tenido la menarquia?

Ezxperto: Creo que seria alrededor de 25.

Entrevistador: Y jcudl seria, en esta muestra de 100, el niimero maximo
de ninas que no hubiesen tenido la menarquia que no le llevara a decir que
esos datos fueran inaceptables?

Experto: Creo que si me dicen que de las 100 ninguna ha tenido la me-
narquia, no lo aceptaria.

Entrevistador: Si, pero eso es muy extremo, jno es asi?
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e Krperto: Si. Bueno, creo que si me dicen que 30 no han tenido la menar-
quia, lo tendria como limite.

e FEntrevistador: Y en la muestra de 100 ninas, yéndonos al otro caso, jse
sorprenderia de que todas hubiesen tenido la menarquia?

e Faxperto: Si, pero como van las cosas.

e Entrevistador: Volvamos a la pregunta, jse sorprenderia de que todas hu-
biesen tenido la menarquia?

e Ezperto: Si, esperaria que al menos 10 no hubieran tenido la menarquia
aun.

Para cada grupo de edad considerado, ajustamos una distribucién a priori; en
la mayoria de ellas determinamos betas.

= Hay en este caso particular una situaciéon en la que, a priori, sabemos que es
imposible observar ciertos resultados; por ejemplo, para ninas muy jovenes,
digamos menores de 9 anos, estamos convencidosde que no observaremos a
alguna que haya tenido la menarquia y lo contrario pasaria con mujeres mayores
de 17 anos. En este caso hay seguridad absoluta y el experto tendria una
informaciéon equivalente a un tamano muestral muy grande. Pero en lo que
realmente estamos interesados es en la determinaciéon del modelo en el que no
hay certidumbre plena. Por lo tanto, en nuestra entrevista debemos buscar unos
valores de edades en los cuales el experto reconozca esto. Por ejemplo, edades
como 11, 12, 13, 14 y 15 anos (edades exactas pueden ser buenos valores).

Elicitaciéon de la distribucion de § del modelo logistico

Tabla 5.4. Valores elicitados por grupos de edad

Edad 10 12 14 16
Ntumero de ninas 200 | 100 | 100 | 100
Namero con menarquia 15 20 60 95
Proporcion 15/200=0.075 | 0.20 | 0.60 | 0.95
Nequivalente b 10 20 20
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# genera muestra
muestra<-function (propor ,edad,n.eq){
resu<-NA
for(ii in 1:length(propor))resu<-rbind(resu,
cbind (sample(c(1,0) ,n.eq[ii],replace=T,
prob=c(propor[ii],l-propor[ii])) ,edad[ii]))
return(resu)
} # fin muestra

propi<-c(0.075,0.20,0.6,0.95)
neq<-c(5,10,20,20)
edad<-c(10,12,14,16)

betas<-NULL

for(i in 1:1000){

result<- muestra(propi,edad,neq)
yy<-result[,1]

xx<-result[,2]
tempo<-glm(yy~xx,family=binomial)$coefficients
betas<-rbind (betas, tempo)

} #fin for

library (robust)

## Loading required package: fit.models
covRob (betas)

## Call:

covRob(data = betas)

## Robust Estimate of Covariance:

## (Intercept) XX
## (Intercept) 16.470 -1.15549
## xx -1.1556 0.08185

## Robust Estimate of Location:
## (Intercept) XX
#it -13.595 1.009

solve(matrix(c(16.470, -1.15549,-1.15549,0.08185) ,nco0l=2))
## [,1] [,2]
## [1,] 6.338888 89.48713
## [2,] 89.487128 1275.52207

Un problema

No siempre el experto esta absolutamente seguro del niimero de ninas que han
tenido la menarquia en un grupo de n para una determinada edad. Es més facil que
dé un rango de valores con alta seguridad y en ese intervalo el experto pueda escoger
el valor més creible.
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Tabla 5.5. Estimados via elicitacion por grupos de edad

Edad 10 12 14 16
Nimero de ninas 200 | 100 | 100 | 100
Minimo ntmero aceptable 5 14 50 93
Niumero més creible con menarquia 15 20 60 95
Maximo ntmero aceptable 20 22 66 98
Proporcion 15/200=0.075 | 0.20 | 0.60 | 0.95
Proporciéon minima 5/200=0.025 | 0.14 | 0.50 | 0.93
Proporcion méaxima 20/200=0.10 | 0.22 | 0.66 | 0.98
Nequivalente 5 10 20 20

5.7. Elicitacién de la distribucién a priori informa-
tiva del coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion es una de las medidas estadisticas de mas uso en
el trabajo aplicado. Algunas de sus propiedades fueron estudiadas por Zheng y Ma-
tis (1993). Una discusion sobre sus interpretaciones puede hallarse en Falk y Well
(1997). La estimacion del coeficiente de correlacion por medio de intervalos es im-
portante y para esto se dispone de diversos métodos. El problema para el analista
es la carencia de reglas sobre cuél formula es preferible. Para esto hemos realizado
un estudio de simulaciéon que nos permite analizar el comportamiento de los niveles
de confianza reales y comparalo con los tedricos de los diversos intervalos disponibles.

Asumamos que (z1, ¥1), (%2, y2), -, (Tn, yn) €s una muestra aleatoria de una
normal bivariable con vector de medias p y matriz de varianzas y covarianzas 3. El
estimador maximo verosimil de p es (Graybill, 1976):

R— Z;L:l (i — ) (yi — 9) 1/2 (5.56)
(i (@ —2) 0, (i —9)%)

y el estimador UMVUE (estimador insesgado de varianza uniformemente minima)
de p es:

T (2=2 Ly=1/2 (1 _¢ (n—5)/2
rEreER) ) Jo Vit - R
La FDP de R es:
o) (1 — )12 o [
fr(r) = (n=2){1-/r) (1- 7"2)( 4)/2/ (coshw — pr)_(”_l) dw, (5.58)
T 0
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donde —1 <r <1y —1 < p < 1. El tnico parametro de la distribucion es p.

Si m(p) denota la distribucion a priori de p, entonces, la distribucion a posteriori
sera:

7(p; Datos) o L(p; Datos)w(p) (5.59)

7(p; Datos) o< w(p) (1 — p2)(n_1)/2/ (coshw — pr)~ "™ dw (5.60)
0

Si escogemos una distribucion a priori no informativa de Laplace, m(p) o< 1, en-
tonces, los resultados de la distribuciéon a posteriori, seran equivalentes a los clasicos,
ya que esta tltima serd proporcional a la funciéon de verosimilitud.

7(p; Datos) o L(p; Datos) (5.61)

Dada la complejidad de la funciéon conjunta, una aproximacion que se ha pre-
sentado es considerar la distribuciéon conjunta de los datos normales bivariables
(X1,Y1),(X5,Ys), -+, (X,,Y,) con pardmetros 1, ji2, 07, 03, p. La distribcuiéon pos-
terior sera:

™ (/’L17/’L270-%70_§7p ]Datos) x L (D(ZtOS |M1>H270%>Ugap) ™ (#17#270%70%7p) (562>

Una ventaja de esta aproximacion es que existen resultados sobre distribuciones con-
jugadas para el caso normal, pero el problema es que exige la elicitacion de cuatro
parametros adicionales, los cuales no son de interés del investigador.

En este caso, los pardmetros yiy, o, 0%, 05 son considerados como parametros de
perturbacion (nuisance) y hay que eliminarlos via marginalizacion.

7T(,0|Datos)—////W(ul,m,a%,a%,mDatos)duldugdafdag. (5.63)

5.7.1. Conclusiones y recomendaciones

Al ser la elicitacion un proceso extremadamente complejo e infravalorado, se
necesita investigaciéon para comparar cientificamente los diferentes métodos que se
han propuesto. Se requiere que los psicologos y los cientificos cognitivos comprendan
mejor el proceso profundo que tiene lugar cuando un experto se enfrenta a una
tarea de obtencion particular. Se ha propuesto un algoritmo basado en una muestra
mental hipotética para determinar los parametros de la distribucién conjugada de
una poblacién normal con parametros desconocidos. Segtin nuestra experiencia, los
expertos se sienten cémodos cuando se les hacen preguntas sobre los cuantiles de
este tipo de muestra hipotética. Es facil generalizar el algoritmo a otras situaciones,
incluidos los modelos mas complejos, como los de regresion.
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Capitulo 6

Elicitaciéon a partir de informacién
disponible de un solo estudio

Muchas veces la informacién disponible sobre los pardmetros de interés puede ser
utilizada para la construccion de distribuciones a priori. Una idea que es general es
que este proceso es directo y facil. Esto es equivocado y los elicitadores son conscien-
tes de que el conocimiento de la informacion disponible, sus antecedentes y su calidad
son fundamentales. Se puede disponer de informacién directa sobre parametros que
es posible extender a nuestro caso sin mayor problema. En otras ocasiones, cuando
los estudios hacen referencia al mismo parametro, pero provienen de épocas o de
lugares diferentes, es neceseario ajustar las distribuciones a priori de tal forma que
se acomoden a nuestra situacién particular. Por ejemplo, si elicitamos la estatura
promedio de hombres adultos jovenes en Medellin y tenemos informacion sobre esta
variable realizada en Bogota hace muy poco, se podria construir la a priori casi direc-
tamente, mientras que si el estudio se realizé en Pert, debemos efectuar ajustes que
permitan considerar las posibles diferencias en las poblaciones o nuestra desconfianza
en esta a priori (usualmente se modifican las varianzas).

6.1. Uso de estudios previos para la determinacion
de la distribucién a priori

La determinacion de la distribuciéon a priori utilizando informacién previa puede
facilitar el proceso de elicitacion. Si el experto considera que esta informacion pro-
viene de situaciones similares a la que se tiene, es posible construir las a priori casi
en forma directa. Es mas, el conocimiento a priori del investigador esté altamente
influenciado por esto, (Kennedy, 1986).
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Si se dispone de varios estudios, es posible realizar un metaanalisis para obtener
una a priori. Un problema ocurre cuando la informaciéon de otros estudios apenas es
comparable o no hay una justificacion clara para asumir que lo es. En este caso, el
investigador debe usar su conocimiento personal para ajustar los valores hallados asi.

Papathomas y Hocking (2003) discuten el proceso de elicitacion del riesgo de
reparacion o remplazo de partes en la industria del agua en el Reino Unido. Ellos
presentan el proceso de la determinacion de la distribucién a priori conjunta a partir
de distribuciones a priori marginales mediante el uso de copulas.

6.2. Elicitacién de los parametros de una a priori
cuasiconjugada para una poblacién

Si se dispone de informacion publicada sobre los pardmetros de una poblacion,
usualmente se presenta un intervalo de confianza junto con el nivel de confianza y el
tamano muestral; podemos usar un programa como el siguiente para determinar la
a priori conjunta de la media y la precision.

Construye.apriori.Normal.IC<-function(LI,LS,n,nivel){
media<-(LI+LS)/2

alfa<-1-nivel

alfa.2<-alfa/2

gl<-n-1

t.teo<-qt(1-alfa.2,gl)
S2<-(LS-media) "2*n/t.teo"2
precision<-n/S2
LI.var<-gl*S2/qchisq(l-alfa.2,gl)
LS.var<-gl*S2/qchisq(alfa.2,gl)
LI.preci<-1/LS.var
LS.preci<-1/LI.var

a.mini<-function(parame ,LI=LI,LS=LS,nivel=nivel){
a0<-parame [1]
bO<-parame [2]
alfa<-1-nivel
alfa.2<-alfa/2
res<-(LI-qgamma(alfa.2,a0,rate=b0)) "2+(LS-qgamma(l-alfa.2,a0,rate=
b0)) "2
return(res)
+
res<-optim(c(1,1) ,a.mini ,method ="L-BFGS-B",lower=c(0.0001,0.0001),
upper=c (Inf,Inf) ,LI=LI,LS=LS,nivel=nivel)
alfa0<-res$par[1]
betaO<-res$par [2]
list (media=media,precision=precision,alfa0=alfa0,betal0=betal)

3

Construye.apriori.Normal.IC(10,20,20,0.95)
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6.3. Elicitacién de una proporciéon

Si deseamos estudiar la proporciéon de ninas que a los doce anos han tenido la
menarquia en Medellin, y el ano inmediatamente anterior se realiz6 un estudio simi-
lar (en la misma ciudad y con la misma poblacion objetivo), podriamos utilizar las
distribuciones muestrales casi en forma directa. Sin embargo, si el estudio se adelan-
t6 en una ciudad norteamericana, es posible usar la informacién, pero es preferible
incrementar la varianza de las distribuciones muestrales, de tal forma que le restemos
confianza a esta informacion.

Por ejemplo, si en el estudio previo obtuvimos un intervalo de confianza del 95 %
para esta probabilidad 0.08 y 0.14 obtenemos 7 = (0.08 +0.14)/2 = 0.11 y n = 418.
La varianza del estimador sera 0.0002342105. Si ajustamos esta informacién a una a
priori beta, obtenemos los parametros a priori de la siguiente forma:

a
Media = 0.11 = 6.1
edia P (6.1)
. 0.11(1 — 0.11) af
\% = 7 — 6.2
arianza 113 R CETEk (6.2)

de donde obtenemos:

oy = 45.87
Bo = 371.13
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Distribucion a priori estimada
1

LI 95% LS 95%
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Figura 6.1. Intervalo de credibilidad y distribucion a priori elicitada para la propor-
c1on

6.4. Elicitacién de los parametros de una distribu-
ciéon multinomial

La distribucién multinomial juega un papel fundamental en el trabajo aplicado,
siendo la generalizacion multivariable de la distribucién binomial.

Definicién 1 (distribucion Dirichlet). El vector aleatorio X = (Xi,---,X;) se
distribuye como una Dirichlet con vector de parametros o = (o, - - - ,ak)’ con oy >
0;0=1,---,k, st la p.d.f f(xla) para € = (x1,-+- ,2x) y Zlea:i =1 estd dada
por:

Llog + -+ o) o1 ap—1

zla) = x cee X 6.3
f( ‘ ) F(Oél)"'F(Oék) 1 k ( )
La media de X es:
a;
E(X;)=—, 6.4
o) = = (6.0
donde apg = 25| .
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La varianza de X; es:

Oéz‘(Oéo - Oéz‘)

var(X;) = ./, 6.5
(X) ad(ag+1) (6:5)
y la covarianza entre X; y X es, (i # j),
0
Cov(X;, X)) = ———2— 6.6
OU( ]) OC%(O[() ‘l’ 1) ( )
Teorema 6.1. Suponga que Y = (Y1,---,Y}) tiene una distribucion multinomial

con pardmetros n (fijo) y W = (Wy,--- ,Wy), desconocidos. Suponga también
que la distribucion a priori de W es una Dirichlet con vector de pardmetros a =
(1, -+ ,ag) cona; > 0;i = 1,--- k. Entonces, la distribucion posterior de W
cuando Y; = y;, 1 =1,--- , k, es una distribucion Dirichlet con vector de pardmetros
ot = (a1+y1,~-- ,Oék—i-yk)/.

El parametro aj puede ser interpretado como el conteo a priori, antes de ver
los datos, que esperariamos ver en la celda k. Un valor grande para este parametro
muestra un gran conocimiento previo acerca de la distribucion, mientras que valores
pequenos corresponden a poco conocimiento.

Florez-Rivera y Correa-Morales (2015) presentan una propuesta de elicitacion
de los parametros. Gupta y Upadyay (2019) presentan una propuesta de elicitacion
de los parametros de una Dirichlet usando una muestra disponible. Florez-Rivera
et al. (2015) presentan un programa en R para su elicitacion. Montoya y Correa
(2017) presentan un procedimiento de elicitacion de los parametros de la distribucion
multinomial cuando se utilizan varios expertos.

Tipos de sangre. La siguiente tabla presenta los datos sobre el tipo de sangre
en una muestra de personas de las regiones central y oriental de Antioquia.

Tabla 6.1. Distribucion de frecuencias de los tipos de sangre

Tipo de sangre

O A AB B
Frecuencia 474 246 11 59

Si no tenemos un conocimiento a priori sobre las diversas proporciones, digamos
O, TA, TAB Y TAB, entonces podemos escoger como a priori una Dirichlet(1,1,1,1).
Entonces la a posteriori serd Dirichlet(474 + 1,246 4+ 1,11 + 1,59 + 1).

El proceso de elicitacion de los parametros de una multinomial usando datos
pasados puede hacerse de dos formas:
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1.

Elicitar parametro por parametro, similar a lo que se hace con el caso de una
sola proporcion, y en este caso obtenemos una a priori que puede aproximarse
como el producto de betas.

. Puede elicitarse mediante modelos jerarquicos, en los cuales se consideran unas

hiperdistribuciones que generan los parametros de una Dirichlet, que es la que
finalmente controla el proceso estocastico (Seo y Kim, 2019). Ellos lo que expo-
nen es de caracter general utilizando MCMC, pero no lo hacen con la forma de
elicitar hiperparametros. Vamos usando los datos que se tienen sobre los tipos
de sangre para ilustrar este proceso. El algoritmo serfa:

a) Con la muestra original calcule el vector estimado de proporciones, diga-

mos 7.

b) Genere una muestra de tamafio n* de esta poblacién y estime #0), j =
1,..., N. El n* refleja el nivel de confianza en los datos a la mano y debe
considerar la pertinencia para el problema concreto que tenemos.

c) Para cada muestra asi calculada aplique el teorema anterior y obtenga c,
el vector de parametros de una Dirichlet. Asi obtenemos aV, - a™.

d) Para cada componente del vector de parametros de la Dirichlet ajuste una
hiperdistribucion gamma (a;, b;), i = 1,..., k, donde (a;,b;) es el estima-

dor obtenido usando agi), e ,oz%).

6.4.1. Problema de un torneo de tenis

Los torneos de tenis tienen caracteristicas que pueden ayudar a construir la distri-
bucién a priori, via simulaciéon, de la probabilidad de que cada uno de los participantes
gane el torneo, con cierta facilidad (esto aplica a torneos como el mundial de fatbol):

La ATF tiene una clasificacién mediante puntos de los tenistas profesionales
(usualmente los jugadores reciben puntos que varian de acuerdo con la im-
portancia de los torneos en los que participen, de la calidad de los rivales
enfrentados y si ganan o no ante estos rivales).

En un torneo tipico, a los jugadores se les crea un camino de tal forma que
el mejor ranqueado juega contra el peor, el segundo mejor contra el segundo
peor, etc.

La probabilidad de que el jugador A le gane al jugador B (ambos con puntaje
de la ATP, pA y pB, respectivemente), sera aproximada mediante:

ba

P(gane A) = ———
(8 ) pa+ Pp

(6.7)

Jugador que pierde, jugador que se elimina del torneo.
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puntos<-c(800,780,600,500,490,200,150,100)
puestos<-order (puntos ,decreasing=T)

Argumento x: vector con 4 componentes
x[1]: rango del mejor de los jugadores
x[2]: puntaje del mejor jugador

x[3]: rango del otro jugador,

x[4]: puntaje del otro jugador

H OH O H H

un.partido<-function (x)sample (c(x[1],x[3]),1,prob=c(x[2],x[4]))

# Arg. aaaa: argumento dummy
torneo<-function (aaaa,puntos,puestos){
n<-length (puntos)
ciclos<-log2(n)
# En cada etapa se eliminan la mitad de los jugadores
datos<-cbind (puestos,puntos)
for(i in ciclos:1){
n<-2"1
n.m<-n/2
partidos<-matrix(cbind(datos[l1:n.m,],datos[n:(n.m+1),]) ,nrow=n.m)
res<-apply(partidos ,l,un.partido)
datos<-datos[datos[,1] %in% res,]
} #Fin del for
return(res)
} # Fin funcidn torneo

# Torneos ganados por cada jugador en 1000 tormneos
(res<-table (apply(matrix(1,nrow=1000,ncol=1),1,torneo,
puntos ,puestos)))

## 1 2 3 4 5 6 7 8
## 326 300 183 96 81 7 6 1

# Probabilidad simulada para cada jugador
(proba.est<-res/sum(res))

## 1 2 3 4 5 6 7 8
## 0.326 0.300 0.183 0.096 0.081 0.007 0.006 0.001

Dado que estos resultados son estimadores puntuales, podemos considerar la apro-
ximacion a la media y a la varianza de cada una de las 8 probabilidades como:

E(m) = T simulado (6.8)

i,Stmulado 1— i,Stmulado
Var (n;) a Tusimutado (1= Missimutado) (6.9)

Nequivalente

donde el negyivatente N0s mide el nivel de confianza en estos resultados.
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Si asumimos como una a priori una distribucion Dirichlet con parametro «, en-
tonces podemos proceder asi:

1. Con las probabilidades estimadas del proceso de simulacion, digamos mg;mu =
(0.326,0.300,0.183,0.096, 0.081, 0.007, 0.006, 0.001), generamos N muestras de
esta multinomial con tamano igual a nuestro nivel de seguridad, digamos 1ngy.

2. A partir de los N vectores del paso anterior se estiman los pardmetros de la

distribucién Dirichlet asi: .
7

n
%:Z#H (6.10)

i

proba<-scan ()
0.326 0.300 0.183 0.096 0.081 0.007 0.006 0.001

replicas<-rmultinom(1000,20, proba)
alfas<-apply(replicas,l,mean)+1

alfas

## [1] 7.660 6.953 4.630 2.880 2.601 1.133 1.116 1.027
alfas/sum(alfas)

## [1] 0.27357 0.24832 0.16535 0.10285 0.09289 0.04046 0.03985
## [8] 0.03667

6.5. Elicitacion del parametro de un modelo de Pois-
son

La siguiente tabla presenta la distribuciéon del nimero de goles marcados por el
equipo local en el torneo de futbol colombiano.

Tabla 6.2. Distribucion de frecuencias de los tipos de sangre

Goles 0/1]2|3[4|5]|60més
Nimero de juegos

Si deseamos construir la a priori conjugada para el pardametro, la distribucion
gamma (o, B), podemos proceder asi:

1. Con la informacién anterior calculamos una aproximaciéon a la distribucion
muestral del estimador clasico de A que es la media muestral, digamos A ~
N (A;A/n). Usamos a A como estimador de A, o se, la distribucion a considerar

N (X,S\/n)

2. Generamos al azar N (grande) valores de la distribucion N (5\, A/ n), digamos
M. AN
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3. Para cada \;, « = 1,..., N, generamos una muestra simulada de la distribu-
cion de Poisson ()\;) de tamano n*, donde este tamano depende del nivel de
confianza en la calidad y pertinencia de la informacién muestral.

4. Para cada muestra estimamos A;, para i =1,...,N. A estos valores le ajusta-
mos la distribucion gamma. Los valores de v y 3 seran los parametros de la a
priori deseados.

Observe que hay un proceso en el que el experto debe decidir cual es su n*
equivalente a su nivel de conocimiento.

6.6. Elicitacién de los parametros del modelo lineal

Cuando se dispone de informacién previa sobre los parametros de un modelo
lineal, podemos tenerla en forma de un modelo estimado junto con sus errores esti-
mados o de los datos originales. Debemos tener siempre en mente que esta informa-
cion no corresponde verdaderamente a la poblacion a la que nos enfrentamos, sino a
otra que puede ser mas o menos parecida. Dependiendo de esto, necesitamos realizar
ajustes que incrementen el nivel de entropia en las distribuciones a priori elicitadas
de esta informacion.

Para ilustrar el caso del modelo lineal supongamos que deseamos modelar el precio
de oferta de un automovil Twingo hoy y disponemos del modelo calculado a partir
de la informacién aparecida en el periédico El Colombiano el 4 de marzo de 2012
(esta forma de presentar resimenes de modelos lineales es bastante comun en revistas
especializadas y, en general, no se entrega informacion de la matriz de covarianzas
estimada entre los estimadores de los coeficientes, lo cual es una lastima).

Tabla 6.3. Parametros estimados del modelo

Estimacion Error tipico valor t Pr(>|t|)

Intercepto 2.0982 0.9938 2.11 0.0463
ano 0.7295 0.0676  10.80  0.0000
. = 1.309 gl.=22 R?=0.8412

Una forma de generar una distribucion a priori conjunta del vector de parametros
del modelo (B, 81, 7), donde 7 = 1/02, la precision es:

1. 7 ~ gamma (g, By) donde usamos como E (1) = 1/(1.309)> = ag/Sy. Recor-
dando que Var (1) = /32, podemos usar el intervalo de confianza que se
construya para o2; el del 95% es (1.024901; 3.432479). Podemos, por lo tanto,
considerar que (1/3.432479;1/1.024901) = (0.2913346;0.975704) es un interva-
lo aproximado para 7. El oy = 0.7963813 es hallado via numérica usando:
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f.a.optim<-function(a0) (pgamma( 0.2913346,a0,a0/1.309) -0.025) "2
+(pgamma( 0.975704,a0,a0/1.309) -0.975) ~2
optim(1,f.a.optim,lower=0.000001,method=>L-BFGS-B’)

teniendo en cuenta que 5y = a/1.309. Por lo tanto, 5y = 0.6083891.
2. By ~ N (2.0982, k,0.9938%)
3. B ~ N (0.7295, k20.0676%),

donde k; y ko son factores que se escogen de tal forma que nos inflen estas varianzas
de modo que involucren consideraciones como la pertinencia del modelo para nuestro
caso.

La a priori inicial sera

§(Bo, Br,7) =& (Bo) € (Br) € (7) (6.11)

6.7. Elicitacion de los parametros de una normal
multivariable

El analisis multivariable esta conformado por un conjunto de técnicas para ana-
lizar simultaneamente mas de una variable. Usualmente, se limita al anélisis de va-
riables continuas con el supuesto de que provienen de una distribucién normal mul-
tivariable. Al-Awadhi y Garthwaite (2001) revisan y comparan métodos para elicitar
los parametros de esta distribucion. Al-Alwadhi y Garthwaite (1998) presentan un
procedimiento para elicitar los parametros de la normal multivariable. Al-Alwadhi y
Garthwaite (2006) presentan una aplicacion de estos procedimientos. Elicitacion de
distribuciones multivariables en forma no paramétrica ha sido propuesta por Moala
y O’Hagan (2010).

6.7.1. Distribucién normal multivariable

Un modelo mateméatico para representar la relaciéon entre un conjunto de k va-
riables aleatorias es la normal multivariable. Si & es un vector aleatorio con funcién

de densidad de probabilidad:

flx) = W exp (—%(33 — )2 (- H)) , (6.12)

decimos que & ~ N(p, ), donde p es el vector de medias de la distribucion y ¥ es
la matriz de varianzas y covarianzas de la poblacion.
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6.7.2. Distribuciones condicionales

Siy = (¥),15) ~ Ny(u,X), entonces y; vy Y21 = Yo — Bo1 X1 Y1 tienen las
siguientes distribuciones y, ademas, son estadisticamente independientes:

Y1~ Ne(p1,Xn) (6.13)
Yo1 ~ Ng(p21,%221), (6.14)
donde:
po1 = 2 — Xy (6.15)
Y1 = X — X3 'Y (6.16)

Usando los supuestos del resultado anterior, la distribuciéon condicional de ys
dado y; es:

Yo |yr ~ N, (MQ + 30 E (g1 — 1), E22.1) (6.17)

6.7.3. Distribucion de Wishart

Definicién: decimos que la matriz aleatoria simétrica y definida positiva C)px,
se distribuye Wishart, si su FDP esta definida como:

F(C,2) =c|s|™? || P exp {—%tmza (ZlC)} : (6.18)

donde:

p . -1
= [2yp/27rp(p—1)/4 H I <¥)] (6.19)

J=1

6.7.4. Distribuciéon ¢ multivariable

Definiciéon: decimos que el vector aleatorio @ se distribuye ¢ multivariable, si su
FDP esta definida como:

(k)2
1 , (6.20)

F(@ 0, uT) = c {H%(w—u)’m—u)

donde: ;
_D(n+k)/2|T"”
c= I (n/2) (n )72 (6.21)
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" B(X)=p
» var — cov(X) = 25T

Supongamos que Y7, ,Y, es una muestra de una distribucion multivariable
k-dimensional, Ny (0, 3). Definamos:

V =>"YY/ ~ Wishart (n, ) (6.22)
=1
Resultado:

= Suponga que X7i,---, X, es una muesta aleatoria (m.a.) de una N(m, R),
donde m es desconocida y la precision R es conocida.

= Suponga que la a priori de m es una N (o, 7). Asumimos que 1o > 0.

» La distribucion posterior de m, dados los datos, es N(u1, 7 + nR), donde:

w1 = (10 + nR)_1 (Touo + nRX) (6.23)

Resultado:

» Suponga que X, -, X, es una m.a. de una N(m, R), donde m es conocida
y la precision R es desconocida.

= Suponga que la a priori de R es una Wishart(a, 7). Asumimos que o > k — 1
v 179 > 0.

» La distribucion posterior de R, dados los datos, es Wishart(a+n, 1), donde:
T =To+ Z (x; — m) (x; —m) (6.24)
i=1

6.7.5. Familia conjugada de los parametros de la poblacién
normal multivariable N(m, R)

Resultado:

» Suponga que X7, ---, X, es una m.a. de una N(m, R), donde m es descono-
cida y la precision R es desconocida.

= Suponga que la a priori conjunta de m y R es como sigue:

e m|R ~ N (u,vR)
e R~ Wishart (a, 7). Asumimos que a >k —1y 75 > 0.
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» La distribucion posterior conjunta de m y R, dados los datos, es como sigue:

e m|R ~ N (u,(v+n)R), donde:

Vo + n
= = 6.25
H v+n ( )
e R~ Wishart (a+ n, ), donde:
vn _ _
T1:T+S+V+—n<[1,0—w)(/,bg—w>, (626)

Resultado: distribuciéon marginal de m

» Suponga que X7, ---, X, es una m.a. de una N(m, R), donde m es descono-
cida y la precision R es desconocida.

= Suponga que el resultado anterior cumple.

» La distribucion posterior marginal de m, dados los datos, es ¢, (0 +n —k +
Lipy,(v+n)a+n—FEk+1)m).

pies.dat<-scan ()

24.
21.
25.
25.
22.
25.
22.
21.
25.
24.

2 9.4 5.5 3.03.21
7 8.5 6.1 3.2 2.6 0
4 9.6 5.5 4.0 3.1 1
0 10.1 5.3 3.5 2.7 1
0 8.5 5.7 3.1 2.70
9 9.3 6.1 4.3 3.3 1
2 8.6 5.2 3.9 2.9 0
7 8.4 5.0 3.2 2.3 0
5 9.2 6.1 3.3 3.2 1
4 9.4 4.7 3.6 2.8 1

pies.dat<-matrix (pies.dat,ncol=6,byrow=T) [, -6]

n<-
S<-

nrow (pies.dat)
cov(pies.dat)

Xx.b<-colMeans (pies.dat)
# Media a priori

mu

.0<-c(1,1,1,1,1)

tau.0<-diag(rep(1,5))

nu

.0<-1

alfa.0<-1

# Para a posteriori

mu

.1<-(nu.0*mu.0+n*x.b)/(nu.0+n)

tau.1<-tau.0+S+nu.0*n/(nu.0+n)*(mu.0-x.b) %*%t (((mu.0-x.b)))

library (MCMCpack)

library (MASS)

library (hdrcde)

result<-NULL

varianzas<-array (NA,dim=c(nrow(tau.1) ,ncol(tau.1) ,1000))
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for(i in 1:1000) {

# Genera R de la Wishart
R<-rwish(alfa.O+n,tau.1)
Prec.1<-(nu.0+n) *R
res<-mvrnorm(l,mu.l,temp<-solve(Prec.1))
varianzas[,,i] <-temp

result<-rbind (result,res)

3

hdr .den(result[,1] ,main=’Distribucidén de la media de la longitud’,
ylab=’Densidad’)

## $hdr

## [,1] [,2]

## 997 21.58753 21.86368

## 957% 21.62359 21.82387

## 50% 21.69686 21.75925

## $mode
## [1] 21.72843

## $falpha
## 1% 5% 50 7%
## 0.2926026 1.1361226 6.4336162

hdr.den(result[,2] ,main=’Distribucidén de la media de la anchura Ma
xima’,ylab=’Densidad’)

## $hdr

## [,1] [,2]

## 997 8.022526 8.721809

## 959 8.139914 8.598297

## 50% 8.291337 8.439612

## $mode
## [1] 8.364561

## $falpha
##t 1% 5% 50 %
## 0.1234953 0.6606465 2.5470789
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Distribucién de la media de la longitud

Densidad
4

21.4 21.6 21.8 22.0

N = 2000 Bandwidth = 0.01968

Figura 6.2. Distribucion de la media de la longitud del pie

Distribucién de la media de la anchura maxima

Densidad

N =2000 Bandwidth =0.07476

Figura 6.3. Distribucion de la media de la anchura mdzima del pie

160



hdr .den(result[,3] ,main=’Distribucidén de la media de la anchura tald
n’,ylab=’Densidad’)

## $hdr

## [,1] [,2]

## 99Y% 4.767364 5.433787

## 957 4.868756 5.341031

## 507% 5.039910 5.181804

## $mode
## [1] 5.1402

## $falpha
## 1% 5% 50Y%
## 0.09002895 0.41467171 3.02150251

hdr .den(result[,4] ,main="Distribucidén de la media de la longitud del
\n dedo gordo’,ylab=’Densidad’)

## $hdr

## [,1] [,2]

## 999 2.937287 3.625694

## 959% 3.047779 3.521096

## 50% 3.205103 3.351270

## $mode
## [1] 3.27092

## $falpha
## 1% 57 50 %
## 0.0946199 0.4233392 2.7616179
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Distribucién de la media de la anchura taléon

Densidad

4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 5.6 5.8

N =2000 Bandwidth =0.0246

Figura 6.4. Distribucion de la media de la anchura del talon

Distribucién de la media de la longitud del
dedo gordo

Densidad
05 10 15 20 25 3.0 35

0.0

25 3.0 35 4.0

N =2000 Bandwidth =0.03774

Figura 6.5. Distribucion de la media de la longitud del dedo gordo del pie
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Distribucion de la media del ancho del
dedo gordo

Densidad

2.0

25 3.0 3.5

N =2000 Bandwidth =0.06375

Figura 6.6. Distribucion de la media del ancho del dedo gordo del pie

hdr .den(result[,5] ,main=’Distribucidén de la media del ancho del\n
dedo gordo’,ylab=’Densidad’)

H#
##
##
##
##

H#
##

##
##
H#

$hdr

[,1] [,2]
99% 2.319520 3.105290
959% 2.455494 2.957191
50% 2.631605 2.788759
$mode
[1] 2.710158
$falpha

1% 5%

50%

0.07156966 0.51028359 2.48440481

hdr .boxplot.2d(result[,1] ,result[,2])

title(main=’Distribucidén conjunta posterior de la longitud\n y
anchura maximas del pie’)

title(ylab=’Anchura maxima del pie en cm?’)
title(xlab=’Longitud maxima del pie en cm’)

163




Distribucidén conjunta posterior de la longitud
y anchura maximas del pie
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Figura 6.7. Distribucion conjunta posterior de la longitud mdxima y anchura mdzrima
del pie
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6.7.6. Elicitaciéon de los parametros de la a priori conjugada

La elicitacion de los parametros de la distribucion conjugada puede ser compleja
dada la estructura condicional que se impone sobre esta distribucion (Al-Awadhi y
Garthwaite, 2001; Garthwaite y Al-Awadhi, 2001), la cual, teéricamente, puede ser
muy atractiva, pero desde el punto de vista aplicado en procesos de elicitacion no es
facil de manejar, por lo cual ellos proponen el uso de dos distribuciones independien-
tes, una para el vector de medias y otra para la matriz de varianzas y covarianzas.
Ellos consideran tres modelos para la a priori.

1. Modelo 1. Se especifica un modelo £ (u, ) tal que:

Pl ~ MVN (uo, ¢ '%) (6.27)
Y~ IW(5,A) (6.28)

Una matriz aleatoria W se dice que tiene una funcién densidad de probabilidad
llamada Wishart inversa si es:

fw (w|¥,v) = WL, (1]2)

1
|w| TP exp {—?mza (\Ifwl)} . (6.29)

donde w y ¥ son matrices p x p definidas positivas, y I',(-) es la funciéon gamma
multivariable

1—
gamma,(-) = PP~/ HF [a + —]] (6.30)

La media de esta matriz aleatoria es:
|\

EW] = Pl (6.31)

La varianza del ij-ésimo elemento de W es

Var (W) = (v—p+ 1)+ (v —p—1) iy (6.32)
Y w—p)(v-p-1°@wv—p-3) '

2. Modelo 2. Se especifica un modelo & (i, X) = £ (u) x £ ( ) tal que:

p ~ MVN (po, H) (6.33)
Y o~ IW(r,G) (6.34)

3. Modelo 3. Se especifica un modelo & (u, X) = & (u) x £ ( X) tal que:

p ~ MVN (o, H) (6.35)
Y ~ GIW,G) (6.36)

165



Al-Awadhi y Garthwaite (2001) argumentan que las elicitaciones deben hacerse
de tal forma que el experto pueda dar respuestas consistentes con su conocimiento
y que realmente correspondan a lo que se quiere realizar. Hacer elicitaciones sobre
los parametros de las distribuciones a priori, directamente, puede llevar a problemas,
ya que muchos de los pardmetros no tienen en muchas ocasiones interpretaciones
claras. Una covarianza, como parametro, puede ser interpretada a distintos niveles
por diferentes expertos, por lo cual podria ser mejor realizar una elicitaciéon sobre
un coeficiente de correlacion y luego hacer las transformaciones adecuadas. Ellos
consideran que las cantidades naturalmente intuitivas son:

= Observaciones directas de la poblacion.
= Promedios de las variables involucradas.
= Desviaciones de observaciones al promedio.

Al-Awadhi y Garthwaite (2001) consideran la distribucion a priori predictiva,
distribucion en la cual se eliminan los parametros via integracion, y que en algunos
problemas puede ser més fécil de elicitar que en otros.

Nuestro algoritmo

El algoritmo que proponemos es relativamente sencillo; solo requiere elicitar mar-
ginales unidimensionales y distribuciones condicionales entre pares de variables.

1. Para la variable X; determine los valores elicitados de la media y la varianza,
y del nivel de seguridad.

2. La determinacioén de la covarianza entre X; y X; se determima de la siguiente
forma:

a) Escoja una de las variables como variable explicativa.
b) Escoja dos niveles de la variable explicativa.

c¢) Para cada punto de disenio elicite los parametros de la distribucion condi-
cional de la variable dependiente.

d) Determine el nivel de seguridad, digamos ng.

e) Genere muestras de la variable dependiente de tamano ng para cada nivel
de la variable explicativa.

f) Estime el modelo lineal.

g) De la pendiente determine la covarianza usando la expresion:

8=

donde o0; y 0; se obtienen de las marginales.

Cov (XZ,XJ) (637)

o

166



Caracteristicas de los pies de estudiantes. La siguiente tabla presenta las
mediciones de sus pies realizadas a 10 estudiantes universitarios.

Tabla 6.4. Medidas de pies para 10 estudiantes

T i) T3 T4 T5
24.20 | 9.40 | 5.50 | 3.00 | 3.20
21.70 | 8.50 | 6.10 | 3.20 | 2.60
25.40 | 9.60 | 5.50 | 4.00 | 3.10
25.00 | 10.10 | 5.30 | 3.50 | 2.70
22.00 | 8.50 | 5.70 | 3.10 | 2.70
2590 | 9.30 | 6.10 | 4.30 | 3.30
22.20 | 8.60 | 5.20 | 3.90 | 2.90
21.70 | 8.40 | 5.00 | 3.20 | 2.30
25.50 | 9.20 | 6.10 | 3.30 | 3.20
24.40 | 9.40 | 4.70 | 3.60 | 2.80

donde:

= 1: longitud maxima del pie

= 19 amplitud maxima del pie

= r3: amplitud méxima del talon

= 14 longitud maxima del dedo grande

= 15 amplitud maxima del dedo grande
6.8. Distribucién a priori potencia

£% (0) x £(0) [L (0| Datosyiejos )™, (6.38)

donde 0 < ag < 1. Este parametro mide la relevancia de la informacion muestral
disponible para el problema actual.

Si se dispone de una sucesion de datos que fueron obtenidos a través del tiempo,

digamos Datosy, Datoss, . . ., Datos;, donde los datos fueron obtenidos con modelos
parametrizados por #, entonces:

€% (0) < £(0) [L (0| Datosy)]" [L (0 |Datoss)]** x - -+ x [L (6 |Datos; )], (6.39)

donde: 0 < a1 <ap <---<a < 1.
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6.9. Elicitacién de los parametros del modelo lineal

Modelo lineal bayesiano conjugado

El modelo usual de regresion es:
y=XB+e, €e~N(0,I), BeR (6.40)

La distribucién a priori sobre (3, 7)

La a priori se expresa como:

§(B,7)=¢(BIT)&(7) (6.41)
Blr) = N(Bo, 7T) (6.42)
§(1) = gamma (oo, ) (6.43)

La distribucién conjunta & de B y 7 es como sigue para 3 € R* y 7 > 0:

£(B,7) Tk/2 exXp < (B - ﬁo)/T(ﬁ - 50)) (A exp(—9o7) (6.44)

T
2
Los datos y la verosimilitud

Los datos:
y~ N (X3, 7I) (6.45)

Recuerde que 7 = 1/02,

La funcién de verosimilitud tendra la siguiente forma para todo punto y =
(y17 e 7yn)T’

L (B, 7 |Datos) oc 72 exp <—%(y - X0 (y— XB)) (6.46)

6.9.1. Ilustracion

# Ajuste del modelo para el precio de Twingo

# Afio (101=2001) y precio (en millones)

datos<-scan ()

101 15.2 103 16.9 106 21.4 96 12.3 96 13.0 105 19.9
107 24.5 101 16.5 105 18.9 106 20.5 105 18.7 106 19.0
101 13.8 105 19.0 105 20.0 106 21.5 102 15.5 102 17.5
99 11.0 97 12.5 107 22.5 106 21.5

A continuacion, presentamos los resultados obtenidos en R ajustando el modelo.

Precio de oferta = fy + 1 Ano + € (6.47)
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datos<-matrix(datos,ncol=2,byrow=T)

Precio<-datos[,2]
Afio<-datos [,1]
plot (Afio,Precio)

res.lm<-1lm(Precio~Afio)

summary (res.1lm)

H#
##

##
##
H#

##
##
##
##
H#

##
##
H#

Call:
Im(formula = Precio ~ Afio)

Residuals:
Min 1Q Median
-2.8500 -0.8438 0.2416 0.

Coefficients:

Estimate Std.
(Intercept) -82.81515 8.
Afio 0.97642 0.

Residual standard error: 1.
Multiple R-squared: 0.8668,

3Q Max
7916 2.8387

Error t value Pr(>|t]|)
82414 -9.385 9.1e-09 *x*xx
08559 11.409 3.3e-10 *xxx

383 on 20 degrees of freedom
Adjusted R-squared: 0.8601

F-statistic: 130.2 on 1 and 20 DF, p-value: 3.303e-10

Construyamos la a priori conjugada. Dependiendo de la cantidad de informacion
encontrada, podemos proceder de diferentes maneras. Asumamos una presentacion
tipica de un modelo estimado que se publica en articulos y reportes. Esto incluye los
estimadores de los coeficientes, el error estandar de cada estimador, el valor ¢ para
la prueba H; : B; = 0, grados de libertad, v =n — k — 1, y el MSE, y muchas veces
se incluye el coeficiente de determinacion.

Si hacemos Y = ”]\g# = vMSET ~ 2. Pero una chi-cuadrado con v grados de
libertad es una gamma con pardmetros o = ¢ y 8 = 2. Ademas, si W gamma(a, ),
entonces kW ~ gamma (o, k). Asi, podemos considerar la aproximacion:

2 UMSE

2
T ~ gamma <V ) (6.48)

La distribucién condicional de § se aproxima como:

Blr ~N (B, %(X’X)_l) (6.49)

Dado que la matriz X, generalmente, no aparece en publicaciones, podemos apro-
ximarla asi:
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1. Para cada variable explicativa determine el rango plausible y cree una rejilla
de tamano n para ella.

2. Permute la rejilla de cada variable en forma independiente y construya una
matriz X. Calcule el determinante |(X'X )71‘.

3. Conserve la (X'X)™" que maximice el determinante.

6.10. Elicitacion de los parametros del modelo lineal
generalizado

Como con el modelo lineal, es posible considerar diferentes procedimientos para
hallar la distribuciéon a priori conjunta sobre los pardametros. Hosack et al. (2017)
proponen un procedimiento de elicitacion que, asumen, es aplicable a los diferentes
modelos lineales generalizados. Una aproximacion es realizar la elicitacion directa-
mente sobre los pardametros, procedimiento que es dificil y que solo es recomendable
con personas muy familiarizadas con el significado de los parametros y sus asociacio-
nes. El método que proponemos aqui es el indirecto, por su facilidad de aplicacion y
porque el nivel de exigencia al experto es mucho menor. En este caso, se definen unos
puntos de diseno (todas las variables explicativas se fijan en valores escogidos por el
experto o por la persona que lleva a cabo el proceso) y se genera una elicitacion de
la distribucién de la respuesta en cada punto de diseno.

6.10.1. Regresion logistica

El modelo logistico es uno de los mas utilizados en trabajos aplicados. Huson y
Kinnersley (2009) presentan un método de elicitacion para este modelo en caso de
estudios de toxicidad, en los cuales a un experto se le pregunta directamente sobre
probabilidades condicionales.

Tangarife-Quintero y Correa-Morales (2017) presentan un procedimiento para
elicitar los parametros de un modelo logistico basado en la elicitacion de la propor-
cion de éxitos para un conjunto fijo de valores de las variables explicativas (puntos
de diseno). Para un modelo logistico con una sola variable explicativa es necesario
considerar al menos dos puntos de diseno. Aqui es posible considerar alguna apro-
ximacioén como las desarrolladas en disenos éptimos. Si tenemos una sola variable
explicativa, determinamos de una forma aproximada dénde quedarian los puntos de
inflexion del modelo. En estos dos puntos realizamos dos elicitaciones de las distri-
buciones a priori, como se hace en el caso Bernoulli con una sola proporciéon. Sin
embargo, el experto podria sentirse mas comodo en valores distintos de la variable
explicativa.
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Algoritmo para un modelo logistico con una sola variable explicativa

1. Fije al menos dos puntos de la variable explicativa en los que el experto se
sienta comodo y no se tengan probabilidades de éxito extremas (muy cerca de
uno o de cero).

2. Para un punto x, determine la distribucién a priori para el parametro 7. Por co-
modidad, se puede aproximar la a priori mediante una distribucion beta (o, 5;)
y un nivel de seguridad n,.

3. Para cada distribucién a priori se genera una proporciéon; digamos que pa-
! o
ra el punto x generamos V. Luego sacamos una muestra de la distribuciéon

Ny

Bernoullt (m@) de tamafio n, y tenemos la muestra (z,y7);=,.

4. Con las muestras de los puntos de la variable explicativa seleccionados ajusta-
mos el modelo logistico.

T
1 —_— = . .
og(l_w) Bo+ P -z, (6.50)
y guardamos (56,ﬂ{), l=1,2,...,Nsim.

5. Con estos vectores de parametros estimados calculamos el vector de medias y
la matriz de covarianzas de los parametros.

i)~ ot (= ()2 = (20, %)
~ Normal = O 5Xs = Bo o 6.51
( /61 He sy ? 080,81 01231 ( )

6.10.2. Regresion de Poisson

Procediendo de forma similar al caso del modelo logistico, la elicitacion de los
parametros en un modelo de regresion de Poisson se basa en la determinaciéon de
valores esperados de la variable respuesta para diferentes niveles de la variable ex-
plicativa. Para definir un modelo de esta naturaleza con una tnica covariable, es
necesario seleccionar al menos dos puntos de diseno adecuados. En este contexto,
es posible emplear aproximaciones inspiradas en disenos 6ptimos para optimizar la
seleccion de estos puntos.

Dado que el modelo de Poisson describe conteos, se busca identificar aquellos
valores de la variable explicativa donde la variabilidad en el conteo de eventos sea
mayor. En esos puntos, se elicitan distribuciones a priori para el parametro de la
media del conteo, siguiendo un procedimiento analogo al empleado en la elicitacion
de proporciones en modelos Bernoulli. Sin embargo, el experto podria preferir puntos
distintos si ello facilita una mejor interpretacion del fenémeno bajo estudio.
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Procedimiento para un modelo de Poisson con una variable explicativa

1.

Seleccionar al menos dos valores de la variable explicativa que sean adecuados
segun el criterio del experto. Estos deben ubicarse en un intervalo razonable,
evitando valores en los que la ocurrencia de eventos sea extremadamente im-
probable.

. Para cada punto x, establecer una distribucién a priori para el parametro de la

media del conteo, denotado como .. Una elecciéon conveniente es la distribucion
gamma(cay, B;), junto con un nivel de confianza n,.

. A partir de la distribuciéon a priori seleccionada, generar valores simulados

. 1 . . .
de \,, es decir, obtener AP para cada iteracion. Posteriormente, extraer una
- : e . NG
muestra de tamano n, a partir de una distribucién de Poisson con media )\50),
. x\Nzx
obteniendo la muestra (z, y7).=,.

. Utilizando las muestras generadas para los diferentes valores de la variable

explicativa, ajustar el modelo de regresion de Poisson:

log(A) = Bo + Bz, (6.52)

y registrar los pares de pardmetros estimados (ﬁé, Bi) para cada iteracion [ =
1,2,..., Nsim.

Con las estimaciones obtenidas, calcular el vector de medias y la matriz de
covarianzas de los parametros:

) ot (o= () 2= (70 %)
~ normal = 0 ],Xs = Bo P 6.53
< B Hp K, g 080,81 0%1 ( )

Ejemplo. El ntmero de veces que un estudiante masculino usé los servicios
sanitarios el dia anterior puede dar una idea del ntiimero de banos que se necesitan
en el campus. Si asumimos que el modelo de Poisson puede usarse para estudiar
este conteo, considerando variable explicativa el nimero de horas que el estudiante
estuvo presente en el campus, entonces determinamos la a priori que nos resuma la
informacion de un experto. Suponga que escogemos los dos puntos: x = 4 (horas) y
x = 8. En estos puntos realizamos la elicitacion.

= Pregunta 1. De 1000 estudiantes que estan exactamente cuatro horas en el

campus, cuantos cree usted no van al bano?

= Pregunta 2. De esos 1000, jcuéntos van al bano solo una vez?

= Pregunta 3. ;Cuantos van dos veces?

= Pregunta 4. ;Cuantos van tres veces?
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= Pregunta 5. ;Cuantos van cuatro?
= Pregunta 6. ;Cuantos van cinco?

= etc.

Suponga que el experto nos genera esta tabla:

Idas al bano 0 1 2 31 4] 5|6]7/|8
Numero de estudiantes | 400 | 350 | 150 | 50 {35110 |4 |1 |0

Determinamos el nivel de seguridad del experto con relacion a la tabla anterior,
digamos ny4 = 30.

Obtenemos muchas muestras de tamano ny = 30, digamos Nsim = 1000 y para
: : — 1 Nsim
cada una obtenemos el promedio, digamos {Z;};_]

A estas medias les ajustamos una distribucion gamma (oy, Ba).

Repetimos el paso anterior con los otros niveles escogidos para la variable expli-
cativa. Terminamos con una tabla como la siguiente:

Nivel de covariable Q 16 Nivel de seguridad
r=4 ay = 23.270277 | B4 = 22.476849 ng = 30
r=2_8 ag = 30.3517201 | Bg = 14.5711617 ng = 10

Sacamos un numero grande de muestras simuladas de la distribucion gamma
para cada nivel de la covariable (igual nimero para cada nivel). Cada uno de estos
valores corresponde a la media de una Poisson de la cual generamos una muestra de
tamano igual al nivel de seguridad de ese nivel. Con estas muestras para cada nivel
formamos.

T1 Y11
T1 Y21
X1 Yni1
T2 Y12
T2 Y22
) ynz,?

Con estos datos ajustamos el modelo de Poisson y guardamos (S, 51)-
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# Niveles

x1<-4

x2<-8

idas.al.bafio<-0:8
frecu.x1<-¢(400,350,150,50,35,10,4,1, 0)
nivel.segul<-30

frecu.x2<-¢(50,250,450,150,50,35,10,5, 0)
nivel.segu2<-10

Nsim1<-1000
mediasl<-apply(matrix(sample(idas.al.bafio,Nsiml*nivel.segul,
replace=T,prob=frecu.xl) ,ncol=nivel.segul) ,1,mean)
medias2<-apply(matrix(sample(idas.al.bafio,Nsiml*nivel.segu?2,
replace=T,prob=frecu.x2) ,ncol=nivel.segu2) ,1,mean)

library (MASS)
fitdistr (mediasl,’>gamma’)
fitdistr (medias2,’gamma’)

Nsim2<-1000
mediasll<-rgamma(Nsim2 ,23.270277 ,rate=22.476949)
medias22<-rgamma (Nsim2 ,30.351702,rate=14.5711617)

temporal<-function (medias,n.s){
y<-c(rpois(n.s[1] ,medias [1]) ,rpois(n.s[2] ,medias [2]))
x<-c(rep(4,n.s[1]),rep(8,n.s5[2]1))
resu<-glm(y~“x,family=’poisson’)$coefficients
return(resu)

3

resu<-apply(cbind (mediasll ,medias22) ,1,temporal ,c(nivel.segul ,nivel.
segu2))

dim(resu)

colMeans (t(resu))

cov(t(resu))

colMeans (t(resu))

## (Intercept) X
## -0.7243575 0.1779157
cov(t(resu))

## (Intercept) X
## (Intercept) 0.42093325 -0.06377477
## x -0.06377477 0.01072094

Bo Normal [ —0.7243575 Sy 0.42093325 —0.06377477
A1 He = 0.1779157 )= =\ —0.06377477  0.01072094

(6.54)
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Elicitacion en series de tiempo: Durbach et al. (2017) proponen un protocolo
para la elicitacion de pronésticos a largo plazo.

6.10.3. Conclusiones y recomendaciones

A pesar de contar con un solo estudio como informacion previa, los métodos de
elicitacion presentados en este capitulo permiten hacer estimaciones confiables de
los pardmetros de interés. De cualquier modo, es recomendable establecer siempre
métodos de validacion de la robustez de las estimaciones obtenidas con el fin de
evaluar la distribuciéon a priori elicitada, y seguir de manera cuidadosa los pasos o
procedimientos necesarios para elicitar distribuciones a priori.
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Capitulo 7

Elicitacion a partir de varios
estudios: metaanalisis

Cuando existen estudios previos cuyos resultados han sido publicados, usualmente
uno no tiene acceso a los datos primarios, sino a resimenes mas o menos completos,
por ejemplo, estimadores, intervalos de confianza, etc. Por ejemplo, en un estudio
previo sobre la estatura promedio de hombres adultos jovenes a partir de una mues-
tra de 543 jugadores del mundial de Suréfrica se obtuvo un valor de 181.3131 y una
desviacion tipica de 6.568231; por lo tanto, la distribucién a priori para la estatura
media podria ser una N (181.3131,43.14166/543). Si los datos fueran muy antiguos,
se podria considerar una penalizacién que aumente la varianza por una constante que
dependa de lo antiguos que sean ellos, por ejemplo, N (181.3131, x;43.14166/543),
donde k; > 1 es el parametro de penalizacion.

Si se tiene acceso a los datos primarios del estudio previo, se puede realizar un
analisis bayesiano tradicional considerando, posiblemente, distribuciones a priori no
informativas.

Elementos que se deben considerar cuando se utilizan estudios previos:

» Pertinencia del estudio. Debemos considerar estudios que hayan apuntado al
mismo conjunto de pardmetros que son de nuestro interés y que se hayan rea-
lizado dentro de poblaciones similares a la que vamos a considerar.

s Oportunidad del estudio. El periodo durante el cual el estudio fue realizado; este
deberia estar lo suficientemente cerca al nuestro, de tal forma que garanticemos
que no ha habido un cambio estructural en el problema que estamos manejando.
Por ejemplo, suponga que estamos interesados en estimar la proporciéon de
mujeres adultas que escuchan radionovelas en la actualidad y, suponga, que
conseguimos un estudio realizado antes de la aparicion de la television en los
anos H0.
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Consideremos el estudio realizado por Barrientos et al. (2014) acerca de la preva-
lencia de insomnio y somnolencia entre estudiantes de Medicina en una institucion
universitaria. El estudio, basado en 230 estudiantes, presenta los siguientes datos
sobre somnolencia:

Tabla 7.1. Distribucion porcentual de la prevalencia de insomnio y somnolencia en
230 estudiantes

Estado Porcentaje
Sin problema 26.5
Leve 17.0
Moderado 46.1
Grave 10.4

Utilizando los datos proporcionados, generamos M muestras de tamano 230 de
una multinomial con proporciones 0.265,0.170,0.461,0.104. Con estas muestras es-
timamos los pardmetros de una a priori Dirichlet.

7.1. Metaanalisis

En muchas situaciones, los investigadores, en la busqueda de antecedentes para
resolver una cuestién de investigacion, se encuentran con estudios realizados y que
apuntan al mismo asunto. Los investigadores pueden estar interesados en combinar
los resultados de estos estudios, experimentales u observacionales, de tal forma que se
obtenga un solo resultado al final. Metaanalisis hace referencia al proceso de localizar,
seleccionar, asignar y combinar informacion relevante a un asunto de investigacion
particular. Esta es una vision amplia del metaanélisis, ya que algunos investigadores
lo entienden solo como el proceso de resumen, por ejemplo Villar, J. et al. (2001):
“Entendemos el metaanalisis como el uso de técnicas estadisticas para combinar los
resultados de estudios que miran la misma cuestién en una medida de resumen”.

El metaanélisis es una metodologia muy controvertida entre investigadores. Vi-
llar, J. et al. (2001) dicen que revisiones sistematicas, incluyendo el metaanalisis, han
tenido un auge en su uso durante los tltimos anos en la literatura médica. Hay una
necesidad de realizar mas trabajo empirico metodolégico para entender las propie-
dades y limitaciones de las técnicas de la metodologia estadistica.

Si el namero de estudios independientes que han sido llevados a cabo es un asunto
particular, utilizando datos y métodos diferentes, entonces combinando sus resulta-
dos puede proveer més entendimiento y mayor poder explicatorio que simplemente
listar los resultados individuales. En verdad, el metaanalisis ha llegado a ser una
practica aceptada para evaluar el actual flujo de evidencia cientifica contradictoria.
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Descubrir significancia estadistica en un area controversial que esté plagada con di-
versos y ambiguos hallazgos, ha sido el objetivo muchos metaanélisis en las ciencias
sociales e investigacion médica (Stanley, 2001).

., Como debe un revisor conducir un metaanélisis? ;Qué problemas o considera-
ciones deben tenerse en cuenta? Un paso fundamental es tener una lista y definicion
clara de cada uno de los parametros a elicitar.

= Paso 1: incluya todos los estudios relevantes de una base de datos estandar.

El metaanélisis comienza con el énfasis absoluto de incluir todos los estudios,
publicados o no, como una forma de reducir sesgos potenciales introducidos por
una seleccion no aleatoria de estudios. Del Re (2015) recomienda tener criterios
absolutamente claros de inclusion/exclusion basados en las hipotesis iniciales
que, en nuestro caso, serian las definiciones de los parametros de interés. (Pre-
suncion de inclusividad).

= Paso 2: seleccione un estadistico de resumen y reduzca la evidencia a una
métrica comun.

Para resumir la evidencia de diferentes pruebas estadisticas, es necesario trans-
formar los estadisticos de resumen a una métrica comun y comparable. Las
pruebas estadisticas usadas (razon de verosimilitud, multiplicador de Lagran-
ge, o Wald) varian de estudio a estudio y se distribuyen como chi-cuadrado o
F. Sin embargo, ambas distribuciones dependen de los grados de libertad dis-
ponibles, que difieren entre estudios y, por lo tanto, no pueden ser comparados,
resumidos o analizados directamente; asi, alguna transformacion a una métrica
comun se hace necesaria. La conversion a la normal estandar es la forma mas
obvia y préactica para tratar con estas incompatibilidades.

A veces no es claro cuando se usa la palabra metaanélisis si corresponde a una
sintesis cuantitativa o a la combinacién de una revision sistematica de la literatura
y de sintesis cuantitativa (Petitti, 2001). El entusiasmo inicial por el metaanalisis
era debido, en parte, a la creencia, de que teniendo la informacién pertinente, seria
posible obtener un solo valor estimado de resumen del efecto de las intervenciones o
de la relacion entre factores de riesgo y enfermedad.

La idea bésica del metaanalisis es combinar informacién provenientes de diferen-
tes estudios pero realizados esencialmente sobre el mismo fenémeno (ensayos clinicos,
evaluaciones econdmicas, estudios epidemiologicos, etc.), con el proposito de tener
unas inferencias y predicciones mas exactas que las que se tengan de cualquier estu-
dio individual. Aqui tenemos sujetos dentro de estudios y habra predictores a la vez
de los sujetos y de los estudios.

Los objetivos del metaanalisis pueden ser:
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1. Establecer protocolos sistematicos para el diseno de estudios y el registro de
resultados,

2. Combinar la evidencia de diferentes estudios que individualmente pueden estar
sujetos a variabilidad muestral.

El énfasis se hace en combinar estimadas del tamano de los efectos de un ntimero
de estudios, tales efectos pueden ser razones de odds, diferencias de riesgos, razones
de riesgos, etc. También puede ser mas complejo, tal como combinar regresiones,
coeficientes de correlacion, etc.

Villar, J. et al. (2001) comentan que aunque hay una tendencia en la literatura
a forzar los resultados de una revision sisteméatica en un solo estimador combinado
usando técnicas metaanalisis, es claro que cuando existen diferencias sustanciales en-
tre los resultados de los ensayos, y enfrentamos heterogeneidad estadistica, un solo
valor del estimacion puede darnos una impresion incorrecta y esto debe evitarse.

Un metaanélisis de ensayos clinicos debe reportar, en general, més que un solo
valor del estimador mezclado del efecto del tratamiento. Si existe heterogeneidad en-
tre los diferentes ensayos, como a menudo sucede, debe hacerse el intento de explorar
sus posibles causas. La mejor forma seria usar los datos de los pacientes individuales
para explorar el efecto de covariables particulares sobre el efecto del tratamiento. Sin
embargo, es comin en metaanalisis no tener acceso a estos datos individuales y solo
se tienen los resimenes, tales como medias, frecuencias y proporciones (Sharp, S. J.
y Thompson, S. G., 2000).

Ejemplo 7.1. Stangl (2001) presenta el siguiente caso en el que se realizé un andlisis
de los efectos de la droga antidepresiva S-adenosylometionina (SAMe). Participaron
nueve lugares en el ensayo. Cada sitio tenia caracteristicas propias que afectaban los
resultados de los estudios. El resultado de interés era la tasa de éxito observada con
la SAMe. Los datos estdn presentados en la siguiente tabla:

Tabla 7.2. Tasa de éxito observada con la SAMe para nueve lugares de ensayo

Sitio S my o S/
1 20 20 1.00
2 4 10 0.40
3 11 16  0.69
4 10 19 0.53
5 5 14 0.36
6 36 46 0.78
7 9 10 0.90
8 7 9 0.78
9 4 6 0.67

Total 106 150 0.71
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Asumimos que la tabla anterior proviene de un estudio con 150 pacientes y nues-
tro objetivo es estimar la tasa de éxito, digamos 7, del tratamiento. Asumamos que
la distribucion a priori de 7 es una beta (o, 5). Los datos son generados de una dis-
tribucion binomial con tamano muestral n y tasa de éxito .

Una formulacién multinivel, jerarquica o de efectos aleatorios evita el supuesto de
homogeneidad modelando un efecto aleatorio 7w para el estudio i. Cada m; se asume
sacado de la distribucion de los efectos de estudio. Aqui se usa la beta («, 5) para los
efectos de estudio. La respuesta del estudio i es

s; ~ Binomial (n;, m;), (7.1)

y los efectos individuales son intercambiables. Condicionados en o y [, los m; son
sacados independientemente de una distribucién beta:

mi ~ beta (o, B) (7.2)

La funcién de verosimilitud de los 7;’s es:

1
[ =y (7.3)
i=1

En el dltimo nivel de jerarquia, una distribucién a priori es ubicada sobre a y .
La dejamos sin especificar por el momento, y simplemente la denotamos por:

&(a, ) (7.4)

La distribuciéon posterior conjunta de todos los parametros es:

§(ma,Bls) o< f(slm a,B)€(nla, B) (e, B) (7.5)
x H?Tf" (1— )" H %wﬁ‘l (1—m)" " ¢(a, B)

Dados a y 3, cada uno de los m; tiene una distribucién beta independiente. Su
densidad conjunta sera:

O( H Oé + 6 + nz) 7T'a+si71 (1 . ﬂ_i)ﬁ+nifsifl (76)

& (e, 8 Fla+s)I'(B+n,—s;) *

La marginal posterior de («, 3) es:

04‘1‘5 (a+ s)0(B+n; — s7)

¢ (o, Bls) o< §(a NCEETS

::~

z:l
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Ejemplo 7.2. Bravo et al. (2003) realizaron una revision de los estudios sobre la
presencia del Helicobacter pylori, la bacteria asociada con gastritis.

Tabla 7.3. Prevalencia del Helicobacter pylori en diferentes regiones de Colombia
(Bravo et al., 2003)

Ano Positivos Total Proporciéon

1 87 173 244 0.71
2 88 109 135 0.81
3 89 110 164 0.67
4 89 66 99 0.67
) 89 47 68 0.69
6 89 53 62 0.85
7 89 49 23 0.92
8 89 22 35 0.63
9 90 75 90 0.83
10 90 54 54 1.00
11 90 62 64 0.97
12 91 1 30 0.03
13 91 18 60 0.30
14 91 30
15 92 24 50 0.48
16 94 63 90 0.70
17 94 10 18 0.56
18 96 60 60 1.00
19 96 22 50 0.44
20 96 30 49 0.61
21 96 855 878 0.97
22 96 472 684 0.69
temp<-scan ()
1 87 173 244 0.71 2 88 109 135 0.81
3 89 110 164 0.67 4 89 66 99 0.67
5 89 47 68 0.69 6 89 53 62 0.85
7 89 49 563 0.92 8 89 22 35 0.63
9 90 75 90 0.83 10 90 54 54 1.00
11 90 62 64 0.97 12 91 1 30 0.03
13 91 18 60 0.30 15 92 24 50 0.48
16 94 63 90 0.70 17 94 10 18 0.56
18 96 60 60 1.00 19 96 22 50 0.44
20 96 30 49 0.61 21 96 855 878 0.97

22 96 472 684 0.69
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temp<-matrix (temp,ncol=5,byrow=T)
eventos<-temp[, 3]
ns<-temp[,4]

library (meta)

res<-metaprop (eventos ,ns)

summary (res)

## Number of studies combined: k = 21

#4 proportion 95%-CI
## Fixed effect model 0.7820 [0.7670; 0.7963]
## Random effects model 0.7694 [0.6111; 0.8763]

## (Quantifying heterogeneity:
## tau~2 = 2.8792; tau = 1.6968; I~2 = 98.1%; H = 7.21

## Test of heterogeneity:

## Q d.f. p-value Test
## 298.62 20 < 0.0001 Wald-type
## 635.69 20 < 0.0001 Likelihood-Ratio

## Details on meta-analytical method:

## - Random intercept logistic regression model

## - Maximum-likelihood estimator for tau~2

## - Logit transformation

## - Continuity correction of 0.5 in studies with zero cell

frequencies (only used to calculate individual study results)

Los resultados obtenidos utilizando el modelo mixto son preferidos en términos
generales, ya que se considera que los que aparecen en la literatura provienen de ex-
perimentos realizados en situaciones diferentes y por investigadores distintos (Del Re,
2015). Un caso en el que se podria considerar un modelo de efectos fijos es ilustrado
con un ejemplo trivial: suponga que una moneda es lanzada por k sujetos un niimero
de veces distintas y deseamos estimar la probabilidad de obtener cara. Volviendo a
nuestro problema, si deseamos resumir la informacion disponible obtenida por el me-
taanélisis y asumiendo que los estudios tienen una extravariabilidad, debemos hallar
los valores de los parametros de la distribucién escogida por nosotros, por ejemplo
la beta (v, o). Podemos proceder asi:

o — 1
o + Py — 2

F (0.8763 |0, By) = 0.975,

= 0.7694

donde F(-) es la funcion de distribucion acumulada de una beta (o, f5p). Hallar los
valores (v, 5y) se hace numéricamente.
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a.minimizar<-function (parame){
a0<-parame [1]
bO<-parame [2]
temp<-(0.7694-(a0-1)/(a0+b0-2))~"2+(0.6111-gbeta(0.025,a0,b0)) "2
+(0.8763-gbeta(0.975,a0,b0)) "2
return (temp)

}

optim(c(2,2) ,a.minimizar)
## $par
## [1] 29.215898 9.435129

## $value
## [1] 4.289818e-07

## $counts
## function gradient
## 67 NA

## $convergence
## [1]1 O

## $message
## NULL

Por lo tanto, los estudios previos generan una a priori beta(29.215898; 9.435129).
La forma de elicitacion es directa y simple.
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Figura 7.1. Errores estindar de la proporcion estimada (transformada) para la pre-
sencia del Helicobacter pylor:
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En el caso de la variabilidad se verifica usando el estadistico () definido como:

Q= Zk:wz' (yl - é)g ~ Xi-1s (7.8)
=1

donde k es el nimero de estudios considerados y w; es la ponderacion del i-ésimo
estudio. Otras medidas de variablidad son:

2= (Qégl) 100 % (7.9)

7.1.1. AndAlisis estadistico

Peters, U., Poole, C. y Arab, L. (2001) indican que los anélisis estadisticos inclu-
yen:

1. Extraer o calcular una estimaciéon comin y comparable del riesgo relativo de
cada estudio.

2. Busqueda de evidencia de sesgo de publicacion.
3. Analisis de la variacion interestudios.

4. Célculo de de las estimaciones de resumen del efecto. La evidencia de sesgo de
publicacion y la heterogeneidad debe tomarse como un contraindicativo de la
confianza en los resimenes globales. En presencia de heterogeneidad del efecto,
el principal proposito del metaanalisis sera la identificacion de las fuentes de
variacion entre estudios.

Los métodos estadisticos estan generalmente basados en modelos de efectos fijos
o de efectos aleatorios.

7.1.2. Modelo de efectos fijos

Supongamos que tenemos una coleccion de k estudios, donde el 7-ésimo tiene un
efecto estimado de tamano Y; y el verdadero tamano del efecto es ;. Un modelo
general esta dado por:

Y =0; + e, (7.10)
donde e; ~ N (0,0%), 1 =1,2,--- , k. Estos componentes son desviaciones aleatorias
del verdadero tamano del efecto y se asume que son independientes. Esto implica
que Y; ~ N (6;,02),i=1,2,--- , k. Aunque el modelo anterior asume normalidad, se

aplica también a situaciones en las que se tiene normalidad aproximada, por ejemplo,
cuando se utiliza la razén de odds o riesgos relativos.

En general, el parametro de interés es el efecto global, denotado por u. El modelo
de efectos fijos asume que #; = u para todo ¢ = 1,2,--- , k, implicando que cada
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estudio en el metaanalisis tiene el mismo efecto base. Note que, aun teniendo el
mismo efecto base, las Y; no se distribuyen idénticamente, ya que tienen diferentes
varianzas. El estimador de p es generalmente un promedio ponderado simple de las
Y;, con ponderaciones 6ptimas proporcionales a w; = 1/var(Y;). En la practica, las

varianzas son desconocidas y se utilizan las estimaciones de ellas, digamos 62, las
cuales son usadas para estimar a py a var(ji). Tenemos entonces:
k ~
WY
ji— s (7.11)
> i1 Wi
donde w; = 1/6%, y ademas:
A 1

S

El modelo de efectos mixtos no asume que las 6; son iguales, sino que ellas se
distribuyen normalmente. Esto nos lleva a un modelo de dos etapas:

donde e; ~ N (0,02) y ¢, ~ N(0,7%), i = 1,2,--- , k. Ademés, se asume que las e;
v las ¢; son independientes. En este caso, el verdadero efecto para el estudio i esta
centrado alrededor del efecto global, permitiendo que los estudios individuales varien
tanto en el estimado como en el verdadero efecto. El parametro 72, la varianza de
los efectos aleatorios, es una medida de la heterogeneidad entre estudios.

7.1.3. Modelo de efectos aleatorios

El modelo de efectos aleatorios puede escribirse como:

Y= pu+ €+ e, (7.15)

donde e; ~ N (0,02) y ¢ ~ N (0,7%), i = 1,2,--- , k, que relaciona las Y; directa-
mente a la medida global del efecto p, dado por:
k ~
1 Wi(T)Y;
i = Zzil&j (7.16)
>int WilT)

con varianza

1
var (fi;) = — : (7.17)

D i Wi(T)
donde w;() = (7% + w; 1)_1 y w; definida antes. Asumiendo que 7
tenemos entonces:

2 sea conocida,
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1
i~ Nty ————— 7.18
: (“ S wim) (7.18)

En la practica 72 es desconocido. El estimador mas popular es de DerSimonian y
Laird, el cual se deriva a partir de la idea de igualar el valor esperado de (); con su
valor observado. Note que:

b ko2
E(Qw)zk—ur?( w—z,j—lw> (7.19)

Suponga que t se obtiene resolviendo:
k k ~9
qus:/g—1+t< wi——Zfle), (7.20)

g — (k—1)
Zk ™ Zf:l ’lf)?

lo cual produce:

(7.21)
i=1 Wi Zf:l W;
Es posible que ¢ < 0, en este caso, se toma igual a cero. Esta restriccion produce

un estimado sesgado para 72.

7.1.4. Heterogeneidad

Villar, J. et al. (2001) comentan que aunque hay una tendencia en la literatura
a forzar los resultados de una revision sisteméatica en un solo estimador combinado
usando técnicas del metaanalisis, es claro que cuando existen diferencias sustanciales
entre los resultados de los ensayos, y enfrentamos heterogeneidad estadistica, un solo
valor de la estimacion puede darnos una impresion incorrecta y esto debe evitarse.

Segun Sharp, S. J. y Thompson, S. G. (2000) un metaanalisis de ensayos clinicos
debe reportar en general mas que un solo valor del estimador mezclado del efecto del
tratamiento. Si existe heterogeneidad entre los diferentes ensayos, como a menudo
sucede, debe hacerse el intento de explorar sus posibles causas. La mejor forma seria
usar los datos de los pacientes individuales para explorar el efecto de covariables
particulares sobre el efecto del tratamiento. Sin embargo, es comin en metaanalisis
no tener acceso a estos datos individuales y solo se tienen los resiimenes, tales como
medias, frecuencias y proporciones.

Prueba () de Cochran. La heterogeneidad es normalmente verificada utilizando
la prueba de Cochran cuyo estadistico de prueba es:

k
Qu =) w;(Y;— ) (7.22)
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Con Hj se tiene que @, ~ X3 ,. En la practica se trabaja con ;; por lo tanto, la
prueba sera aproximada.

7.1.5. Sesgo de publicacion

Stanley, T. D. (2001) plantea que es comun en la revision de literatura que el autor
descalifique ciertos estudios como “mal especificados”, un juicio que muy a menudo
parece hacerse de una forma subjetiva y selectiva ya que se descalifican aquellos que
van en contra de las creencias del autor. Rust, Lehmann y Farley (1990) comentan
que a medida que un campo de investigacion madura, el “sesgo de publicacién” pue-
de incrementarse, esto debido a la tendencia de las revistas a aceptar solo hallazgos
estadisticamente significativos o con fuertes efectos, lo que puede originar un sesgo
en la magnitud de los efectos reportados. También los autores, condicionados por los
revisores, pueden suprimir o minimizar los resultados que muestren efectos pequenos
o no significativos.

Eberly, L. E. y Casella, G. (1999) dicen hay tres métodos generales para tratar
con el sesgo:

1. Modelos de muestreo truncados: asumen que no se publican estudios no signi-
ficativos.

2. Muestreo invariante: el cual limita el metaanélisis a un subconjunto de estudios
que vienen de un marco muestral independiente del proceso de publicacion.

3. Aumento de la fuente: se especula sobre el nimero de estudios perdidos (no
vistos) y se ajustan las estimaciones de los efectos en concordancia.

En R existen varios paquetes que permiten realizar metaanalisis, por ejemplo,
metafor, mmeta o, desde el punto de vista bayesiano, el paquete bayesmeta (Rover,
2020).
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Capitulo 8

Combinacién de a priori y analisis
preposterior

En el proceso de construccion de la distribucién a priori es comtn enfrentarse al
reto de combinar la informaciéon previa proveniente de diferentes fuentes, de mane-
ra que se obtenga una tunica distribucién que represente la creencia previa sobre el
fenomeno de interés. Para lograr esto, se pueden aplicar diferentes técnicas, con las
que se espera seleccionar la estrategia mas adecuada. Posteriormente, para evaluar la
robustez de las distribuciones a priori obtenidas, es necesario realizar un analisis pre-
posterior que permita evaluar su calidad, antes de proceder a la inferencia bayesiana
a posteriori.

8.1. Combinacién de a priori

En muchas situaciones se presenta tanto la informacion bibliogréafica previa como
la presencia de expertos. Debemos desarrollar procedimientos para combinar las a
priori provenientes de las dos fuentes. Aparte de esto debe realizarse un analisis para
determinar la compatibilidad entre ambas fuentes, esto es, determinar hasta qué pun-
to son diferentes. En la mayoria de casos los expertos son conocedores del material
bibliografico disponible, pero poseen informacién adicional obtenida de otras fuentes
que haga més confiable sus creencias.

Si el proceso de elicitacion se hace a un grupo de expertos, el investigador cuenta
con un conjunto de distribuciones a priori, las cuales deben ser usadas para res-
ponder a las hipotesis de interés. En esta situacion, diferentes procedimientos estan
disponibles en la literatura para reducir las distribuciones a priori a una. Winkler
(1967b, 1968, 1969) estudio el problema de consenso en el cual las distribuciones a
priori son evaluadas por expertos y combinadas en una tnica distribucién para usar
esta en un analisis bayesiano posterior. Albert et al. (2007) proponen la combinacion
de juicios de expertos usando un modelo jerdrquico que considera el sesgo y la pre-
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cisién individual de los expertos a partir de sus diferencias naturales; luego, Albert et al. (2012)
combinan expertos mediante el uso de modelos estadisticos tradicionales.

Note que nadie garantiza que si se tienen diferentes expertos, ellos poseen
el mismo grado de experticia y, por lo tanto, sus distribuciones a priori pueden
ser mezcladas sin considerar algin tipo de ponderacién en sus creencias. Asi, al
inten-tar reducir a una tUnica a priori un conjunto de distribuciones elicitadas, se
requiere aplicar metodologias, al igual que Albert et al (2007), que combinen dichas
creencias de manera adecuada.

Si pensamos en el principio de la sabiduria de las masas, y en como la elicitacion
de juicios expertos se relaciona directamente con este principio, harfamos un
mayor uso de los métodos de elicitacion para ayudar a la toma de decisiones.
Entonces, a pesar de la importancia de la opinién de un experto, es preferible
elicitar el juicio de multiples expertos (Jenkinson, 2005).

Existen dos métodos para reducir el numero de distribuciones a priori a una tnica
distribucion. El primero incluye herramientas matematicas para obtener la a priori,
y el otro permite obtener una tnica a priori mediante consenso; es ahora cuando el
método Delphi, el cual ya comentamos, puede ser aplicado a pesar de que cuando
el nimero de expertos es muy grande, este se vuelve agotador. La formulacion
ma-teméatica mas comin se hace usando un promedio o un promedio ponderado
de las distribuciones elicitadas. Para el caso del promedio ponderado, es necesario
caracte-rizar a los expertos con el fin de hacer una correcta ponderacion.
Independientemente de lo cuidadosos que seamos en el proceso de elicitacion, es
recomendable chequear que haya consistencia entre las distribuciones obtenidas y
sus creencias iniciales.

Barrera-Causil, et al. (2021) proponen la aplicacion de la teoria del analisis
de datos funcional para el estudio de las distribuciones a priori provenientes de
exper-tos. Esto abre la posiblilidad de adoptar multiples herramientas estadisticas
para el analisis de distribuciones a priori procedentes de juicios de expertos.

De acuerdo con Plous (1993), Hastorf y Cantril (1954) y Loy y Andrews
(1981), nuestras creencias pueden ser diferentes aun cuando tengamos el mismo
grado de experticia y hayamos experimentado los mismos eventos. Por ejemplo, en
un juego de fatbol, las percepciones de dos técnicos igualmente preparados pueden
diferir de forma considerable, lo que conlleva desacuerdos para la toma de
decisiones. Es por esto que la propuesta de Barrera-Causil, et al. (2021) respecto a
la construcciéon de clusteres de a priori provenientes de expertos, haciendo uso de
la teoria del analisis de datos funcional, es una alternativa que ofrece la
posibilidad de analizar y hacer inferencia bayesiana de forma separada por
grupos de expertos para luego poder concluir sobre la hipotesis de interés. Esta
propuesta se describe en la siguiente figura:
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Figura 8.1. llustracion del flujo para la elicitacion de un grupo de expertos

En la figura 8.1 observamos una ilustracion del flujo que proponen Barrera-Causil,
et al. (2021) para la elicitacion de un grupo de expertos. Aqui, EC E=elicitacion del
conocimiento de expertos, G D P=generacion de distribuciones a priori, C'D P=cluaster
de distribuciones a priori, C;=claster i de distribuciones a priori, I AP=inferencia a
priori o a posteriori, y T'D P E=toma de decisiones con panel de expertos. Note que
este flujo comprende inicialmente la elicitaciéon de un grupo de expertos, luego se
hace la construccion de las distribuciones a priori correspondientes; posteriormente,
se construyen clusteres de a priori de expertos y se hace luego inferencia a priori o a
posteriori con el &nimo de tomar decisiones con el panel de expertos.

8.2. Analisis preposterior

Dadas las caracteristicas del proceso bayesiano, es sano tener una posicion critica
con relaciéon a cualquier a priori que obtengamos por cualquier método; deberiamos
realizar pruebas que permitan determinar, de alguna manera, la calidad de la distri-
bucion a priori. Martz y Waller (1982) recomiendan lo siguiente para garantizar un
buen analisis bayesiano:

1. Una justificaciéon y analisis detallados de la distribuciéon a priori selecciona-
da, con un claro entendimiento de las implicaciones matematicas de esta. Por
ejemplo, la seleccion de una familia normal para representar nuestro conoci-
miento a priori sobre un pardmetro nos restringe a una clase de distribuciones
unimodales.

2. Una documentacion completa de las fuentes de datos utilizados en la identifi-
cacion y seleccion de la a priori.
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3. Un analisis preposterior de la distribucion a priori con resultados de prueba
hipotéticos.

4. Una distribucion a posteriori claramente definida para los parametros de inte-
rés.

5. Un anélisis de sensibilidad de las inferencias bayesianas para el modelo a priori
seleccionado.

Cada uno de estos puntos debe desarrollarse cuidadosamente tanto en el proceso
de elicitacion como en el de validacion de la informacién recogida. El segundo paso de
la lista de Martz y Waller es ejecutado casi simultdneamente en la misma elicitacion.
Al experto se le alienta a dar respuestas, pero el elicitado debe proporcionar una re-
troalimentacion oportuna, lo que en términos practicos significa que es inmediata. En
la actualidad, con el uso de computadores portétiles, realizar esta tarea no es dificil.
Se pueden generar muestras la poblacion con diferentes condiciones planteadas en la
a priori; por ejemplo, podemos tomar la mediana, la media, la moda y cuartiles para
generar estas muestras. Si el sujeto se siente comodo con los valores que las muestras
estan presentado y ¢l cree que no aparecen valores muy raros, o no observa valores que
considera deberfan estar presentes en la poblacion, esto obliga a revisar la elicitacion.

Es necesario documentar detalladamente el proceso, bien sea con grabaciones o
registro filmico, para su posterior analisis. Cuando la distribucién a priori es obtenida
a partir de estudios o datos previos, es necesario justificar plenamente la pertinencia
de esos estudios o datos en el problema que estamos enfrentando. Un estudio realiza-
do sobre consumo de drogas en Medellin puede no ser ttil para uno que se realice en
alguna ciudad del exterior, pero ser pertinente para un estudio similar en Cali. En
otros casos puede darse la pertinencia debido a que se estudian fenémenos biologicos
que puedan, de alguna manera, ser generalizados a poblaciones de muchos lugares,
por ejemplo, si queremos determinar la duraciéon promedio de un embarazo.

La determinacion de la distribucion a priori puede realizarse de muchas formas,
unas mas faciles que otras. De cualquier manera, es recomendable usar varios procedi-
mientos para su elicitacion, los cuales deben coincidir de algiin modo. La distribuciéon
elicitada a mano alzada deberia ser muy parecida a algin modelo paramétrico ajus-
tado, por ejemplo.

El analisis preposterior debe realizarse con la distribucién a priori para verificar
la confianza de los resultados obtenidos como resultantes del proceso elicitado. Por
ejemplo, si se elicita el namero promedio de goles realizados en un partido de fit-
bol y, ademas, se asume que el niimero de goles marcados en un partido se puede
modelar mediante la distribucion de Poisson, valores de la probabilidad de observar
ciertos marcadores, condicionados en valores tomados de la a priori sobre la media,
deben ser consistentes con lo que el sujeto piensa. Este analisis es equivalente a uno
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exploratorio de datos (EDA), en el cual se buscan caracteristicas y problemas con la
distribuciéon a priori especificada. Luego de este analisis uno podria responder afir-
mativamente a la siguiente pregunta: ;estaria confiado, bajo el supuesto de que no
pueda obtener informaciéon muestral, para usar esta distribucién para realizar todo
el trabajo inferencial? En Grabsky (2014) se hace una elicitacion en la que se elicita
el tiempo medio de falla. La pregunta, al proponerse directamente sobre la media,
puede generar confusion entre los expertos, ya que algunos tienden a pensar mas en
valores representativos como la moda o como la mediana y, en el caso de distribucio-
nes de sobrevida, estas son en general asimétricas y la media es diferente a la moda
y a la mediana, lo cual no ocurre en el caso de distribuciones simétricas.

Otro punto que se analiza en esta etapa es la calidad de la a priori. Para esto,
se puede preguntar lo siguiente: jes creible?, jse puede utilizar facilmente a nivel
computacional?, ;estd completamente definida sobre el espacio parametral?, ;cam-
bia radicalmente se se obtienen unos pocos datos?

Uno de los asuntos més delicados es la obtencion de dos o méas a priori que
sean muy diferentes por parte de los expertos o por distintos métodos de elicitacion.
En caso de diferencias irreconciliables, es sano trabajar paralelamente con varias a
priori. Hoy en dia esto no es un gran problema, debido a la disponibilidad de recursos
computacionales.

8.2.1. Distribuciéon predictiva a priori

La construccion de la distribucién predictiva a priori es una de las herramientas
que tiene el analista para determinar la calidad de la distribucién a priori elicitada,
ademaés de entregar informaciéon que puede ser ttil para determinar los procedimien-
tos de analisis posteriores. Si £ (0) representa la distribucion a priori sobre 0 elicitada
y si se conoce (obviamente hasta cierto nivel) la distribucién que genera datos, en-
tonces la distribucion predictiva a priori se define como:

ply) = / f(y10)€(6) do (8.1)

Si los datos generados por esta distribucion se acomodan a lo que el analista cree
que deben ser, entonces puede, de cierta manera, pensar que la a priori concuerda
con lo que piensa y proceder al proceso posterior.

Este anélisis se puede realizar con diferentes distribuciones a priori, de tal forma
que se puede mirar la robustez de los resultados ante cambios de la a priori. Ob-
servemos que este analisis no es posible de realizarse con distribuciones a priori no
informativas.

Nuamero promedios de goles en el fatbol colombiano. Supongamos que
elicitamos el nimero promedio de goles que se marcan en un partido del fatbol pro-
fesional en Colombia a un experto y obtenemos que 6 ~ N (2.5, (0.20)?). Ademas, si
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pensamos que el nimero de goles que se marcan en un partido del rentado colombiano
es Poisson(#), la distribucion predictiva sera:

()_/OO 6V exp(—0) 1 o [ 1
Par= gl Vw020 P\ T 2% 0.202

(6 — 2.5)2> do (8.2)

# Simulacidén de la distribucidén predictiva

+*

Naimero promedio de goles del campeonato colombiano
A priori: normal (2.5, 0.2072)
Distribucidén muestral: Poisson(theta)

H =

dist.predictiva <- function(Nsim = 10000, media = 2.5, dt = 0.20) {
= dt))

res <- rpois(Nsim, rnorm(Nsim, mean = media, sd
tabla <- table(res)
print (tabla / sum(tabla))
barplot (tabla)
print (summary (res))
print (var (res))
}
dist.predictiva()
title(main = ’Distribucidn predictivaln para el campeonato
colombiano’, xlab = ’Namero de goles’,ylab = ’Frecuencia’)
legend (5, 2000,
legend = c(’Media a priori = 2.5’, ’Desviacidn estandar a
priori = 0.207),
cex = 0.8, bty = "n"
res
## 0 1 2 3 4 5 6 7 8
9
## 0.0829 0.2030 0.2615 0.2120 0.1286 0.0680 0.0303 0.0104 0.0024
0.0009
## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

## 0.000 1.000 2.000 2.498 3.000 9.000
## [1] 2.500247
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Figura 8.2. Distribucion predictiva a priori
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Capitulo 9
Apéndices

En el siguiente enlace podemos encontrar el respositorio GitHub donde se en-
cuentran los codigos de R usados a lo largo del texto.
https://github.com /cbarrera2101/Elicitacion Libro.git

9.1. Programas creados para elicitaciéon de distribu-
ciones de probabilidad

9.1.1. Elicitator

James et al. (2010) presentan un programa para elicitar la distribucion a priori
en regresion bayesiana.

9.1.2. MATCH

Morris et al. (2014) presentan una herramienta en la web para permitir realizar
algunas elicitaciones.
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9.2. Programas en R

HAHHHBHAHAH AR BB R A FHHH R AR AR A H R R B R R AR HH AR B RS SRS R BB AR S

# Elicitacidén de la distribucidén a priori de una proporcidn

# Se asume que la a priori es una beta(alfa,beta)

# E1 procedimiento consiste en determinar los limites mé&s extremos
plausibles, o sea, donde estamos casi convencidos cae la
verdadera proporcién y el valor de la moda.

conseguir.beta.apriori<-

function () {

# Entrada de la informacidén del elicitador

LI<-as.numeric(readline("Cudl es el menor valor posible para la
proporcidn? "))

LS<-as.numeric(readline ("Cudl es el mayor valor posible para la
proporcidn? "))

moda<-as.numeric(readline ("Cudl es el valor mas posible para la
proporcidén? "))

funcion.a.mini<-function(parametros ,moda=0.5,mini=0.3,maxi=0.6){
al<-parametros [1]
bl<-parametros [2]
temp<-abs((al-1)/(al+bl-2)-moda)+abs(pbeta(mini,al,bl)-0.01)+abs(
pbeta (maxi,al,bl) -0.99)
return (temp)
}
res<-optim(c(2,2),funcion.a.mini,moda=moda ,mini=LI,maxi=LS,lower=c
(1,1) ,method="L")
parametros<-res$par
alfa<-parametros [1]
beta<-parametros [2]
x<-5eq(0.01,0.99,1length=200)
y<-dbeta(x,alfa,beta)
plot(x,y,type=’1’,ylab="’,xlab="")
abline (v=c(LI,moda,LS),lty=2)
return(res)

# Esta funcidén utiliza la aproximacidén de Perry y Greig (1975)
# Fin de funcidén principal
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conseguir.beta.apriori<-
function () {
# Entrada de la informacidén del elicitador
LI<-as.numeric(readline("Cudl es el menor valor posible para la
proporcidn? "))
LS<-as.numeric(readline ("Cudl es el mayor valor posible para la
proporcidén? "))
moda<-as.numeric(readline("Cual es el valor mas posible para la
proporcidén? "))
sigma<-(LS-LI)/3.25
mu<-(LI+0.95*moda+LS)/2.95
print (mu)
print (sigma)
alfa<-(mu~2*(1-mu))/sigma~2-mu
print (alfa)
beta<-alfa*(l-mu)/mu
print (beta)
x<-5eq(0.01,0.99,1ength=200)
y<-dbeta(x,alfa,beta)
plot(x,y,type=’1’,ylab="’,xlab="")
abline (v=c(LI,moda,LS),1lty=2)
abline (h=0)
list (alfa=alfa,beta=beta,media=mu,desvi.tipica=sigma)

# Fin de funcidén principal
resultados<-conseguir.beta.apriori ()

resultados

alfaO<-resultados$par [1]

betaO<-resultados$par [2]

x<-seq(0,1,1length=1000)

y<-dbeta(x,alfal,betal)

par (mfrow=c(3,1))
plot(x,y,ylab=’Densidad’,xlab=expression(pi),type=’1’)
title(main=’Distribucidén a priori?)

# Saco una muestra de 10 estudiantes al azar y obtengo 2 mujeres.
y2<-x~2*%(1-x) "8

# Verosimilitud
plot(x,y2,type=’1’,col="red’,ylab="’,xlab="")
title(main=’Funcidén de Verosimilitud’)

# a posteriori

y3<-dbeta(x,alfa0+2,betal0+8)
plot(x,y3,ylab=>Densidad’,xlab=expression(pi) ,type=’1’)
title(main=’Distribucidén a posteriori?’)
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El analisis bayesiano es una de las areas de la estadistica
que mas ha crecido en los ultimos anos, debido a las
mejoras en la capacidad de computo y procesamiento de
datos de los equipos actuales y a su capacidad para
resolver problemas que no se pueden abordar con otros
meétodos. Ademas, los métodos bayesianos difieren de
otros enfoques porque incorporan informacion previa en
sus analisis. Dicha informacion puede provenir, entre otras
fuentes, del conocimiento de expertos, lo que nos lleva a
asumir importantes retos relacionados con la extracciony
cuantificacion de dicho conocimiento. En nuestro trabajo,
presentamos diferentes formas de cuantificar informacion
y expresarla a través de modelos de probabilidad, de
manera que el lector disponga de metodologias empiricas
claras que puedan usarse para procesos de estimacion a
priori 0 a posteriori en problemas de su interés. El texto
comprende nueve capitulos que abordan desde
definiciones basicas necesarias para el estudioy
conocimiento de estas técnicas hasta propuestas
metodologicas de elicitacion y analisis de informacion de
multiples expertos. El contenido se ilustra con codigos
desarrollados en el software R, con el fin de facilitar el
estudio de la obra y que el lector pueda aplicar estas
técnicas en sus investigaciones.
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