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Resumen y Abstract V 

 

Resumen 

Para una generación hidroeléctrica eficiente de bombas operando como turbina, la modificación 

de la geometría del impulsor es un factor clave. Aunque se ha investigado correlaciones 

matemáticas, simulaciones numéricas y optimización para la mejora en el desempeño de la 

turbina, los estudios no consideraron la relación directa entre las condiciones de operación en el 

punto de mayor eficiencia respecto a la geometría del impulsor. Por otra parte, los estudios de 

optimización actuales no tienen en cuenta las condiciones operativas de la turbo máquina, además 

se omitió la comparación entre algoritmos presentes en el estado del arte. El objetivo de este 

trabajo es mejorar la eficiencia hidráulica de una bomba operando como turbina, mediante la 

modificación de la geometría del impulsor y aplicación de métodos de optimización. Para alcanzar 

el objetivo de este trabajo de investigación, se caracterizó el impulsor y se desarrollaron siete 

modelos analíticos con base la ecuación de Euler para turbo máquinas, que se diferenciaron en las 

consideraciones geométricas del impulsor. Los modelos se validaron mediante la estimación y 

comparación de 28 bombas encontradas en la literatura. Posteriormente, mediante rutinas de 

optimización mediante el algoritmo por enjambre de partículas (PSO), algoritmo de búsqueda por 

vórtice (VSA) y algoritmo de enjambre de salpas (SSA), se estimó los parámetros adecuados del 

impulsor mejorado. Finalmente, se realizó la simulación fluido dinámica de un caso estudio, donde 

se validó la eficiencia obtenida del impulsor mejorado respecto a la geometría original. Como 

resultado, el modelo de mejor desempeño estimó la cabeza hidráulica con un error relativo 

promedio de 9,57 %, respecto a datos experimentales proporcionados en la literatura. Por otra 

parte, el algoritmo que precisó mejores resultados fue el algoritmo PSO, con una desviación 

estándar de 0,152 m en la cabeza hidráulica. Por último, la eficiencia simulada con el impulsor 

optimizado fue de 77,8 %, aumentando el 1,1 %, respecto a la eficiencia original de la turbo 

máquina. Con esto, se logró mejorar una opción existente en la generación hidroeléctrica que 

permita una conversión de energía más eficiente. 

 

Palabras clave: bomba operando como turbina, eficiencia hidráulica, PSO, VSA, SSA. 

  



VI Mejora de la eficiencia hidráulica de una bomba centrífuga operada como turbina utilizando 

métodos de optimización 

 

Abstract 

For efficient hydroelectric power generation using pumps as turbines, the modification of the 

impeller's geometry is a key factor. Although mathematical correlations, numerical simulations, 

and optimization have been investigated to improve turbine performance, these studies did not 

consider the direct relationship between site conditions at the best efficiency point and the 

impeller's geometry. Furthermore, current optimization studies do not take into account the 

operational conditions of the turbomachine, and the comparison between algorithms in the state 

of the art was omitted. The objective of this work is to enhance the hydraulic efficiency of a pump 

operating as a turbine by modifying the impeller's geometry and applying optimization methods. 

To achieve the goal of this research, the impeller was characterized, and seven analytical models 

based on the Euler equation for turbomachinery were developed, differing in the geometric 

considerations of the impeller. The models were validated by estimating and comparing them to 

28 pumps found in the literature. Subsequently, optimization routines using particle swarm 

optimization (PSO), vortex search algorithm (VSA), and salp swarm algorithm (SSA) were employed 

to estimate the suitable parameters for the improved impeller. Finally, a fluid dynamic simulation 

of a case study was conducted to validate the efficiency obtained from the improved impeller 

compared to the original geometry. As a result, the best-performing model estimated the hydraulic 

head with an average relative error of 9.57%, compared to experimental data provided in the 

literature. Furthermore, the PSO algorithm yielded the best results, with a standard deviation of 

0.152 m in hydraulic head. Lastly, the simulated efficiency with the optimized impeller was 77.8 %, 

representing a 1.1 % increase compared to the original efficiency of the turbomachinery. This 

achievement contributes to improving an existing option in hydroelectric generation, enabling 

more efficient energy conversion. 

 

Keywords: pump as turbine, hydraulic efficiency, PSO, VSA, SSA.  
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NSGA-II Non-dominated Sorting Genetic Algorithm 

PAT Pump as turbine 

PBGA Pareto-based genetic algorithm 

PCH Pequeña central hidroeléctrica 

PSH Pumped Storage Hydroelectricity 

PSO Particle swarm optimization 

PtG Energía mediante redes de gas 

PV Photovoltaic system 

RBF Radial Basis Function 

SC Sistema de control 

SIN Sistema interconectado nacional 

STN Sistema de transmisión nacional 

SVM-HDMR 
Support vector machine and high-dimensional model 

representation 

TTR Teorema de transporte de Reynolds 

VC Volumen de control 

UPME Unidad de planeación minero energética 

ZNI Zonas no interconectadas 

 





 

Introducción 

Existe gran variedad de turbinas utilizadas en la generación hidroeléctrica, adaptables a las 

restricciones geográficas de la zona y las condiciones de operación. Una revisión enfocada en las 

turbinas hidráulicas evidenció que la turbina tipo Francis es ampliamente investigada, con una 

proporción del 74 % en publicaciones científicas, seguido de la turbina Kaplan con 8 % y la turbina 

tipo Pelton, al igual que las bombas centrífugas operadas como turbina, en un 6 % [1]. 

 

Con base en la revisión expuesta, las bombas centrífugas operadas como turbina (PAT por sus siglas 

en inglés), son una alternativa para generar electricidad.  En consecuencia, la factibilidad de su 

costo y mantenimiento, facilidad de adquisición, amplios diseños con base a rangos de condiciones 

de operación como caudal y cabeza y menor cantidad de componentes metalmecánicos y de 

control en comparación con una turbina Francis, proporciona una factibilidad en su instalación y 

puesta a punto. En contraste, las PAT no están diseñadas para funcionar en modo turbina, debido 

que la geometría del impulsor no es apropiada para operar en sentido inverso. En consecuencia, la 

eficiencia de trabajo en modo turbina es inferior respecto a la operación convencional. Por otra 

parte, los fabricantes de bombas centrífugas no otorgan la curva característica para operar en 

modo turbina, tampoco ofrecen suficiente información para modelar la geometría de los 

componentes. En la literatura, se ha encontrado estudios de modelado de la turbo máquina y se 

ha analizado el comportamiento de la cabeza hidráulica, eficiencia y potencia. Los métodos de 

análisis incluyeron la dinámica de fluidos computacional (CFD por sus siglas en inglés), correlaciones 

matemáticas, análisis experimental, cálculos teóricos, variaciones geométricas, optimización y 

pérdidas hidráulicas. Como resultado, se ha encontrado que el diseño del impulsor es clave en el 

rendimiento de la turbo máquina. Uno de los inconvenientes que se presentó al analizar artículos 

académicos, radicó en la carencia de parámetros geométricos reportados en las investigaciones, 

por lo que es complejo desarrollar y validar un modelo analítico que estime la cabeza hidráulica en 

PAT. Además, el campo de estudio de optimización en impulsores radiales no ofreció estudios 

rigurosos en los que se comparen algoritmos para la estimación de la cabeza hidráulica mejorada, 

ni consideraron condiciones técnico operativas.  

 

El presente trabajo buscó mejorar la eficiencia hidráulica de PAT al modificar la geometría del 

impulsor, por medio de la aplicación de métodos de optimización y consideraciones técnico 
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operativas. Con esto, se aportó una estrategia de optimización que permitió predecir el impulsor 

apropiado para la operación de la turbo máquina. Para esto, se utilizó un procedimiento 

matemático para calcular una geometría eficiente que permita disminuir el recurso computacional 

en diversas simulaciones fluido dinámicas. Finalmente, la estrategia abordó la mejora de una 

opción existente en la generación hidroeléctrica para que la conversión de energía sea eficaz. 

 

Descripción del problema 

 

En la revisión de la literatura se logró encontrar estudios relacionados con métodos de optimización 

que predicen la mejora de la eficiencia hidráulica, desde un plano álabe-álabe y la vista del perfil 

hidráulico del impulsor. Sin embargo, las modificaciones no son mecánicamente adecuadas, debido 

que proponen modificar el impulsor de tal manera que se debería rediseñar la voluta, es decir que 

las soluciones proporcionadas no tenían presente la estructura de la turbomáquina ni sus 

restricciones de operación. Adicionalmente, los fabricantes de bombas centrífugas no otorgan la 

curva de operación al operar en modo turbina. Seguidamente, la información encontrada en 

catálogos no ofrece suficientes datos geométricos para modelar los álabes del impulsor. 

Lo anterior propone la siguiente pregunta de investigación: ¿Qué impacto tiene los métodos de 

optimización en la mejora la geometría del perfil hidráulico del impulsor, respecto a restricciones 

técnico operativas, en la eficiencia hidráulica? 

 

Hipótesis 

 

Utilizando métodos de optimización, se podría seleccionar parámetros geométricos apropiados en 

el impulsor que incrementen la eficiencia hidráulica de la turbo máquina. 

 

Objetivo general 

 

Mejorar la eficiencia hidráulica de una bomba centrífuga operada como turbina modificando la 

geometría del impulsor, por medio de la aplicación de métodos de optimización. 
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Objetivos específicos 

 

1. Identificar los componentes geométricos del impulsor que impacten la eficiencia en una 

bomba centrífuga operada como turbina. 

2. Modelar matemáticamente una bomba centrífuga operada como turbina, considerando la 

evaluación de la eficiencia hidráulica y el conjunto de restricciones técnico operativas. 

3. Proponer una estrategia de solución basada en algoritmos de optimización que permita 

resolver el modelo analítico propuesto para la bomba centrífuga con el objetivo de mejorar 

la eficiencia hidráulica y respetar el conjunto de restricciones asociadas a esta.  

4. Validar la eficiencia de la solución optimizada utilizando software de simulación numérica. 

 

Aporte investigativo 

 

El presente trabajo investigativo aportó una propuesta de mejora de la eficiencia hidráulica, 

mediante métodos de optimización, con base en un modelo analítico fundamentado en la ecuación 

de la cabeza hidráulica de Euler para turbomáquinas. Con lo anterior, se desarrolló la solución a un 

vacío científico en el que se respetó las condiciones técnico operativas de la turbo máquina y se 

redujo la cantidad de simulaciones fluido dinámicas para la mejora de la eficiencia hidráulica en el 

punto de mayor eficiencia. 

 

Notas previas para el lector 

 

Para evaluar el cambio en la eficiencia, se utilizó la diferencia entre la eficiencia experimental y la 

obtenida o simulada, en relación con la eficiencia experimental. Esto permitió determinar si hubo 

un aumento o reducción relativa. Esta metodología se adaptó al estándar utilizado en artículos 

académicos citados, lo que garantiza la coherencia en el registro del estado del arte y la 

presentación de resultados en este documento. 

 

En la comparación del impulsor base y las simulaciones fluido dinámicas llevadas a cabo, se utilizó 

la siguiente nomenclatura:  
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• P21 hace referencia a la turbo máquina utilizada en la validación fluido dinámica respecto 

a la curva experimental. 

• PSO, VSA y SSA son los resultados obtenidos con el impulsor optimizado con los algoritmos 

de optimización. 

 



 

 
 

1.  Bombas operando como turbina 

1.1 Marco teórico 

1.1.1 Contexto energético local 

 

En la actualidad, la necesidad de convertir energía desde recursos primarios ha sido un tema en 

discusión. Los recursos primarios provienen de fuentes de energía renovables o no renovables. Las 

fuentes renovables aprovechan el potencial que proveniente del aire, el sol y el agua, que son 

ilimitados en el entorno; mientras que las fuentes no renovables son recursos finitos en la 

naturaleza, como el petróleo y el carbón, dejando como residuo la emisión de gases contaminantes 

[2]. En consecuencia, los efectos negativos de los gases contaminantes han llevado a los 

investigadores a mejorar el rendimiento de los equipos de generación eléctrica que funcionan 

mediante fuentes de energía renovable [3]. Por otra parte, se ha evaluado el costo de la energía 

generada por medio de fuentes renovables, donde se ha evidenciado que el valor en [kWh] 

generado fue superior respecto a fuentes convencionales [4]. 

 

Los estudios enfocados en energías renovables buscan aportar en el avance del séptimo objetivo 

de desarrollo sostenible: energía asequible y limpia [5] y el duodécimo objetivo: producción y 

consumo responsable [6]. Con base en lo expuesto, un informe publicado por la agencia 

internacional de energía renovable, en 2.023, señaló que la energía proveniente de fuentes 

renovables mantuvo una tendencia en el aumento de la capacidad generada, incrementando un 

9,44 % en el periodo de 2.021-2.022 [7]. En la misma línea, un reporte realizado por Ren21 registró 

que la energía renovable tuvo un crecimiento estimado del 17,2 % en el 2.022, aumentando la 

capacidad instalada en 348 GW [8]. Adicionalmente, la Asociación Internacional de energía 

hidroeléctrica reportó en el año 2.022 un crecimiento del 1,9 % en la capacidad instalada de 

generación hidroeléctrica y 3,3 % de almacenamiento por bombeo, donde China aporta el 28,8 %. 

Colombia ocupa el vigésimo puesto a nivel global con 11,94 GW, equivalente al 0,9 % del total, 

siendo el tercer país en Sudamérica por generación mediante fuentes hidráulicas [9]. 
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En el panorama local, Colombia tiene una capacidad instalada total de 17,8 GW, donde el 68,3 % 

proviene de fuentes hidráulicas [10]. La mayoría de las centrales hidroeléctricas se ubican en la 

cordillera andina [11]. La unidad de planeación minero-energética (UPME por sus siglas) expuso la 

proyección del alcance que tendrá el sistema de transmisión nacional (STN por sus siglas) para el 

año 2.026, donde la región Orinoquía está parcialmente conectada y la región pacífica y amazónica 

no estarán cubiertas. Adicionalmente, la UPME reportó el mapa de la capacidad efectiva de energía 

eléctrica del año 2.015, donde la región Andina prevalece en la generación hidroeléctrica, mientras 

que en la región caribe predominó el uso del gas y carbón [12]. Sin embargo, el resto de las regiones 

del país no poseen centrales de generación eléctrica, considerando que tienen un gran potencial 

hídrico. Por lo anterior, Colombia aún no ha desarrollado su capacidad hídrica en la generación de 

energía, para abastecer de electricidad a las comunidades más apartadas del territorio nacional. 

 

1.1.2 Centrales hidroeléctricas 

 

Las centrales hidroeléctricas son instalaciones que aprovechan la energía potencial de fuentes 

hídricas para producir electricidad [13]. Se clasifican en función de su potencial de generación. La 

Tabla 1-1 muestra el tipo de central según su capacidad instalada, reportada por diferentes autores. 

Se puede observar que la capacidad de una pico central tiene un límite de 5 kW, mientras que la 

potencia desde una micro central hidroeléctrica varía dependiendo de la potencia generada.  

 

En comparación, Colombia posee una capacidad instalada de 1.087,63 MW, distribuidas en 91 

plantas con capacidad inferior a 20 MW. Antioquia aporta 437,6 MW, que equivale al 40,23 % de 

la capacidad total en el país [14]. 
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Tabla 1-1: potencial de generación eléctrica por tipo de central [15]–[17]. 

 

Tipo de central 
Capacidad instalada 

Ingfocol [15] Haidar et al. [16] Williams & Porter [17] 

Pico central 0,5 - 5 kW Hasta 5 kW Hasta 5 kW 

Micro central 5 - 50 kW 6-100 kW 6-100 kW 

Minicentral 50 - 500 kW Por debajo de 1 MW 100 kW – 1 MW 

Pequeña central 500 kW - 20 MW Hasta 25 MW 1-100 MW 

Central hidroeléctrica Mayor que 20 MW Más de 100 MW Más de 100 MW 

 

1.1.3 Bomba centrífuga 

 

Una bomba centrífuga es una turbo máquina que transforma la energía cinética del agua en energía 

de presión, con el fin de elevar un fluido a un sitio de mayor altura [18]. La Figura 1-1 presenta la 

clasificación de las bombas centrífugas en relación al flujo, succión e impulsor [19]. Se puede 

observar la disponibilidad de las bombas en cuatro tipos de flujos: axial, mixto, radial y periférico. 

Adicionalmente, se tienen las bombas periféricas, que se diferencian por tener un impulsor más 

pequeño. En común, se detalla que las bombas pueden ser de una etapa o multietapa, además de 

ser de simple o doble succión para el tipo de flujo mixto o radial. Finalmente, el impulsor se puede 

fabricar abierto, semiabierto o cerrado. 

 

Figura 1-1: clasificación de bombas centrífugas. Adaptado de [19]. 
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La Figura 1-2 muestra el esquema general de instalación de una bomba centrífuga. En (a) se aprecia 

la instalación, donde la bomba succiona fluido y lo lleva directamente al impulsor, adicionando 

energía cinética al fluido para enviarlo a la voluta y dar salida por la tubería de descarga. 

Seguidamente, un motor eléctrico está acoplado a la bomba mediante un eje. En (b), se visualizan 

los componentes, mediante el acercamiento de un corte transversal de los componentes que 

conforman la turbo máquina, donde el impulsor está ensamblado al interior de la voluta. 

 

Figura 1-2: esquema de una bomba centrífuga. Adaptado de [20], [21]. 

 

 

 

La Figura 1-3 presenta la vista del perfil hidráulico de acuerdo con el tipo de flujo: radial, mixto y 

axial. El flujo radial se identifica porque la dirección del fluido en la entrada tiene un cambio en la 

trayectoria de 90 ° respecto a la salida. Si el flujo que sale tiende a ser paralelo respecto a la entrada, 

hay una transición al flujo mixto y como límite se tiene el flujo axial en 0 °, lo anterior se representó 

en (a). Adicionalmente, en (b) se muestran los componentes del perfil hidráulico, junto con la 

dirección de flujo y el ángulo de inclinación del álabe, que varía desde 0 ° hasta 90 °.  
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Figura 1-3: perfil hidráulico de las bombas centrífugas según el tipo de flujo. Adaptado de [22]. 

 

 

 

La velocidad específica de la bomba centrífuga (𝑁𝑠𝑝) estima el tipo de flujo del impulsor, 

conociendo las condiciones de operación (caudal y cabeza) en el punto de mayor eficiencia (BEP 

por sus siglas en inglés). Esta variable no es adimensional. Sin embargo, por simplicidad, los 

estudios la reportan sin unidades. Los valores que puede tomar 𝑁𝑠𝑝 depende del tipo de flujo del 

impulsor. En general, el flujo radial varía entre 10 y 80, el mixto es inferior a 160 y el axial oscila 

entre 140 y 400 [22]. Otra fuente consultada sugirió que el flujo radial se encuentra en un rango 

inferior a 70, el mixto es menor a 160 y el axial se encuentra entre 140 y 400 [23]. La Figura 1-4 

muestra el cambio en la geometría que sufre el impulsor con el incremento de 𝑁𝑠𝑝 y el cambio del 

tipo de flujo [24]. Se detalla el ángulo de dirección del fluido tiende a ser paralelo al eje de rotación 

a medida que la velocidad específica aumenta.  
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Figura 1-4: geometría del impulsor respecto a la velocidad específica. Adaptado de [24]. 

 

 

 

El tipo de flujo también se puede calcular con la relación del diámetro del impulsor (𝐷2) respecto 

al diámetro de succión (𝐷1). La Tabla 1-2 muestra la comparación de cada impulsor, donde se 

relaciona el comportamiento del caudal y la cabeza hidráulica. Adicionalmente, se comparó el 

impulsor tipo Francis, dado que es un impulsor cerrado y está entre la transición del flujo radial y 

mixto. 

 

Tabla 1-2: tipo de flujo en relación con los diámetros del impulsor. Adaptado de [25]–[27]. 

 

Tipo de flujo 𝐷2/𝐷1 Características 

Radial >2,0 Caudal bajo y cabeza hidráulica superior 

Impulsor tipo Francis 1,5-2,0 Impulsor radial con caudal intermedio 

Mixto <1,5 Transición entre el flujo radial y axial 

Axial 1 Caudal alto y cabeza hidráulica baja 

 

La selección de una bomba centrífuga depende de las condiciones de operación, es decir, el caudal 

requerido para transportar y la altura que se pretende elevar el flujo. Las bombas son utilizadas en 

diferentes sectores industriales, como en plantas de desalinización de agua, industria minera, 
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plantas petroquímicas, distribución de agua potable y residual. Además, las bombas centrífugas 

tienen ventaja sobre otros equipos utilizados en sistemas de bombeo por su producción en masa y 

disponibilidad en un amplio rango de operación [28]. Por otra parte, las bombas centrifugas de 

flujo radial son útiles para elevar fluidos a alturas considerables, mientras que las de flujo axial son 

preferibles en mayores caudales. Finalmente, el flujo mixto es una transición entre el flujo radial y 

axial. Los requerimientos de diseño para un sistema de bombeo, sugeridos en la literatura, son los 

siguientes [29]: 

 

• Cabeza y caudal en el BEP. 

• Velocidad de rotación del impulsor. 

• Cabeza hidráulica máxima de bombeo. 

• Potencia de entrada. 

• Peso y altura de la máquina. 

• Diámetro externo del impulsor. 

• Diámetro de succión y descarga de la tubería. 

 

1.1.4 Bomba centrífuga operada como turbina 

 

Una bomba centrifuga operada como turbina, conocida en la literatura como PAT, es un término 

que se refiere a la operación inversa a una bomba centrífuga convencional: la turbo máquina recibe 

la energía cinética y potencial que proviene del agua y la transforma en energía mecánica 

rotacional, que se puede aprovechar mediante la conexión de un generador. La Figura 1-5 muestra 

el esquema de funcionamiento de una bomba centrífuga, en modo bomba y modo turbina. En (a) 

la vista álabe-álabe del esquema del impulsor y voluta, mientas que en (b) se visualiza la vista en 

corte, con la ubicación del eje [30].  
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Figura 1-5: dirección de flujo respecto al modo de operación de una bomba. Adaptado de [30]. 

 

 

 

Con el fin de aprovechar el potencial hidroeléctrico de las zonas no interconectadas (ZNI por sus 

siglas) y no depender de fuentes de energía no renovables, es necesario almacenar energía a gran 

escala para poder utilizarla en diferentes procesos. Un estudio realizado por Venera Jülch [31] 

reportó cuatro diferentes métodos: la hidroelectricidad de almacenamiento por bombeo (PSH, por 

sus siglas en inglés); energía almacenada por aire comprimido (CAES, por sus siglas en inglés); 

baterías de litio, plomo y vanadio; energía mediante redes de gas (PtG, por sus siglas en inglés). El 

autor concluye que el PSH y CAES son sistemas factibles a corto plazo, para potencia de 100 MW y 

capacidad de 400 MWh, mientras que PtG es rentable a largo plazo. 

 

La PSH, que opera mediante PAT, se puede acoplar junto con sistemas de generación intermitente, 

como los parques eólicos y fotovoltaicos y estabiliza la electricidad al tener variaciones de otras 

fuentes [32]. Para comprobar lo anterior, un estudio realizó la evaluación tecno económica al 

integrar el sistema fotovoltaico y el híbrido (PV/PSH, por sus siglas en inglés) [33]. Los resultados 

mostraron que el sistema PSH fue mejor que almacenar energía fotovoltaica en baterías y 

comprobó su factibilidad económica. Por otra parte, un estudio sobre la viabilidad económica de 

una planta PSH concluyó que el costo fue de $0,27 / kWh, valor que estaba por debajo de los 

generadores operados con diésel, cuyo costo fue de $0,95 / kWh, por lo que implementar un 
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sistema PSH es más económico [34]. Finalmente, la inversión inicial de una central hidroeléctrica 

que utilice PAT puede ser inferior al 50 % respecto a turbinas convencionales (Pelton, Francis), para 

una capacidad instalada inferior a 50 kW, por lo que es una de las tecnologías de punta utilizadas 

en la actualidad [22].  A continuación, en la Tabla 1-3 se muestra un comparativo de las ventajas y 

desventajas que tiene un sistema de generación hidroeléctrica que utiliza PAT [35]. 

 

Tabla 1-3: ventajas y desventajas de PAT. Adaptado de [35]. 

 

Ventajas Desventajas 

Bajo costo, para capacidades menores a 50 

kW. 

Ausencia de álabes guía, por lo que no se 

pueden hacer controles hidráulicos. 

Amplio rango de selección en el mercado, 

por su producción en masa. 

Menor eficiencia comparado respecto al 

modo bomba, siendo notorio en condiciones 

de carga parcial. 

Fácil mantenimiento e instalación. 
Una bomba no está diseñada para operar 

como turbina. 

 

Por otra parte, las consideraciones que se deben tener en cuenta para la instalación y 

funcionamiento de PAT son las siguientes [36]: 

 

• Consideraciones mecánicas. 

o Velocidad de operación. 

o Temperatura de operación. 

o Potencia hidráulica de entrada. 

• Consideraciones de flujo 

o Alta viscosidad. 

o Gases disueltos. 

o Material particulado o elementos sólidos. 

o Turbulencia. 

• Instalación. 

o Condiciones de carga. 
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o Vibración y ruido. 

o Tamaño de la turbo máquina. 

 

1.1.5 Selección de la bomba operando como turbina 

 

La Figura 1-6 muestra el gráfico de selección de turbinas para la generación hidroeléctrica. Se 

detalla la variación del flujo en el eje horizontal, y la cabeza hidráulica en el eje vertical, ambos en 

escala logarítmica. Las líneas paralelas estiman la potencia generada. En (a) se observa el área de 

aplicación de las turbinas tradicionales, con un rango de aplicación de cabeza hasta 1.000 m, caudal 

hasta 100 m³/s y potencia superior a 1.000 kW. Entre ellas se encuentran las turbinas tipo Pelton y 

Francis, utilizadas para la generación hidroeléctrica a gran escala, debido a la magnitud del caudal 

y cabeza requerida. De la misma forma, (b) expone la selección de PAT, con un caudal de operación 

hasta 10 m³/s. Sin embargo, el rango de selección es limitado, por lo que las condiciones de 

operación deben ser muy específicas para maximizar la conversión de energía [37].  

 

El gráfico de selección mostrado es un estimado de datos experimentales, dado que los fabricante 

de bombas centrífugas no otorgan la curva de rendimiento en modo turbina [38]. Esto se debe a 

que la producción de las bombas centrífugas están enfocadas en aplicaciones industriales. Por otra 

parte, el rendimiento de la bomba difiere al operar en sentido inverso. La cabeza requerida es 

relativamente mayor a medida que el caudal aumenta. Aunque la potencia generada tiende a 

incrementar con el caudal, la eficiencia disminuye, por lo que no es recomendable utilizar esta 

turbo máquina en puntos alejados del BEP [39].  
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Figura 1-6: gráfico de selección de turbinas. Adaptado de [37], [40]. 

 

 

 

1.1.6 Tipos de impulsores radiales 

 

Como se expuso en la Figura 1-3, los impulsores manufacturados son de flujo radial, mixto y axial. 

Los autores Plua et al. [41] realizaron la consulta de 56 artículos de investigación, donde cerca de 

un 80 % de los estudios de PAT se orientan en impulsores radiales. La Figura 1-7 muestra tres 

ejemplares comerciables de impulsores radiales, clasificados según el tipo de construcción y 

diámetro comercial: (a) abierto, de 16" [42], (b) semiabierto, de 40 mm [43] y (c) cerrado, de 22 

pulgadas [44]. La Tabla 1-4 expone la comparación entre los tres tipos de impulsores, donde se 

expone la construcción, ventajas y desventajas, mediante una lista consultada de dos fabricantes 

de bombas centrífugas. 
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Figura 1-7: impulsores radiales: (a) abierto, (b) semiabierto y (c) cerrado. Tomado de [42]–[44]. 

 

 

 

Tabla 1-4: comparación de los tipos de impulsores radiales. Adaptado de [45], [46].  

 

Parámetro Abierto Semiabierto Cerrado 

Construcción 
No posee carcasa en la 

parte superior e inferior  

Posee una carcasa en la 

parte inferior 

Posee carcasa en la 

parte superior e inferior 

Ventajas 

Tareas de 

mantenimiento fáciles: 

limpiar y reparar 

 

Maneja sólidos 

suspendidos 

 

 

Usado para fluidos con 

partículas abrasivas de 

suciedad 

 

Mayor resistencia en 

comparación con el 

impulsor abierto 

 

Mejor eficiencia en 

comparación con el 

impulsor abierto 

Alta eficiencia en 

comparación con el 

impulsor semiabierto 

 

Proporciona más flujo a 

bajo NPSH (cabeza neta 

de succión positiva, por 

sus siglas en inglés)  

 

Mayor resistencia en 

comparación con el 

impulsor semiabierto 
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Parámetro Abierto Semiabierto Cerrado 

Desarrolla altas 

presiones 

Desventajas 

Uso en trabajos de carga 

pequeños 

 

Baja eficiencia 

 

Alto NPSH 

 

Estructuralmente débil  

El espacio libre entre las 

paletas y la carcasa debe 

ser pequeño, de lo 

contrario se producirá 

un gran deslizamiento y 

recirculación 

 

Baja eficiencia en 

comparación con el 

impulsor cerrado 

Diseño complejo 

 

Alto costo de 

mantenimiento y 

fabricación 

 

No apto para fluidos 

abrasivos 

 

Con base en la Tabla 1-4, se evidenció que los impulsores radiales cerrados son preferidos en la 

generación hidroeléctrica mediante PAT, debido que los sólidos en suspensión se pueden controlar 

mediante filtros y la presión soportada por la turbo máquina es mayor que las otras variantes de 

impulsores. Otro aspecto es la eficiencia, dado que es superior a los impulsores abiertos o 

semiabiertos. Un inconveniente de los impulsores cerrados es su compleja geometría. Los 

fabricantes proveen en sus catálogos la información estrictamente necesaria para la instalación de 

la bomba, mientras que los parámetros geométricos de los álabes no son reportados o son 

complejos de interpretar [35].  

 

1.1.7 Ecuaciones de rendimiento en bombas 

 

El tipo de flujo en modo bomba se calcula por medio de la Ecuación (1-1). Esta ecuación relaciona 

la velocidad angular 𝜔𝑝 (rpm), caudal 𝑄𝑝 (m³/s) y la cabeza 𝐻𝑝 (m), en el BEP [47]. Similarmente, 

La Ecuación (1-2) presenta la velocidad específica en modo turbina, para encontrar las condiciones 

de operación en este modo [48]. Si 𝜔𝑡 se expresa en (rad/s), se debe corregir el resultado 

multiplicando por 9,54, que es el factor de converisón. En otros casos, la 𝑁𝑠𝑡  se suele multiplicar 

por un factor de 3,65, debido a su aplicación al sistema ruso. Para normalizar los valores obtenidos, 
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se dividió el resultado entre la inversa, es decir, entre 0,274 [49]. La Ecuación (1-3) se utiliza para 

encontrar la cabeza hidráulica en ambos modos de operación, relacionando la presión en la salida 

𝑃𝑜𝑢𝑡𝑙𝑒𝑡 (Pa) y en la entrada 𝑃𝑖𝑛𝑙𝑒𝑡 (Pa) del flujo con respecto a la densidad 𝜌 (kg/m³) y la gravedad 

𝑔 (m/s²) [50]. La eficiencia en modo bomba se calcula por medio de la Ecuación (1-4), integrando 

el flujo másico 𝑚̇ (kg/s), y la potencia hidráulica 𝑃ℎ (W), que es el producto entre el torque 𝜏 (Nm) 

y la velocidad angular del impulsor ω (rad/s). Finalmente, la Ecuación (1-5) permite obtener el 

cálculo de la eficiencia en modo turbina, siendo la inversa que en modo bomba [51]. 

 

𝑁𝑠𝑝 = 𝜔𝑝
√𝑄𝑝

√𝐻𝑝
34
   (1-1) 

𝑁𝑠𝑡 = 𝜔𝑡
√𝑄𝑡

√𝐻𝑡
34
  (1-2) 

𝐻 =
𝑃𝑜𝑢𝑡𝑙𝑒𝑡−𝑃𝑖𝑛𝑙𝑒𝑡

𝜌𝑔
  (1-3) 

𝜂𝑝 =
𝑄𝑝𝐻𝑝𝑔𝜌

𝑃ℎ
=

𝑚̇𝑝𝐻𝑝𝑔

𝜏𝜔
  (1-4) 

𝜂𝑡 =
𝑃ℎ

𝑄𝑡𝐻𝑡𝑔𝜌
=

𝜏𝜔

𝑚̇𝑡𝐻𝑡𝑔
  (1-5) 

 

Con base en la Ecuación (1-5), se pudo verificar que el cálculo de la potencia hidráulica consideró 

el torque ejercido en el eje de rotación y la velocidad angular. Además, la potencia hidráulica se 

puede obtener con el producto entre la fuerza y la velocidad ejercida en cada uno de los álabes, en 

los tres ejes coordenados. 

 

1.1.8 Comportamiento de la partícula de fluido al interior del impulsor 

  

El triángulo de velocidades es la representación vectorial del comportamiento cinético de la 

partícula de agua al interior del impulsor en una turbo máquina. Referencias bibliográficas como lo 

expuesto por Chapallaz et al. [37] y Carravetta et al. [48] han presentado el desarrollo matemático 

de los vectores de velocidad en turbinas hidráulicas. Algunos estudios han aplicado el triángulo de 

velocidades en PAT para fines teóricos y experimentales: el acople de un impulsor con un inyector 

[52] y la predicción de la curva característica [53].  
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La Figura 1-8 muestra el esquema vectorial en una vista álabe-álabe de un impulsor en (a). Las 

variables de velocidad representadas son las siguientes: 𝑈 es la componente tangencial, 𝑊 es 

relativa al álabe, 𝐶 es la velocidad absoluta, 𝐶𝑚 es la velocidad radial y 𝐶𝑢 es la componente 

tangencial de la velocidad absoluta. Al suponer que el impulsor está rotando a una velocidad 

angular 𝜔, los vectores de velocidad resultantes se muestran en (b) y (c), para el borde de salida y 

ataque, respectivamente.  El subíndice 1 indica las componentes vectoriales en el borde de ataque 

del álabe y 2 en el borde de salida. Adicionalmente, el ángulo de entrada y salida del álabe (𝛽) se 

forma al relacionar la componente tangencial y relativa. Finalmente, el ángulo de flujo (𝛼) se 

forman respecto a las componentes tangencial y absoluta. 

 

El esquema mostrado en la Figura 1-8 analizó el impulsor operando en modo bomba. Sin embargo, 

al analizar la operación en modo turbina, como se muestra en la Figura 1-9 los vectores de velocidad 

se invierten y las relaciones geométricas son equivalentes, según estudios expuestos en la literatura 

[54], [55]. 

 

Figura 1-8: triángulo de velocidades de un impulsor radial en modo bomba. 
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Figura 1-9: triángulo de velocidades de un impulsor radial en modo turbina. 

 

 

 

1.1.9  Principios físicos del cálculo de la cabeza hidráulica 

 

El cálculo teórico de la cabeza hidráulica de una turbina tiene como punto de partida el teorema 

de transporte de Reynolds (TTR por sus siglas), junto con la cantidad de momento lineal de un 

sistema. El TTR relaciona los cambios que hay en un volumen de control (VC por sus siglas), respecto 

a las propiedades extensivas de un sistema. Además, el TTR proporciona un vínculo entre los 

enfoques del sistema y el volumen de control de fluidos [56]. La Ecuación (1-6) representa el 

modelo de un VC estático que no se deforma en el tiempo. En la expresión, 𝑩𝒔𝒊𝒔 hace referencia al 

cambio de una propiedad extensiva respecto al tiempo. El término siguiente es la integración del 

cambio en el tiempo del VC para cada partícula que fluye hacia afuera del sistema, respecto a una 

propiedad extensiva (𝒃 = 𝑩/𝒎). Finalmente, el último término es la integración de una superficie 

diferencial cerrada o superficie de control (SC por sus siglas), denotada por el vector normal (𝒏⃗⃗ ) y 

velocidad (𝒗⃗⃗ ). Además, es posible deducir el TTR del teorema de Leibnitz aplicado a una sustancia. 
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𝑑𝐵𝑠𝑖𝑠

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
∭𝜌𝑏𝑑∀

𝑉𝐶

+ ∮𝜌𝑏(𝑣 · 𝑛⃗ )𝑑𝐴

𝑆𝐶

 (1-6) 

 

El TTR puede escribirse en términos de la cantidad de momento de un sistema. Al tomar como base 

la segunda ley de Newton, se obtiene que las fuerzas externas (𝐹 𝑒𝑥𝑡) que actúan en un VC fijo es el 

total de la sumatoria de las fuerzas de superficie y de cuerpo. Las fuerzas de cuerpo, representado 

como 𝐵⃗ , hacen referencia a la fuerza que ejerce el vector gravitacional sobre un diferencial de 

volumen, en ausencia de otro tipo de fuerzas. Seguidamente, las fuerzas de superficie, 

representado con el tensor de superficie (𝑇⃗ ), que ejercen por las interacciones del fluido con las 

fronteras del sistema: presión y viscosidad. La Ecuación (1-7) muestra la expresión equivalente de 

la relación entre el TTR con la ecuación de momento lineal para un volumen de control fijo, para 

cualquier perfil de velocidad. 

 

∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 = ∭𝜌𝐵⃗ 𝑑∀

𝑉𝐶

+ ∮𝑇⃗ 𝑑𝐴

𝑆𝐶

=
𝜕

𝜕𝑡
∭𝜌𝑣 𝑑∀

𝑉𝐶

+ ∮𝜌𝑣 (𝑣 · 𝑛⃗ )𝑑𝐴

𝑆𝐶

 (1-7) 

 

La velocidad del fluido en la entrada y salida no es necesariamente uniforme, dado que el perfil de 

velocidad puede ser laminar o turbulento. Por lo tanto, se utiliza un factor de corrección (𝛽) para 

la aproximación del perfil, considerando el flujo másico (𝑚̇) y la velocidad promedio (𝑣 𝑝𝑟𝑜𝑚). La 

ecuación (1-8) representa el ajuste realizado a la integral de superficie de la Ecuación (1-7). 

 

∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 =
𝜕

𝜕𝑡
∭𝜌𝑣 𝑑∀

𝑉𝐶

+ ∑𝛽𝑚̇𝑣 𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑠𝑎𝑙

− ∑𝛽𝑚̇𝑣 𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑒𝑛𝑡

 (1-8) 

 

Para la aproximación de la expresión de la Ecuación (1-8) en el cálculo de la cabeza hidráulica de 

turbo máquinas, se hacen las siguientes consideraciones: 

• El flujo es unidimensional. Los vectores de corriente son paralelos y de igual magnitud. Para 

que lo anterior sea aplicado, el flujo debe ser uniforme, por lo que  𝛽=1. 

• Régimen permanente. La cantidad de fluido es la misma en la entrada y salida del VC, 

siendo aplicable la ecuación de continuidad en fluidos. 
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• Las propiedades del fluido se conservan. La integración del cambio en el tiempo del VC es 

cero. 

• Flujo ideal. No hay pérdidas por fricción o viscosidad. 

• Flujo irrotacional. El fluido o su centro de masa no está girando sobre un eje.  

 

Con base en las consideraciones anteriores, la Ecuación (1-9) presenta la expresión matemática 

resultante. 

 

∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 = ∑𝑚̇𝑣 𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑠𝑎𝑙

− ∑𝑚̇𝑣 𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑒𝑛𝑡

 (1-9) 

 

La velocidad absoluta (𝐶 ), representada en el triángulo de velocidades de la Figura 1-8, tiene tres 

componentes espaciales, denominadas como: 

• Velocidad absoluta tangencial (𝐶 𝑡𝑎𝑛). Es tangente al barrido del álabe. 

• Velocidad absoluta radial (𝐶 𝑟𝑎𝑑). Es perpendicular al eje del rotor de la turbo máquina. 

• Velocidad absoluta axial (𝐶 𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙). Es paralela al eje del rotor. 

 

La Figura 1-10 muestra la representación vectorial de la velocidad absoluta (𝐶 ) en el volumen de 

control de una sección del impulsor, para un punto en particular de la trayectoria del fluido en la 

línea de corriente (𝐴). Para el cálculo de la cabeza hidráulica, la magnitud de las componentes de 

velocidad radial y axial son despreciables, debido al diseño del impulsor radial. Además, la 

existencia de componentes mecánicos externos en las turbo máquinas hace que ambas 

componentes se contrarresten. 
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Figura 1-10: representación de la velocidad absoluta en el volumen de control de un álabe. 

 

 

 

Teniendo en cuenta las consideraciones previas, 𝐶 𝑡𝑎𝑛 es paralela a la velocidad periférica que 

induce el rotor en un punto del álabe, de la componente tangencial de la velocidad absoluta, o 

bien, 𝐶𝑇𝑎𝑛 = 𝐶𝑢1
.  Con base en lo expuesto, la Figura 1-11 muestra los vectores resultantes que 

forma el triángulo de velocidades en la partícula de fluido. 

 

Figura 1-11: velocidad tangencial representada en el triángulo de velocidades.  

 

 

 

La Figura 1-12 presenta las componentes vectoriales del momento de fuerza ejercido en el VC de 

un álabe del impulsor, donde las fuerzas externas (𝐹 𝐸𝑥𝑡), en un punto radial (𝑟 ), que actúan en el 

sistema son tangentes al barrido del rotor. 

 

  



24 Mejora de la eficiencia hidráulica de una bomba centrífuga operada como turbina 

utilizando métodos de optimización 

 

Figura 1-12: representación vectorial del momento de fuerza ejercido por el rotor en un álabe. 

 

 

 

Con base en la Ecuación (1-9), la velocidad promedio es equivalente a la componente tangencial de 

la velocidad absoluta, es decir, 𝑣 𝑝𝑟𝑜𝑚 = 𝐶 𝑢, debido que el flujo es permanente. La Ecuación (1-10) 

muestra la relación del momento de fuerza con la sumatoria de fuerzas externas en dos puntos 

comparativos. 

 

𝑟 × 𝐹 𝑒𝑥𝑡 = 𝑚̇(𝑟 2 × 𝐶 𝑢2
− 𝑟 1 × 𝐶 𝑢1

) (1-10) 

 

Dado que en la Ecuación (1-10), los vectores 𝑟  y 𝐶 𝑢 son perpendiculares, el producto vectorial es 

equivalente al producto del módulo. La Ecuación (1-11) muestra la expresión resultante del 

momento de fuerza del impulsor (𝑀) hacia el fluido que atraviesa el VC con un caudal determinado 

(𝑄). 

 

𝑀 = 𝜌𝑄(𝑟2𝐶𝑢2
− 𝑟1𝐶𝑢1

) (1-11) 

 

La potencia generada en el impulsor (𝑃) se obtiene al relacionar el momento y la velocidad angular, 

es decir, 𝑃 = 𝑀𝜔. La Ecuación (1-12) presenta la ecuación de potencia, considerando que 𝑈 = 𝑟𝜔. 

La energía específica intercambiada en el rodete (𝑌𝑢∞) se muestra en la Ecuación (1-13), donde 

esta se relaciona con las componentes tangenciales de la potencia. La energía específica tiene el 

símbolo de infinito (∞), debido que se considera que la energía intercambiada es constante. Por lo 

tanto, se considera un modelo con un impulsor de infinita cantidad de álabes [49]. 
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𝑃 = 𝜌𝑄(𝑈2𝐶𝑢2
− 𝑈1𝐶𝑢1

) (1-12) 

𝑌𝑢∞ = 𝑈2𝐶𝑢2
− 𝑈1𝐶𝑢1

 (1-13) 

 

La Ecuación (1-14) representa la expresión general de la cabeza hidráulica generada por el impulsor 

(𝐻𝑢∞), al considerar la relación entre la energía específica intercambiada por el rodete y la 

gravedad. Esta expresión también se conoce como la ecuación de Euler para turbo máquinas. 

 

𝐻𝑢∞ =
1

𝑔
(𝑈2𝐶𝑢2

− 𝑈1𝐶𝑢1
) (1-14) 

 

Finalmente, los impulsores de las bombas centrífugas son fabricados para que el flujo ingrese al 

impulsor con un ángulo cercano a 90° [57]. Esta modificación busca reducir la velocidad absoluta, 

disminuir la baja presión en la entrada del rodete, aumentar la capacidad de aspiración y reducir el 

riesgo de cavitación. La Figura 1-13 muestra la representación del triángulo de velocidades con la 

modificación mencionada. Como consecuencia, la velocidad tangencial de la componente absoluta 

es cero. La Ecuación (1-15) muestra la ecuación de Euler resultante. 

 

𝐻𝑢∞ =
1

𝑔
(𝑈2𝐶𝑢2

) (1-15) 

 

Figura 1-13: vectores de velocidad en la entrada del álabe.  

 

 

 

De acuerdo con lo mencionado en la sección 1.1.8, la operación en modo turbina es equivalente, 

con la diferencia que los vectores se posicionan en la dirección opuesta. 
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1.1.10  Validación de la ecuación de Euler para turbo máquinas 
 

La Ecuación de Euler para turbo máquinas descrita en la sección anterior, tuvo las siguientes 

consideraciones: 

 

• Flujo unidimensional.  

• Régimen permanente.  

• Las propiedades del fluido se conservan.  

• Flujo ideal.  

• Flujo irrotacional. 

• La energía intercambiada es constante. 

• Flujo de salida con ángulo de 90° (modo turbina). 

 

Al observar la Ecuación (1-15), se detalla que el comportamiento es lineal y depende del 

incremento del producto de la velocidad tangencial (𝑈2) y la componente tangencial de la velocidad 

absoluta (𝐶𝑢2
) en la entrada del impulsor. Mediante la ecuación de Euler, la transferencia de 

energía ideal entre el fluido y el impulsor no es alcanzada, debido que se presentan pérdidas por 

fricción, choques y recirculación, lo que implica que la curva práctica presenta modificaciones. A 

continuación, con base en las anotaciones de los autores Chapallaz et al. [37] se detallan las 

pérdidas. 

 

• Pérdidas por recirculación. También conocidas como pérdidas volumétricas. Hacen 

referencia a la cantidad de flujo que no contribuye con la transformación de energía. Este 

flujo circula a través del espacio entre el impulsor y la voluta, mediante la cámara superior 

e inferior. Para compensar el efecto de recirculación, es necesario que ingrese un mayor 

caudal en la turbo máquina, razón por la que el flujo del BEP incrementa. La Figura 1-14, 

adaptada de una investigación llevada a cabo por Derakshan et al. [58], muestra el 

esquema de recirculación de los vectores de flujo en PAT. En el corte transversal del 

impulsor y la voluta, se aprecia el espacio que existe entre ambos componentes, donde se 
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localizan los vectores de flujo. Una proporción de vectores se dirige a la región del impulsor, 

mientras que una cantidad inferior recircula en las cámaras superior e inferior. 

 

Figura 1-14: Esquema de recirculación de los vectores de flujo en PAT. 
 

 

 

• Pérdidas por fricción. Este tipo de pérdidas es causado por el fluido y componentes 

mecánicos. El flujo experimenta fricción en las paredes, debido a la viscosidad. De igual 

forma, cuando el flujo no es uniforme, la rugosidad del material contribuye a la disminución 

de la velocidad en regiones cercanas a las paredes. Por otra parte, los rodamientos y sellos 

mecánicos generan pérdidas por el constante movimiento, mientras que las juntas y 

conexiones de la tubería que se acoplan con la voluta proporcionan fricción al momento 

que el fluido entra en contacto con la turbo máquina. Este tipo de pérdidas aumenta con 

el incremento del caudal. 

 

Perdidas por choque. Se relaciona con el cambio abrupto de dirección del flujo. Cuando el agua 

ingresa al impulsor, el fluido experimenta un cambio de dirección brusca, que genera turbulencia 

y proporciona pérdidas hidráulicas. Este tipo de pérdida es relativamente baja cuando la PAT 

trabaja en condiciones del BEP. La Figura 1-15 muestra un ejemplo del esquema de un vórtice 

formado entre dos álabes al interior del impulsor de PAT, por efecto del cambio de dirección del 

fluido entre el lado de mayor presión de un álabe y el lado de menor presión del álabe próximo. 
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Figura 1-15: Esquema de vórtice formado al interior del impulsor de PAT. 
 

 

 

La Figura 1-16 presenta la gráfica que muestra las pérdidas hidráulicas respecto a la comparación 

entre la curva ideal de Euler y la práctica. Se puede observar que la curva práctica tiene un 

comportamiento creciente debido a suma de las pérdidas por choque y fricción, mientras que la 

curva ideal de Euler, la cual no considera pérdidas, mantiene un comportamiento lineal y se sitúa 

por debajo de la curva práctica. Adicionalmente, se puede observar un desplazamiento en el BEP 

al considerar las pérdidas totales y el caudal de recirculación. 
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Figura 1-16: Curva ideal de Euler y práctica, junto con las pérdidas hidráulicas. 
 

 

 

En términos generales, de acuerdo con los autores Carravetta et al. [48], se tiene lo siguiente:  

 

• Las pérdidas por recirculación son mayores cuando la turbo máquina opera en modo 

turbina. 

• Las pérdidas en la voluta son menores en modo turbina. 

• Las pérdidas por fricción son similares en ambos modos de operación. 

• Las pérdidas por choque son considerablemente mayores al trabajar en condiciones de 

carga parcial, sobrecarga y velocidades angulares inferiores a las de diseño de la PAT. 

 

Finalmente, la ecuación de Euler para turbo máquinas tiene las siguientes limitaciones: 

 

• No considera el flujo de recirculación entre el impulsor y la voluta. 

• Al despreciarse las pérdidas por fricción, no considera la rugosidad del material de 

fabricación del impulsor y la voluta y la viscosidad del fluido es nula. 

• No tiene en cuenta la formación de vórtices, por lo que se asume un flujo sin turbulencia. 

• No considera la existencia de álabes. 
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1.2 Estado del arte 

 

En esta sección se presentaron los estudios e investigaciones desarrollados en el campo de PAT, 

separadas en seis secciones. Inicialmente, en el análisis numérico y experimental se describieron 

estudios que reconstruyeron la curva característica de la PAT, junto con el error relativo obtenido 

respecto a datos experimentales. Seguidamente, el cálculo de parámetros en el punto de mayor 

eficiencia evidenció el error relativo de seis investigaciones publicadas desde el año 2.016, donde 

analizaron la cabeza, eficiencia y potencia. Posteriormente, los estudios de correlaciones 

matemáticas reportaron ecuaciones matemáticas para la predicción de la velocidad específica y 

condiciones de operación de PAT, con base en experimentos y revisiones. Luego, se consultaron las 

modificaciones geométricas y de operación en el impulsor de PAT, evidenciando los parámetros 

más relevantes que aporten en el incremento de la eficiencia hidráulica. Más adelante, se registró 

la información sobre optimización en PAT, encontrando un total de nueve estudios en los que se 

utilizó la eficiencia como punto de comparación. Finalmente, se detallan artículos sobre las 

pérdidas hidráulicas, exponiendo la cantidad de energía disipada por los componentes 

constructivos de la turbo máquina.  

 

1.2.1 Análisis numérico y experimental 

 

Con base en los Tipos de impulsores radiales, los estudios numéricos y experimentales se enfocaron 

en PAT con impulsor radial, debido que aportaron mayor cantidad de investigación publicada en la 

literatura. Según una revisión llevada a cabo por Plua et al. [41], el 80 % de las simulaciones 

numéricas fueron realizadas en el software ANSYS, mientras que los programas que preceden son 

FloEFD y OpenFoam con un 6 % de uso. Por otra parte, el 58 % de los investigadores utilizaron el 

modelo de turbulencia k-𝜀, seguido del modelo k-𝜔-SST con un 27 % de aplicación. Seguidamente, 

el 49 % de los estudios utilizaron mallas estructuradas en los dominios computacionales, mientras 

que el 22 % fueron mallas no estructuradas. 

 

Los análisis numéricos se han realizado para reconstruir la curva característica en modo bomba, 

con el fin de validar los resultados respecto a la información que otorga el fabricante. Por otra 
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parte, las condiciones de operación en modo turbina se han validado de forma numérica, 

experimental y fluido dinámica. Barbarelli et al. [38] evaluaron 12 bombas en ambos modos de 

operación, obteniendo la curva característica experimental y correlaciones numéricas para 

investigaciones posteriores. Fernándes et al. [59] validaron la curva característica con datos 

experimentales, utilizando cinco caudales diferentes del BEP. Obtuvieron un error relativo máximo 

del 9 %. Yang et al. [60] realizaron la validación de la curva característica con la adición de relaciones 

empíricas consultadas de otros estudios, con un error menor a 3,33 %. Otras validaciones 

encontradas en la literatura han obtenido errores relativos de 12 % [61], 5-10 % [62] y 4 % [63], 

respecto a la eficiencia hidráulica. 

 

Por otra parte, el método de acople entre el impulsor y la voluta puede modificar el 

comportamiento de la turbo máquina. Algunos autores, como Derakhshan et al. [64] y Du et al. 

[65] han utilizado el acople presentado en la Figura 1-17 en las simulaciones CFD. En la imagen se 

expone en (a) el modelo genérico base de una PAT radial de una etapa, destacando la cámara 

superior e inferior y la recirculación del fluido. Este flujo de recirculación tiene como función que 

haya lubricación entre el impulsor y la voluta, además de extraer el calor por la fricción y disipación 

de energía. Con base en lo anterior, los estudios citados en la presente sección no analizaron el 

efecto en la inclusión de ambas cámaras, debido que no fue el centro de análisis. Por otra parte, se 

puede detallar que, el modelo simplificado en (b), se acopla al impulsor y la voluta de tal forma que 

los vectores de flujo interactúen en la interfaz, transmitiendo información entre ambos dominios. 

Sin embargo, de acuerdo con el estudio citado de Derakhshan et al., al no incluir ambas cámaras, 

obtuvieron un error máximo del 15,1 % en la eficiencia y 23,3 % en el coeficiente de cabeza, para 

condiciones de carga parcial. Otro estudio adicional llevado a cabo por Yang et al. [66] obtuvieron 

un error del 14,52 % en la eficiencia y 1,20 % en la cabeza hidráulica. 
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Figura 1-17: interacción voluta impulsor. 

 

 

 

1.2.2 Cálculo de parámetros en el punto de mayor eficiencia 

 

Se encontraron seis estudios en la literatura, que evidenciaron el cálculo teórico de las condiciones 

de operación de PAT, con base en el triángulo de velocidades (ver sección 1.1.8) y estudios previos. 

En las investigaciones consultadas, se detalló lo siguiente: 

 

• Barbarelli et al. [67] desarrollaron un modelo para calcular la curva característica de PAT, 

empleando el triángulo de velocidades y considerando pérdidas hidráulicas. No obstante, 

los autores no buscaron mejorar la eficiencia hidráulica, ni la modificación de parámetros 

geométricos de la turbo máquina. 

• Tan & Engeda [68] llevaron a cabo la predicción de la curva característica de cuatro 

ejemplares de PAT, mediante consideraciones matemáticas de estudios previos, 

considerando la velocidad específica y el diámetro del impulsor. Aunque los autores 

obtuvieron un error máximo de 4,23 % en la eficiencia hidráulica, no consideraron 

parámetros geométricos diferentes al diámetro del impulsor. 

• Huang et al. [54] realizaron la estimación de las condiciones de operación de PAT, 

considerando el triángulo de velocidades. Si bien, los investigadores obtuvieron un error 

de 4,43 % en el cálculo de la eficiencia, estos se enfocaron solo en calcular la cabeza y el 

caudal de la PAT.  
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• Fontanella et al. [69] estudiaron el desarrollo de un modelo que permitiera calcular el 

rendimiento de una PAT, obteniendo un error de 4,48 %. Sin embargo, los autores no 

consideraron los efectos producidos por la geometría del impulsor y su incidencia en la 

mejora de la eficiencia hidráulica. 

• Penagos et al. [39] investigaron el cálculo de las condiciones de operación de PAT, 

mediante los datos extraídos del catálogo del fabricante de la bomba. Aunque obtuvieron 

un error de 9,95 % en la cabeza, solo tuvieron en cuenta las condiciones de operación en 

modo bomba y expresiones relacionadas con la velocidad específica en modo turbina. 

• Barbarelli et al. [35] modelaron matemáticamente los parámetros geométricos de la PAT 

en el impulsor y la voluta, con base en expresiones teóricas y tendencias matemáticas. Por 

otra parte, la investigación no tuvo un enfoque en el rendimiento de la PAT, donde solo 

hubo énfasis en calcular los parámetros geométricos y comparar el error obtenido respecto 

a la cabeza y caudal. 

 

La Tabla 1-5 muestra el error relativo máximo obtenido por los autores, respecto al cálculo de las 

condiciones de operación en el BEP. De los estudios reportados, el error máximo en la cabeza 

hidráulica fue 21,36 %, mientras que el caudal fue de 14,37 %. Finalmente, el error relativo máximo 

reportado en la eficiencia fue de 4,48 %. 

 

Tabla 1-5: errores obtenidos en el cálculo teórico de los parámetros en el BEP. 

 

Año 
Error relativo cabeza 

hidráulica (%) 

Error relativo 

caudal (%) 

Error relativo 

eficiencia (%) 
Autor 

2016 21,36 14,37 - [67] 

2016 7,78 9,95 4,23 [68] 

2017 4,76 1,60 4,43 [54] 

2020 1,03 0,48 4,48 [69] 

2021 9,95 - - [39] 

2022 5,00 3,70 - [35] 
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Por otra parte, el error relativo aceptado por la literatura para el cálculo de la cabeza hidráulica es 

del 20 %, respecto a lo reportado por algunos autores [40], [70], [71], [72]. 

 

1.2.3 Correlaciones matemáticas  

 

Por medio de datos experimentales, se ha evidenciado correlaciones de la velocidad específica en 

modo bomba y turbina, para predecir las condiciones de operación en PAT. La Tabla 1-6  resume la 

información encontrada en la literatura para la estimación de la correlación  𝑵𝒔𝒑 − 𝑵𝒔𝒕 en rangos 

de 𝑵𝒔𝒑 desde 5,0 hasta 80, mediante la cantidad de PAT en pruebas experimentales y estudios de 

la literatura.  

 

Tabla 1-6: correlaciones para la predicción del Nsp - Nst 

 

Año Correlación 𝑁𝑠𝑝 - 𝑁𝑠𝑡  Rango 𝑁𝑠𝑝 Evaluación Autor 

2019 1,1048𝑁𝑠𝑡  5,0 – 80,0 59 estudios [73] 

2018 0,9867𝑁𝑠𝑡+5,2818 9,0 – 64,0 27 experimentos [40] 

2017 1,0826𝑁𝑠𝑡+2,6588 9,0 – 80,0 27 estudios [74] 

2016 1,3297𝑁𝑠𝑡-0,0883 30,7 – 80,0 4 experimentos [68] 

2012 1,1250𝑁𝑠𝑡+1,7300 5,0 – 80,0 55 estudios [60] 

2010 1,0638𝑁𝑠𝑡+3,3191 14,6 – 79,1 9 experimentos, 4 estudios [75] 

2008 03705𝑁𝑠𝑡+5,0830 14,6 – 55,6 4 experimentos, 7 estudios [76] 

 

1.2.4 Modificaciones geométricas en impulsores radiales 
 

En la literatura se consultaron 22 estudios en los que se analizaron modificaciones geométricas y 

operativas en impulsores radiales de una etapa. El objetivo de la consulta fue analizar el 

comportamiento de la eficiencia hidráulica en el BEP para conocer el incremento o disminución 

respecto a los rangos modificados por los autores. La Figura 1-18 expone el esquema de 

modificación geométrica realizada por los autores, donde se visualiza específicamente la zona del 
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impulsor modificada. Además, se encontraron dos tipos de disposición de los álabes: curvados 

hacia atrás, con 15 estudios, y curvados hacia adelante, con cinco. En adición, se encontraron dos 

estudios en los que se compararon ambas curvaturas. 
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Figura 1-18: modificaciones geométricas realizadas en el impulsor de una PAT. 
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La Tabla 1-7 presenta la comparación de cada parámetro geométrico modificado del impulsor en 

PAT. Se detalla: el parámetro modificado, referenciando entre paréntesis la imagen de la Figura 

1-18; el método utilizado, sea numérico (N) o experimental (E); la eficiencia base; la eficiencia 

mejorada de cada parámetro analizado; la mejora relativa, que muestra el incremento de la 

eficiencia al tomar como referencia la eficiencia del parámetro base. 

 

Tabla 1-7: comparación de cada parámetro geométrico modificado del impulsor en PAT. 

 

Modificación Ref. 

Método Parámetro base Parámetro mejorado Mejora 

relativa 

(%) 
N E Detalle 

Eficiencia 

(%) 
Detalle 

Eficiencia 

(%) 

Álabe curvado hacia atrás (a) 

Redondeo del 

borde de 

ataque y de la 

carcasa 

superior e 

inferior  

(b, c) 

[77]  X 
Sin 

redondeo 
72,50 

Con 

redondeo 
76,50 5,52 

[78]  X 
Sin 

redondeo 
66,40 

Con 

redondeo 
71,10 7,08 

[79] X  - - - - - 

[80]  X 
Sin 

redondeo 
70,23 

Sin 

redondeo 
71,79 2,22 

[81] X  
Sin 

redondeo 
75,33 

Sin 

redondeo 
75,77 0,58 

Ángulo de 

envolvimiento 

(d) 

[82] X  
90 °, ns 

34,44 
80,81 

80 °, ns 

34,44 
81,33 0,64 

[83] X  90 ° 67,29 130 ° 67,73 0,65 

[65] X  120 ° 12,90 -60 ° 16,00 24,03 

Álabes guía 

(e) 
[84] X  

Sin álabes 

guía 
65,77 

Con 

álabes 

guía 

69,19 5,20 
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Modificación Ref. 

Método Parámetro base Parámetro mejorado Mejora 

relativa 

(%) 
N E Detalle 

Eficiencia 

(%) 
Detalle 

Eficiencia 

(%) 

[85]  X 
Sin álabes 

guía 
71,10 

Con 

álabes 

guía 

73,24 3,01 

Diámetro del 

impulsor 

(f) 

[83] X  215 mm 65,98 255 mm 68,15 3,29 

[79] X  - - - - - 

Número de 

álabes 

(g) 

[66] X  6 álabes 63,50 8 álabes 64,99 2,35 

[86] X  8 álabes 75,57 7 álabes 76,24 0,89 

Velocidad 

rotacional 

(parámetro 

operativo) 

[79] X  - - - - - 

[87]  X 
1500 rpm, 

ns 41,0 
61,10 

3005 rpm, 

ns 41,0 
69,20 13,26 

Ancho de 

entrada 

(h) 

[83] X  11 mm 61,86 13 mm 63,13 2,05 

Ángulo de 

entrada 

(i) 

[83] X  25 ° 67,64 30 ° 67,94 0,44 

Espesor del 

álabe 

(j) 

[88] X  6 mm 80,72 2 mm 81,91 1,47 

Álabe curvado hacia adelante (k) 

Diámetro del 

impulsor 

(l) 

[89] X  235 mm 70,50 255 mm 72,84 3,32 
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Modificación Ref. 

Método Parámetro base Parámetro mejorado Mejora 

relativa 

(%) 
N E Detalle 

Eficiencia 

(%) 
Detalle 

Eficiencia 

(%) 

Ángulo de 

envolvimiento 

(m) 

[90] X  20 ° 64,86 65 ° 69,62 7,34 

Álabes 

intermedios 

(n) 

[91] X  
Sin álabes 

guía 
70,76 

Con 

álabes 

guía 

71,66 1,27 

Ángulo de 

entrada 

(o) 

[92] X  71 ° 70,31 111 ° 70,85 0,77 

Ángulo de 

salida 

(p) 

[93] X  43,8 ° 69,68 27 ° 71,30 2,32 

Comparación 

curvaturas 

[94]  X 
Hacia 

atrás 
59,98 

Hacia 

adelante 
67,91 13,22 

[95] X  
Hacia 

atrás 
67,82 

Hacia 

adelante 
72,44 6,81 

 

Para los estudios reportados en la Tabla 1-7, los investigadores realizaron modificaciones en rangos 

delimitados. Para el caso de la eficiencia, objeto de la presente investigación, se obtuvo las 

siguientes tendencias: 

• Redondeo del borde de ataque y de la carcasa superior e inferior (b, c): hay aumento de la 

eficiencia. 

• Ángulo de envolvimiento (d, m): hay un máximo intermedio. Es preferible considerar 

valores altos. 

• Álabes guía (e): adicionar álabes guía incrementa la eficiencia. 
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• Diámetro del impulsor (f, l): mayor diámetro del impulsor, mayor eficiencia. 

• Número de álabes (g): hay un máximo intermedio. Es preferible considerar mayor cantidad 

de álabes. 

• Ancho de entrada (h): hay un máximo intermedio. Es preferible considerar anchos 

superiores. 

• Ángulo de entrada (i, o): hay un máximo intermedio. Es preferible considerar valores 

superiores, aunque este parámetro no demostró un aumento significativo en la eficiencia 

• Espesor del álabe (j): menor espesor, mayor eficiencia, aunque este efecto es notable para 

velocidades específicas altas. 

• Álabes intermedios (n): adicionar álabes guía incrementa la eficiencia, para el caso del 

álabe curvado hacia adelante. 

• Ángulo de salida (p): menor ángulo de salida aumenta la eficiencia, para el caso del álabe 

curvado hacia adelante. 

• Curvatura del álabe (a y k): es más eficiente un impulsor con álabes curvados hacia 

adelante que el impulsor con álabes curvados hacia atrás. 

 

1.2.5 Optimización  

 

En la literatura se encontraron nueve estudios que representaron el uso de herramientas de 

optimización en turbo máquinas aplicadas en PAT. La optimización ha demostrado mejora de la 

eficiencia, destacando su utilidad en la predicción de un impulsor mejorado. La Figura 1-19 expone 

las modificaciones realizadas en el impulsor, mediante la aplicación de algoritmos de optimización.  
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Figura 1-19: detalle de los impulsores mejorados mediante algoritmos de optimización. 

 

 

 

Con base en las modificaciones expuestas en la Figura 1-19, la Tabla 1-8 resume la información 

recopilada de la aplicación de algoritmos de optimización utilizados en PAT, donde se detalla la 

eficiencia inicial, final, mejora y el método de validación. Los documentos consultados datan del 

año 2015 y están listados en orden cronológico. La mejora se utilizó para comparar de forma 

porcentual el incremento de la eficiencia, respecto al valor inicial. En total, se encontraron nueve 

algoritmos de optimización aplicados en PAT. La nomenclatura de las variables de estudio son las 

siguientes: radio de salida del impulsor (𝑟2), ángulo de entrada (𝛽1) y salida del álabe (𝛽2), ancho 
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de salida del alabe (𝑏2), número de álabes (𝑧) y ángulo de envolvimiento (𝜑), exclusivamente 

utilizada por los estudios citados. En la sección 2.1 se abordaron con más detalle los parámetros 

geométricos. La definición de los algoritmos, junto con la cantidad de estudios encontrados en la 

literatura, se presenta a continuación:  

 

• ANN: artificial neural network (1).  

• BP: back propagation neural network (3).  

• GA: genetic algorithm (3).  

• MOGA: Multi-objective genetic algorithm (1). 

• NSGA-II: Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (2).  

• PBGA: Pareto-based genetic algorithm (1). 

• PSO: particle swarm optimization (1).  

• RBF: Radial Basis Function (1).  

• SVM-HDMR: support vector machine and high-dimensional model representation (2). 

 

Tabla 1-8: algoritmos de optimización aplicados en PAT. 

 

Año 
Ref. / Figura 

1-19 
Algoritmo 

Eficiencia 

inicial (%) 

Eficiencia 

final (%) 

Mejora 

relativa 

(%) 

Método 

N E 

2015 [96] / (a) BP, GA 62,87 65,78 4,63 X  

2020 [55] / (b) PBGA 75,42 80,20 6,34 X  

2020 [97] / (c) BP, GA. 62,87 65,15 3,62 X  

2020 [98] / (d) ANN 73,91 83,58 13,08 X  

2020 [99] / (e) BP, GA, NSGA-II 62,87 64,58 2,72 X  

2021 [100] / (f) RBF, NSGA-II 77,60 82,75 6,64 X  

2021 [101] / (g) SVM-HDMR, PSO 56,69 61,50 8,49* X X 

2021 [102] / (h) SVM-HDMR 77,16 80,52 4,35* X X 

2022 [103] / (i) MOGA 92,00 92,46 0,50 X  
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Los algoritmos más utilizados son el BP y GA, con tres artículos de aplicación cada uno, seguido del 

NSGA-II y SVM-HDMR, con dos estudios. El mayor incremento relativo se evidenció al aplicar el 

algoritmo ANN, siendo del 13,08 %. En contraste, el algoritmo MOGA reportó el menor incremento 

relativo, de 0,5 %. Sin embargo, la eficiencia resultante, superó el 92 %. Para los estudios marcados 

con asterisco (*), se tuvo lo siguiente: el estudio realizado por Jiang et al. [101], los autores solo 

reportaron en detalle el incremento de la eficiencia respecto a la simulación. Sin embargo, 

reportaron un incremento de 5,49 % para la parte experimental. En la misma línea, Jiang et al. [102] 

reportaron incremento de 3,4 % en la eficiencia para la parte experimental. Por tanto, los valores 

registrados en la Tabla 1-8 corresponden a valores de simulación.  

 

Aunque las mejoras realizadas en el impulsor, expuestas en la Figura 1-19, mostraron aumento de 

la eficiencia desde 0,50 % hasta 13,08 %, se tuvieron las siguientes observaciones: 

 

• Los estudios llevados a cabo por Sen-chun et al. [96] (en a), Sen-chun et al. [99] (en e), Jiang 

et al. [101] (en g), Jiang et al. [102] (en h) y Qin et al. [103] (en i), no tuvieron en cuenta el 

triángulo de velocidades y las expresiones para el cálculo teórico de la condición de 

operación de la PAT. Adicionalmente, no realizaron la comparación con otros algoritmos 

de optimización. Por otro lado, los autores requirieron mayor cantidad de simulaciones, 

debido que la geometría analizada no la obtuvieron mediante el modelado de una 

expresión matemática. Los investigadores realizaron la modificación de la trayectoria e 

inclinación del álabe mediante la respuesta obtenida por el algoritmo, comparando el 

impulsor original y optimizado. 

• Las investigaciones llevadas a cabo por Wang et al. [55] (en b), Sen-chun et al. [97] (en c), 

Xu et al. [98] (en d), Ji et al. [100] (en f) y nuevamente Qin et al. [103] (en i) no consideraron 

condiciones técnico operativas. Se encontró lo siguiente: el ancho de salida y el borde de 

ataque del álabe fue superior al permisible por la voluta, por lo que se requeriría modificar 

estructuralmente el componente. 

• Criterios como el tiempo de cómputo, desviación estándar y comparación entre distintas 

técnicas de optimización no fueron reportados en los estudios citados. Por lo anterior, no 

fue posible comparar los algoritmos investigados respecto a los parámetros geométricos 

modificados y su rendimiento en el proceso de la entrega de la variable de respuesta. 
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Por otra parte, se ha optimizado la construcción de la curva característica de PAT mediante datos 

experimentales, como lo hecho por Xu et al. [98] y Rossi et al. [104] donde utilizaron las redes 

neuronales para estimar el BEP en modo turbina, basado en datos obtenidos de curvas 

características experimentales; Huang et al. [105] emplearon modelos teóricos de pérdidas y redes 

neuronales para predecir el BEP en modo turbina, validando con un montaje experimental. 

 

1.2.6 Pérdidas hidráulicas  

 

En la literatura, se ha evidenciado que el impulsor juega un papel fundamental en las pérdidas de 

flujo y la inestabilidad [106], así como el rendimiento hidráulico [107], [108]. El impulsor es el 

componente encargado de convertir la energía del fluido: el flujo entrante sufre una 

transformación de energía de flujo o presión a energía cinética. La conversión energética de la 

turbo máquina sufre pérdidas de energía a medida que el fluido circula por el sistema. Un estudio 

realizado por Rawal et al. [109] en PAT, evidenció que el impulsor, junto con la tubería de salida, 

son los elementos en los que se presentan mayores pérdidas de energía. Con el fin de observar la 

tendencia de las pérdidas, la Figura 1-20 presenta tres curvas que relacionan pérdidas en el 

impulsor, tubería de salida y la voluta, respecto a la relación de caudal en el BEP.  Se detalla que las 

pérdidas en el impulsor representan la mayor magnitud y tiende a crecer a medida que el caudal 

aumenta, al igual que las pérdidas en la tubería de salida. Por otra parte, la voluta representó la 

menor proporción, donde las pérdidas decrecen a medida que el caudal aumenta.  
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Figura 1-20: pérdidas hidráulicas respecto a la relación de caudal. Adaptado de [109]. 

 

 

 

Otro estudio realizado por Yang et al. [82], reportaron que el impulsor obtuvo desde 51,82 % hasta 

74,21 % de incidencia en las pérdidas hidráulicas para tres PAT evaluadas, mientras que la voluta 

sólo intervino hasta un 25,75 %. Miao et al. [96] realizaron un estudio de optimización, donde 

registraron que las perdidas hidráulicas de un impulsor de PAT son cercanas a 15 m, mientras que 

la voluta estuvo alrededor de 5 m. Finalmente, un estudio realizado por Yu et al. [110] expone en 

un caso estudio la generación de entropía de los componentes de la PAT, mostrando que el 

impulsor genera entropía a una tasa hasta seis veces superior en comparación con la voluta y la 

tubería de entrada y salida. Con base en el anterior análisis, el diseño del impulsor presenta la 

mayor oportunidad de mejora para aumentar el rendimiento de la turbo máquina.  



 

 
 

2.  Metodología 

 

La Figura 2-1 muestra un diagrama de flujo que describe el conjunto de actividades de la presente 

investigación. Se inició con la caracterización de la geometría del impulsor, donde se seleccionaron 

los parámetros geométricos del impulsor de PAT. Posteriormente, se desarrolló el modelo analítico 

del impulsor de la PAT, mediante el análisis expuesto en los Principios físicos del cálculo de la cabeza 

hidráulica, con el fin de obtener una función matemática que permitiera predecir la cabeza 

hidráulica en el BEP. Las funciones obtenidas se evaluaron con parámetros geométricos de PAT 

encontradas en la literatura, con el fin de identificar la función para optimizar. Por consiguiente, se 

desarrolló la estrategia de solución del mejor modelo analítico, mediante tres algoritmos de 

optimización. Luego, al obtener los resultados de cabeza hidráulica, junto con el error relativo, 

tiempo de ejecución y desviación estándar de los algoritmos, se determinó los parámetros 

geométricos resultantes por los algoritmos de optimización que permitieron mejorar la eficiencia 

de la turbomáquina. Finalmente, se validó de forma numérica y CFD la eficiencia hidráulica y el 

comportamiento fluido dinámico. Al lograrse la mejora en la eficiencia hidráulica, se daba por 

terminada la investigación. El procedimiento descrito se validó respecto a una PAT consultada en 

la literatura. 

 

Figura 2-1: diagrama de flujo de la presente investigación. 
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2.1 Caracterización del perfil hidráulico 

 

Este estudio se enfocó en un impulsor radial cerrado, de una etapa. La selección del tipo de 

impulsor se justificó mediante la tendencia en el estudio en el campo de las PAT y su aplicabilidad 

para la generación hidroeléctrica (ver sección 1.1.6). El impulsor de flujo radial posee una 

geometría compleja, debido a la trayectoria angular que adquieren los álabes. Los parámetros 

geométricos presentados en esta sección son adaptados del software de simulación fluido 

dinámica en turbo máquinas ANSYS [111] y un estudio de Lin et al. [112], donde realizaron la 

investigación teórica y experimental llevada a cabo en una PAT de flujo radial con impulsor cerrado, 

exponiendo gran variedad de parámetros. 

 

La Figura 2-2 expone la representación del perfil hidráulico del impulsor radial cerrado a partir de 

una la vista tridimensional. En (a), se observa la imagen real de un impulsor cerrado, donde se 

muestra la carcasa superior e inferior. Seguidamente, (b) presenta el modelo computacional del 

impulsor, sin la carcasa superior, donde se visualizan los álabes. Se puede verificar un contorno de 

líneas de colores variados que resaltan uno de los álabes. Finalmente, (c) presenta la vista del perfil 

hidráulico o vista meridional, donde las líneas resaltadas en color verde, morado, azul y rojo se 

posicionan en un plano bidimensional. Además, se muestra la dirección de flujo para ambos modos 

de operación de la turbo máquina, detallando que la nomenclatura difiere respecto al sentido del 

flujo. La representación del perfil hidráulico es necesaria, dado que es una simplificación 

geométrica de un plano tridimensional. 
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Figura 2-2: representación del perfil hidráulico a partir de la vista tridimensional del impulsor. 

 

 

 

Con base en los estudios expuestos en la sección 1.2.4, la Figura 2-3 representa los parámetros 

geométricos del impulsor en modo bomba, basado en la nomenclatura consultada en la sección 

del estado del arte. En (a) se visualiza la vista álabe-álabe, donde se muestran variables de longitud 

y ángulos justo en la entrada y salida del fluido en el álabe. Posteriormente, en (b) se observa el 

modelo computacional, similar al visto en la Figura 2-2 (b). Las partes visibles del modelo 

computacional es el ancho de entrada y salida del impulsor, además del ángulo de succión, que no 

puede ser visto en (a). Por consiguiente, en (c) se visualiza el perfil hidráulico, donde se comparten 

algunos parámetros en las vistas (a) y (b). En la Tabla 2-1 se registra la nomenclatura de los 11 

parámetros geométricos, con base en las vistas de la Figura 2-3. 
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Figura 2-3: representación de los parámetros geométricos del impulsor. 

 

 

 

Tabla 2-1: nomenclatura de parámetros geométricos del impulsor. 

 

Definición Símbolo Vista 

Ángulo de entrada del álabe 𝛽1 (a) 

Ángulo de salida del álabe  𝛽2 (a) 

Ángulo de envolvimiento del álabe 𝜑 (a) 

Espesor del álabe 𝛿 (a), (b) 

Radio de eje del impulsor 𝑟𝑠ℎ (a), (c) 

Radio de entrada del impulsor  𝑟1 (a), (c) 

Radio de salida del impulsor  𝑟2 (a), (c) 

Ancho de entrada del álabe 𝑏1 (b), (c) 

Ancho de salida del álabe 𝑏2 (b), (c) 

Ángulo de succión del álabe 𝜆 (b), (c) 

Número de álabes 𝑧 (a), (b), (c) 

 

Los parámetros geométricos expuestos son los datos genéricos que se reportan en diversos 

artículos de investigación. Por otra parte, se ha identificado parámetros adicionales, relacionados 

con la geometría del álabe respecto a la carcasa superior e inferior [113]. Sin embargo, dada la 
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carencia en el acceso a la información detallada y los artículos limitados que otorgan los 

parámetros, no fueron seleccionados como objeto de estudio de la presente investigación. 

 

Con el fin de obtener información del dimensionamiento del impulsor, se realizó la búsqueda de 

estudios en los que se expusieran parámetros geométricos característicos para PAT de flujo radial. 

Como criterio, se dio prioridad a la geometría del perfil hidráulico y se buscó parámetros 

adicionales que se reportaran con mayor frecuencia en los textos científicos. Como resultado, se 

seleccionaron 28 PAT de un total de 10 artículos. La Tabla 2-2 expone las condiciones de operación 

en el BEP de cada turbina consultada, donde la columna de PAT hace referencia a la nomenclatura 

dada en este estudio, ordenada según el año de publicación y la fuente estudiada. Por otra parte, 

la Tabla 2-3 se encuentran los parámetros geométricos obtenidos para cada una de las bombas 

investigadas en la Tabla 2-2, donde la nomenclatura utilizada se detalló en la Tabla 2-1. 

 

Tabla 2-2: condiciones de operación de las PAT consultadas. 

 

PAT Ref. 
BEP 

𝜔 (rpm) 𝐻 (m) 𝑄 (m³/h) 𝜂 (%) 𝑃 (kW) 𝑁𝑠𝑝 𝑁𝑠𝑡  

P01 [60] 1500 32,4 85,39 59,98 4,56 - - 

P02 [82] 1500 35,04 90,00 70,21 6,03 - 16,48 

P03 [82] 3000 41,71 120,00 81,33 11,08 - 34,44 

P04 [82] 3000 31,36 145,00 82,04 10,15 - 46,15 

P05 [96] 2900 72,2 27,5 62,87 3,4 13,10 - 

P06 [80] 1000 16,39 60,23 63,38 1,727 - 19,9 

P07 [80] 1000 10,92 57,89 70,59 1,216 - 24,6 

P08 [80] 1000 6,68 52,27 70,23 0,682 - 33,4 

P09 [80] 1000 3,24 61,34 74,05 0,396 - 53,6 

P10 [54] 1450 30,5 70,0 69,5 - 16,08 - 

P11 [54] 1480 19,8 80,0 76,1 - 35,49 - 

P12 [54] 2900 36,6 90,5 75,5 - 27,05 - 

P13 [114] 2900 22 63,8 - - - 38,1 
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PAT Ref. 
BEP 

𝜔 (rpm) 𝐻 (m) 𝑄 (m³/h) 𝜂 (%) 𝑃 (kW) 𝑁𝑠𝑝 𝑁𝑠𝑡  

P14 [115] 2900 54 80 - 8,15 - - 

P15 [116] 1358 10 18,7 55 0,28 - - 

P16 [116] 2029 20 26,6 62 0,9 - - 

P17 [116] 2402 30 32,4 64 1,7 - - 

P18 [116] 1353 10 20,2 66 0,36 - - 

P19 [116] 1910 20 28,8 70 1,1 - - 

P20 [116] 2408 30 35,3 71 2,05 - - 

P21 [112] 2900 52,8 78,3 70,76 8,26 - - 

P22 [35] 1450 43,66 38,34 51 - 12,82 8,82 

P23 [35] 1450 13,1 55,01 73 - 28,72 26,03 

P24 [35] 1450 22,4 131,47 78 - 30,31 26,91 

P25 [35] 1450 12,9 80,68 - - 40,24 32,94 

P26 [35] 1450 18,8 180,00 84 - 43,48 35,91 

P27 [117] 1450 15 21,8 - 0,396 - 15,07 

P28 [117] 1450 15 21,8 - 0,327 - 15,07 

 

Tabla 2-3: parámetros geométricos de los impulsores consultados en la literatura. 

 

PAT 𝑟1 (mm) 𝑟2 (mm) 𝑏1 (mm) 𝑏2 (mm) 𝛽1 (°) 𝛽2 (°) 𝑧 (-) 𝛿 (mm) 𝜆 (°) 

P01 51 117,5 - 15,3 39 28,22 6 4 - 

P02 51 127,50 - 14,38 19,5 20 9 - - 

P03 45 79 - 19 25,05 30 9 - - 

P04 45 61 - 27 31,05 30 9 - - 

P05 24 82,5 - 6 32,5 14 4 - 90 

P06 50 130 - 15,5 - 21,7 5 3,4 - 

P07 56,3 107 - 20,3 - 22,7 5 5,4 - 

P08 55 87 - 21,8 - 23,3 5 4,6 - 

P09 47,7 70,5 - 27 - 24,8 6 3,7 - 

P10 35 129,0 35 17 30 30 7 3 70 
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PAT 𝑟1 (mm) 𝑟2 (mm) 𝑏1 (mm) 𝑏2 (mm) 𝛽1 (°) 𝛽2 (°) 𝑧 (-) 𝛿 (mm) 𝜆 (°) 

P11 36 101,5 36 16 25 35 6 3 73 

P12 35 70 35 18 30 30 5 3 75 

P13 42,3 72 - 15,26 40,9 22,5 6 - - 

P14 43 84,5 26 14 15 33 6 - - 

P15 32,5 66 - 16 18 24 6 - - 

P16 32,5 66 - 16 18 24 6 - - 

P17 32,5 66 - 16 18 24 6 - - 

P18 42 66 - 10 20 60 12 - - 

P19 42 66 - 10 20 60 12 - - 

P20 42 66 - 10 20 60 12 - - 

P21 43 84,5 26 14 30 25 6 3 - 3,5 35 

P22 25,69 134,29 8,89 8 38,58 20 6 4 - 

P23 25 86,44 32 16 26,36 26 6 4 - 

P24 28,5 107,48 50 25 17,53 28,26 7 2 - 

P25 40,5 88,69 62 25 23,7 23,7 6 5 - 

P26 31 104,67 61 32,5 20 26 7 4 - 

P27 32,5 82,5 - 7 30 39 6 - - 

P28 32,5 82,5 - 8 35 90 11 - - 

 

Con base en los parámetros geométricos presentados en esta sección, se concluyó el desarrollo del 

primer objetivo de la presente investigación. Los valores reportados fueron empleados como 

insumo para el desarrollo de los modelos analíticos de la sección 2.2. 

 

2.2 Modelos analíticos del impulsor de PAT 

 

La Figura 2-4 muestra el diagrama de flujo utilizado para el desarrollo de los modelos analíticos. En 

principio, se realizó la selección de la PAT para el proceso de optimización, con el fin de definir las 

restricciones técnico operativas relativas a los estudios de la literatura. Seguidamente, se procedió 

con la construcción de los modelos analíticos, con base en las suposiciones realizadas desde el TTR 
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y los parámetros geométricos obtenidos como insumo marco teórico y desarrollo del objetivo 1, 

respectivamente. Como resultado, se obtuvieron siete modelos postulados para analizar el 

comportamiento del BEP en modo turbina del conjunto de bombas analizadas en la Tabla 2-3. 

 

Figura 2-4: diagrama de flujo para el desarrollo de los modelos analíticos. 

 

 

 

2.2.1 Selección de la PAT para optimización 

 

Para la validación de los modelos analíticos propuestos, se realizó la selección de la PAT. La cantidad 

de turbo máquinas analizadas varía respecto a los parámetros geométricos disponibles. Sin 

embargo, para el proceso de optimización, el candidato para el análisis debió contener los 

suficientes parámetros para modelar el impulsor. Las PAT 10, 11, 12 y 21 reportaron gran variedad 

de parámetros geométricos. Sin embargo, la turbo máquina P21 destacó porque información 

suficiente para modelar la voluta. Por tanto, P21 fue la PAT utilizada para la validación. En la Tabla 

2-4  se registraron los datos de la PAT seleccionada, donde se muestran los parámetros geométricos 

y las condiciones de operación. Se presentan tres secciones: BEP, parámetros del impulsor y 

parámetros de la voluta. Para el BEP y el impulsor, los datos fueron extraídos de la Tabla 2-2 y Tabla 

2-3, mientras que la voluta tiene los parámetros del radio base de la voluta (𝑟3) y el área de la 

garganta de la voluta (𝐹). Para esta PAT en específico, se tiene la diferencia que el espesor del álabe 

en el borde de ataque (𝛿1) difiere del borde de salida (𝛿2). Además, el radio del eje se obtuvo del 

perfil hidráulico del artículo base. 
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Tabla 2-4: parámetros de la turbo máquina P21. 

 

 

 

2.2.2 Restricciones técnico operativas 

 

Las restricciones técnico operativas hacen referencia a los límites geométricos y de operación de la 

turbo máquina. Para este estudio, se adoptó el rango de variación permisible de los parámetros 

geométricos del impulsor. Con base en los datos consultados en la literatura de las PAT, se realizó 

la propuesta para las variables a modificar y las condiciones físicas de la turbo máquina. En la 

sección 1.2.5 se presentó un compilado de los parámetros variados por otros autores en el proceso 

Sección Parámetro Valor 

BEP 

𝜔 (rpm) 2900 

𝐻 (m) 52,8 

𝑄 (m³/h) 78,3 

𝜂 (%) 70,76 

𝑃 (kW) 8,26 

Parámetros del 

impulsor 

𝑟1 (mm) 43 

𝑟𝑠ℎ (mm) 21 

𝑟2 (mm) 84,5 

𝑏1 (mm) 26 

𝑏2 (mm) 14 

𝛽1 (°) 30 

𝛽2 (°) 25 

𝑧 (-) 6 

𝛿1 (mm) 3 

𝛿2 (mm) 3,5 

𝜆 (°) 35 

Parámetros de 

la voluta 

𝑟3 (mm) 86,5 

𝐹 (mm) 1160,3 
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de optimización. En resumen, las variables utilizadas por los autores fueron las siguientes: 

trayectoria de envolvimiento del álabe, 𝑏2, 𝛽2, 𝜑, inclinación del álabe, 𝑟2 y 𝑧. 

 

Este estudio no consideró trayectorias geométricas, es decir, las curvas que caracterizan la carcasa 

superior e inferior. Además, el ángulo de envolvimiento (𝜑) no se incluyó como parámetro de 

entrada en los modelos analíticos desarrollados en la sección 2.2.3, debido que no se enconrtó una 

relación directa con otros parámetros, como 𝛽1 y 𝛽2. Por lo tanto, la variación geométrica se enfocó 

en las magnitudes que fueron contenidas en los modelos. La Tabla 2-5 presenta el rango de 

variación propuesto en los estudios de optimización, donde se comparó el valor original del 

parámetro geométrico, el límite inferior y superior. Además, se registró el cambio porcentual en 

ambos límites (Lim. Inf y Lim. Sup.), con el fin de identificar la variación proporcional al dato original 

de cada estudio.  

 

Tabla 2-5: rango de variación de los parámetros optimizados en la literatura. 

 

Ref. Variable 

Variación 

Límite 

inferior 

Valor 

original 

Límite 

superior 

Lim. Inf. 

(%) 

Lim. Sup. 

(%) 

[55] 

𝑏2 (mm) 10 12 15 16,7 25,0 

𝛽2 (°) 20 30 35 33,3 16,6 

𝛽1 (°) 20 43 35 53,5 18,6 

𝑧 (-) 4 6 8 33,3 33,3 

[98] 

𝑏2 (mm) 10 12 15 16,7 25,0 

𝛽2 (°) 20 30 35 33,3 16,7 

𝛽1 (°) 20 30 35 33,3 16,7 

𝑧 (-) 4 6 8 33,3 33,3 

[100] 
𝑏2 (mm) 20 22 28 9,1 27,3 

𝛽2 (°) 34 37 38 8,1 2,7 

[103] 
𝑟2 (mm) 265 270 275 1,9 1,9 

𝛽2 (°) 20 24,9 30 19,7 20,5 
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Sin embargo, no se evidenció estudios de optimización que incluyeran variables constructivas como 

el radio de entrada del impulsor (𝑟1) o el ancho de entrada del álabe (𝑏1), además del radio del eje 

(𝑟𝑠ℎ), el ángulo de succión (𝜆) y el espesor del álabe (𝛿). Los parámetros mencionados tienen 

incidencia en el impulsor, dado que un dimensionamiento inadecuado puede requerir modificación 

estructural de la voluta. Por tanto, es necesario tener restringido un rango de modificación 

permisible, tal que no se requiera construir o modelar nuevamente la voluta.  

 

La Tabla 2-6 presenta la acotación de cada variable analizada en los modelos analíticos 

desarrollados, agrupadas respecto a la entrada, salida y características del álabe. Se puede observar 

que cada variable tiene asociado un rango optimizado: de PAT, general y valores críticos. El rango 

optimizado hace referencia al rango empleado por los autores en la Tabla 2-5, donde 𝑟𝑠ℎ, 𝑟1, 𝑏1, 𝜆 

y 𝛿 no fueron considerados. Por consiguiente, el rango de PAT es el acotado mínimo y máximo de 

cada parámetro de los 28 ejemplares consultados en la literatura, a excepción 𝑟𝑠ℎ que no fue 

reportado en los estudios. El rango general es el valor que puede adoptar la variable. Para lo 

anterior, se tuvo las siguientes consideraciones: 

 

• Para el caso de 𝛽1, los valores pueden oscilar entre 15 ° (valor mínimo del rango de PAT) y 

90 °, aunque este último valor no se aproxima al máximo reportado en la literatura (43 °). 

• 𝑟𝑠ℎ está restringido a ser menor que 𝑟1, dado que no es físicamente posible que 𝑟𝑠ℎ coincida 

o sobrepase la magnitud del radio de entrada del impulsor.  

• 𝑟1 adoptó la restricción mencionada en 𝑟𝑠ℎ. Además, según la Tabla 1-2, para un flujo 

desarrollado radial, 𝑟2 debe ser al menos el doble de 𝑟1. Sin embargo, esto solo se evidenció 

en 17 de las PAT reportadas en la Tabla 2-3.  

• 𝑏1, 𝑏2, 𝛿 y 𝑧 son parámetros que no tienen restricción especial, por lo que la magnitud 

mínima debe ser mayor a cero.  

• Respecto a 𝜆, el rango puede variar entre 0 ° y 90 °, aunque no se encontró alguna turbo 

máquina con un ángulo inferior a 35 °.  

• Para el caso de 𝑟2, junto con la restricción mencionada en 𝑟1, se debió considerar el radio 

base de la voluta (𝑟3), dado que si 𝑟2 ≥ 𝑟3 el impulsor sobrepasaría estructuralmente la 

voluta, por lo que sería necesario manufacturar este componente.  
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• Por otra parte, 𝛽2 se difiere de 𝛽1 en el rango permisible. De acuerdo con un reporte 

realizado por Fernando Santos [118], 𝛽2 puede ser superior a 90 °. Sin embargo, esto 

genera mayor turbulencia en el flujo, por lo que las pérdidas hidráulicas son mayores. Por 

tanto, 𝛽2 se construye en un rango de 15 ° a 35 °. En consecuencia, se adaptó la variable 

en un rango de 0 ° a 90 °. 

 

Seguidamente, el valor crítico hace referencia a los valores que presentarían inconsistencias de 

operación de la PAT. Los valores específicos reportados hacen referencia a la cota mínima y máxima 

consultada en las turbo máquinas de la Tabla 2-3. 

 

Tabla 2-6: variación permisible de los parámetros geométricos. 

 

Región Variable 
Rango 

optimizado 
Rango de PAT 

Rango 

general 
Valores críticos 

Entrada 

𝛽1 (°) 35 ≥ 𝛽1 ≥ 20 43 ≥ 𝛽1 ≥ 15 
90 > 𝛽1

> 15 

𝛽1 < 15 

𝛽1 > 43 

𝑟𝑠ℎ (mm) − − 𝑟1 > 𝑟𝑠ℎ > 0 
𝑟𝑠ℎ = 0 

𝑟𝑠ℎ = 𝑟1 

𝑟1 (mm) − 56,3 ≥ 𝑟1 ≥ 24 
𝑟1 > 𝑟𝑠ℎ 

𝑟1 < 𝑟2 2⁄  

𝑟1 = 𝑟𝑠ℎ 

𝑟1 ≅ 𝑟2 

𝑏1 (mm) − 62 ≥ 𝑏1 ≥ 8,89 𝑏1 ≫ 0 
𝑏1 ≅ 0 

𝑏1 > 62 

𝜆 (°) − 90 ≥ 𝜆 ≥ 35 90 ≥ 𝜆 ≥ 0 
𝜆 < 35 

𝜆 > 90 

Salida 

𝛽2 (°) 38 ≥ 𝛽2 ≥ 20 90 ≥ 𝛽2 ≥ 14 90 > 𝛽2 > 0 
𝛽2 < 14 

𝛽2 > 90 

𝑟2 (mm) 
275 ≥ 𝑟2

≥ 265 
134,29 ≥ 𝑟2 ≥ 61 

𝑟2 > 2𝑟1 

𝑟2 < 𝑟3 

𝑟2 = 𝑟3 

𝑟2 ≅ 𝑟1 

𝑏2 (mm) 28 ≥ 𝑏2 ≥ 10 32,5 ≥ 𝑏2 ≥ 6 𝑏2 ≫ 0 
𝑏2 ≅ 0 

𝑏2 > 32,5 

Álabe 𝛿 (mm) − 5,4 ≥ 𝛿 ≥ 3 𝛿 > 0 𝛿 = 0 
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Región Variable 
Rango 

optimizado 
Rango de PAT 

Rango 

general 
Valores críticos 

𝛿 > 5,4 

𝑧 (-) 8 ≥ 𝑧 ≥ 4 12 ≥ 𝑧 ≥ 4 𝑧 > 0 
𝑧 = 0 

𝑧 > 12 

 

La Tabla 2-7 presenta las condiciones operativas para la propuesta de optimización del impulsor en 

PAT, es decir, el rango permisible que puede optar los parámetros geométricos en el algoritmo. 

Cabe aclarar que los parámetros no son únicamente geométricos, dado que interviene la eficiencia 

y la potencia. Sin embargo, el modelado matemático se basó en la ecuación de turbo máquinas de 

Euler, que estimó la cabeza hidráulica. Para los parámetros expuestos, 𝛽1, 𝛽2, 𝑟2, 𝑏2 y 𝑧, el rango 

propuesto se basó en las PAT consultadas (ver Tabla 2-10), mientras que el porcentaje de aumento 

o disminución se basó en estudios de optimización (ver Tabla 2-5). Por otra parte, para las variables 

𝑟𝑠ℎ, 𝑟1, 𝑏1, 𝜆 y 𝛿, se propuso tener un rango de libertad del 3 %. La razón del valor propuesto se 

debe a que no se encontraron estudios en los que se involucre su variación, mediante optimización. 

Para el caso de 𝛿, el valor no debe ser inferior al valor base, debido a la resistencia del material. 𝑏2 

no puede ser superior al valor base, debido que modificaría las condiciones de diseño de la voluta. 

Finalmente, la velocidad angular se mantuvo constante, con el fin de comparar la eficiencia 

mejorada respecto a la condición experimental. 

 

Tabla 2-7: restricciones técnico operativas para la optimización del impulsor en PAT. 

 

Región Variable Restricción 

Salida 

𝛽1 (°) 43 ≥ 𝛽1 ≥ 15; 1,167𝛽1 ≥ 𝛽1 ≥ 0,465𝛽1 

𝑟𝑠ℎ (mm) 𝑟𝑠ℎ < 𝑟1;  𝑟𝑠ℎ > 0; 1,03𝑟𝑠ℎ ≥ 𝑟𝑠ℎ ≥ 0,97𝑟𝑠ℎ 

𝑟1 (mm) 56,3 ≥ 𝑟1 ≥ 24; 𝑟1 > 𝑟𝑠ℎ; 𝑟1 < 𝑟2; 1,03𝑟1 ≥ 𝑟1 ≥ 0,97𝑟1 

𝑏1 (mm) 62 ≥ 𝑏1 ≥ 8,89; 1,03𝑏1 ≥ 𝑏1 ≥ 0,97𝑏1 

𝜆 (°) 90 ≥ 𝜆 ≥ 35; 1,03𝜆 ≥ 𝜆 ≥ 0,97𝜆 

Entrada 
𝛽2 (°) 90 ≥ 𝛽2 ≥ 14; 1,205𝛽2 ≥ 𝛽2 ≥ 0,666𝛽2 

𝑟2 (mm) 134,29 ≥ 𝑟2 ≥ 61; 1,019𝑟2 ≥ 𝑟2 ≥ 0,981𝑟2; 𝑟2 < 𝑟3 
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Región Variable Restricción 

𝑏2 (mm) 32,5 ≥ 𝑏2 ≥ 6; 𝑏2 𝑏𝑎𝑠𝑒 ≥ 𝑏2 ≥ 0,833𝑏2 

Álabe 
𝛿 (mm) 5,4 ≥ 𝛿 ≥ 3; 1,03𝛿 ≥ 𝛿 ≥ 0,97𝛿 

𝑧 (-) 12 ≥ 𝑧 ≥ 4; 1,333𝑧 ≥ 𝑧 ≥ 0,666𝑧 

Rendimiento 

y operación 

𝜂 (%) 𝜂 > 𝜂𝑏𝑎𝑠𝑒 

𝐻 (m) 𝐻 > 𝐻𝑏𝑎𝑠𝑒 

𝜔 (rpm) 𝜔 = 𝜔𝑏𝑎𝑠𝑒 

 

Con base en la Selección de la PAT para optimización, la Tabla 2-8 expone la aplicación del rango 

técnico operativo de P21. El rango presentado muestra los valores iniciales que puede tomar la 

variable a optimizar. Para el caso de 𝑟𝑠ℎ, se calculó con base en la Ecuación (2-10). Finalmente, en 

los parámetros del BEP, la potencia hidráulica obtenida no se restringió, debido que esta no 

necesariamente debe ser mayor a la referencia. Seguidamente, la cabeza hidráulica se estableció 

mayor a la base, debido que las Modificaciones geométricas en impulsores radiales sugirieron que 

una mayor magnitud produciría una mayor eficiencia. 

 

Tabla 2-8: restricciones técnico operativas para P21. 

 

Sección Parámetro Valor Rango técnico operativo 

BEP 

𝜔 (rpm) 2900 𝜔 = 2900 

𝐻 (m) 52,8 𝐻 > 52,8 

𝜂 (%) 70,76 𝜂 > 70,76 

impulsor 

𝑟1 (mm) 43 44,29 ≥ 𝑟1 ≥ 41,71 

𝑟𝑠ℎ (mm) 21 21,63 ≥ 𝑟𝑠ℎ ≥ 20,37 

𝑟2 (mm) 84,5 86,11 ≥ 𝑟2 ≥ 82,89 

𝑏1 (mm) 26 26,78 ≥ 𝑏1 ≥ 25,22 

𝑏2 (mm) 14 14 ≥ 𝑏2 ≥ 11,66 

𝛽1 (°) 30 35,01 ≥ 𝛽1 ≥ 13,95 

𝛽2 (°) 25 30,13 ≥ 𝛽2 ≥ 16,65 

𝑧 (-) 6 8 ≥ 𝑧 ≥ 4; 

𝛿 (mm) 3,5 5,4 ≥ 𝛿 ≥ 3 
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Sección Parámetro Valor Rango técnico operativo 

3,60 ≥ 𝛿 ≥ 3,4 

𝜆 (°) 35 36,05 ≥ 𝜆 ≥ 35 

 

Por último, cabe recordar que los parámetros de la voluta no fueron considerados en las 

restricciones técnico operativas, debido que el análisis se enfocó en el impulsor, que es el elemento 

mecánico que produce la conversión energética del sistema, además de presentar las mayores 

Pérdidas hidráulicas. Sin embargo, el sistema completo (impulsor y voluta) fueron considerados en 

la simulación, debido a las condiciones de frontera. 

 

2.2.3 Construcción de los modelos analíticos 

 

Con base en el triángulo de velocidades expuesto en la Figura 1-9 y los parámetros geométricos 

vistos en la Figura 2-3, la Figura 2-5 presenta el diagrama de flujo para estimar la cabeza hidráulica 

en el BEP. Se puede observar el flujo de las ecuaciones, mostrando las incógnitas resaltadas en rojo, 

azul, verde, morado, y cian, respectivamente. Se tomó como punto de partida la ecuación de Euler, 

donde cada una de las incógnitas de cada expresión fueron reemplazadas mediante conceptos 

físicos y fluido dinámicos, tales como: el análisis del triángulo de velocidades, movimiento circular 

uniforme y la ecuación de continuidad. Finalmente, en la Expresión (2-4) presentó el cambio para 

cada modelo propuesto, dependiendo de las suposiciones realizadas que se describieron más 

adelante. 

 

Con respecto a las ecuaciones matemáticas, se tomó como base la Ecuación (2-1), que es la 

expresión de la Ecuación de Euler para turbo máquinas, donde la velocidad absoluta en la 

componente tangencial 𝐶𝑢2
 y la velocidad tangencial a la salida del impulsor 𝑈2 son desconocidas 

en ese instante. La Ecuación (2-2) permitió calcular la velocidad tangencial de la partícula de agua 

a la entrada del impulsor, por medio del movimiento circular uniforme, con variables conocidas 

como el radio de salida del impulsor y la velocidad angular. La Ecuación (2-3) se pudo elaborar 

mediante el análisis del triángulo de velocidades, teniendo como incógnita la velocidad radial en la 

entrada. La Ecuación (2-4) permitió calcular la velocidad radial a la entrada del impulsor, mediante 
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la ecuación de continuidad, es decir, suponiendo que se conserva el flujo másico. Esta expresión se 

modificó respecto a cada uno de los modelos evaluados. La Ecuación (2-5) se realizó un 

procedimiento relativo al triángulo de velocidades. Finalmente, la Ecuación (2-6) se elaboró 

mediante el movimiento circular uniforme.  

 

Figura 2-5: procedimiento para el desarrollo de los modelos analíticos. 

 

 

(2-1) 

(2-2) 

(2-3) 

(2-4) 

(2-5) 

(2-6) 

 

A continuación, se expuso las consideraciones matemáticas para el desarrollo de los modelos 

candidatos. 

 

▪ Modelo 1. Sin consideraciones previas 

 

Con base en la Figura 2-5, se desarrolló el procedimiento algebraico para el cálculo de la cabeza 

hidráulica teórica. Como resultado, la Ecuación (2-7) presentó el primer modelo candidato, que 

relacionó seis parámetros geométricos vistos en la Figura 2-3. 
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𝐻∞1 =
𝑟2𝜔

2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1
2𝑏1 tan(𝛽1)

𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
) (2-7) 

 

Finalmente, la Figura 2-6 presenta los parámetros geométricos y el espacio de flujo analizado. En 

(a) se expone la vista álabe-álabe, donde se observa el ángulo de entrada y salida del flujo. 

Seguidamente, (b) expone la vista tridimensional del impulsor, donde se detalla la entrada y salida 

del fluido. En (c) se esquematiza la vista de perfil hidráulico, donde se puede observar el área 

ocupada por el álabe y el espacio del fluido. Adicionalmente, se detalla el eje de rotación, radios, 

ancho de entrada, salida del álabe y el ángulo de succión, siendo este último de 90 ° en la salida. 

Por último, (d-e) presentan el área de salida y entrada, respectivamente, detallado en la vista del 

impulsor en (b). La geometría expuesta en ambas áreas corresponde a rectángulos, debido que 

este modelo no consideró la inclinación en la salida (𝜆) y la entrada en una PAT radial tiene sección 

rectangular.  
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Figura 2-6: parámetros geométricos y áreas de flujo para el modelo 1. 

 

 

 

Para este modelo, se tuvieron presentes las siguientes condiciones: 

• El espacio ocupado por el eje es despreciable. 

• El ángulo de succión del álabe es 90 °. 

• El espacio que ocupan los álabes en el impulsor es despreciable. 

• La expresión es independiente del flujo volumétrico. 

• No se consideró la curvatura de la carcasa superior e inferior (Figura 2-2). 

• Se consideraron las suposiciones de la sección 1.1.9. 
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▪ Modelo 2. Consideración del eje 

 

De la Figura 2-6, el área considerada en el modelo 1 indicaba que el ángulo de succión equivale a 

90 °. Sin embargo, esto es cierto solo para el área de entrada, debido al tipo de flujo de la turbo 

máquina. Lo anterior se debe a que el parámetro 𝝀 solo se reportó en cinco casos, de acuerdo con 

las PAT listadas en la Tabla 2-3. Por tanto, para aproximar el área de salida desde la vista del perfil 

hidráulico, este modelo consideró el radio del eje (𝒓𝒔𝒉) y el radio de entrada del impulsor (𝒓𝟏). 

 

La Figura 2-7 presenta los parámetros geométricos y el espacio de flujo analizado. En (a) se expone 

la vista álabe-álabe, donde se observa el ángulo de entrada y salida del flujo en el álabe. Esta vista 

se diferencia del modelo 1 por el parámetro 𝑟𝑠ℎ y que no se considera 𝜆. Seguidamente, (b) expone 

la vista tridimensional del impulsor, donde se detalla la entrada y salida del fluido. En (c) se 

esquematiza la vista de perfil hidráulico, donde se puede observar el área ocupada por el álabe y 

el espacio del fluido. Por último, (d-e) presentan el área de salida y entrada, respectivamente, 

detallado en la vista del impulsor en (b). La geometría expuesta en el área de salida, se observa una 

superficie cónica que varía respecto a la magnitud de los radios y la longitud de 𝑏1. 

 

  



Capítulo 2 65 

 

Figura 2-7: parámetros geométricos y áreas de flujo para el modelo 2. 

 

 

 

Con base en el procedimiento para el desarrollo del modelo analítico, la Ecuación (2-4) se modificó 

para adaptar las nuevas variables. Para ello, la salida se aproxima a una superficie cónica, por lo 

que el área se aproxima al promedio entre el radio de entrada y el radio del eje. Por tanto, con base 

en la consideración expuesta, la Ecuación (2-8) expone el cálculo algebraico para la velocidad radial 

en la salida. 



66 Mejora de la eficiencia hidráulica de una bomba centrífuga operada como turbina 

utilizando métodos de optimización 

 

 

 

Al aplicar la Ecuación (2-8), en lugar de la Ecuación (2-4) del diagrama de flujo de la Figura 2-5, se 

obtuvo como resultado el modelo candidato registrado en la Ecuación (2-9). 

 

𝐻∞2 =
𝑟2𝜔

2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1) (𝑟1 + 𝑟𝑠ℎ)

2 𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
) (2-9) 

 

Sin embargo, 𝑟𝑠ℎ no fue reportado en los estudios registrados en la Tabla 2-3. Por lo tanto, se 

propuso utilizar una expresión alternativa reportada por Barbarelli et al. [35] para el cálculo de 𝑟𝑠ℎ. 

La Ecuación (2-10) muestra el cálculo del radio del eje, donde se relaciona la potencia hidráulica 

(𝑃ℎ), la velocidad angular (𝜔) y el esfuerzo de torsión (𝜏), siendo este valor de 7,56 MPA en caso de 

no conocerse el material de fabricación del eje [29]. 

 

𝑟𝑠ℎ = (
2 𝑃ℎ

𝜋𝜔𝜏
)
1/3

 (2-10) 

 

Finalmente, de la Ecuación (2-9), se puede deducir que si se desconoce 𝑟𝑠ℎ, entonces, 𝑟𝑠ℎ = 𝑟1. Con 

la anterior suposición, se retorna al modelo 1. 

 

▪ Modelo 3. Consideración del ángulo de succión del álabe 

 

De la Figura 2-6, el área considerada en el modelo 1 indicaba que el ángulo de succión equivale a 

90 °. Sin embargo, para este modelo 𝜆 es conocido, mientras que 𝑟𝑠ℎ es desconocido. El parámetro 

en cuestión se reportó en cinco de las PAT consultadas.  

 

La Figura 2-8 presenta los parámetros geométricos y el espacio de flujo analizado. En (a) se expone 

la vista álabe-álabe, donde se observa el ángulo de entrada y salida del flujo en el álabe. 

Seguidamente, (b) expone la vista tridimensional del impulsor, donde se detalla la entrada y salida 

𝐶𝑚2
= 𝐶𝑚1

𝑏1(𝑟1 + 𝑟𝑠ℎ)

2 𝑟2𝑏2
 (2-8) 
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del fluido. En (c) se esquematiza la vista de perfil hidráulico, donde se puede observar el área 

ocupada por el álabe y el espacio del fluido. Esta vista es equivalente a la propuesta en el modelo 

1, contrastando con la variación de 𝜆. Por último, (d-e) presentan el área de salida y entrada, 

respectivamente, detallado en la vista del impulsor en (b). Para la geometría expuesta en el área 

de salida, se observa una superficie cónica que varía respecto a la magnitud del ancho y radio de 

entrada y el ángulo 𝜆. 

 

Figura 2-8: parámetros geométricos y áreas de flujo para el modelo 3. 

 

 

 

Con base en el procedimiento para el desarrollo del modelo analítico, la Ecuación (2-4) se modificó 

para adaptar el ángulo de succión del álabe. Para ello, se aproximó la superficie en un cono, por lo 

 



68 Mejora de la eficiencia hidráulica de una bomba centrífuga operada como turbina 

utilizando métodos de optimización 

 

que el área de salida se aproxima respecto a la magnitud del ancho de entrada y la inclinación del 

ángulo de succión. Por tanto, con base en la consideración expuesta, la Ecuación (2-11) expone el 

cálculo algebraico para la velocidad radial en la salida. 

 

𝐶𝑚2
= 𝐶𝑚1

𝑏1(2𝜋 𝑟1 − 𝑏1 cos(𝜆1))

2𝜋 𝑟2𝑏2
 (2-11) 

 

Al aplicar la Ecuación (2-11), en lugar de la Ecuación (2-4) del diagrama de flujo de la Figura 2-5, se 

obtuvo como resultado el modelo candidato registrado en la Ecuación (2-12). 

 

𝐻∞3 =
𝑟2𝜔

2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1) (2𝜋 𝑟1 − 𝑏1 cos(𝜆))

2𝜋 𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
) (2-12) 

 

Finalmente, de la Ecuación (2-12), se puede deducir que si se desconoce 𝜆, entonces, 𝜆=90 °. Con 

la anterior suposición, se retorna al modelo 1. 

 

▪ Modelo 4. Consideración del eje y espesor de los álabes 

 

Con base en lo expuesto en el modelo 2, este modelo propuso adicionar el espacio que ocupan los 

álabes en el impulsor. Para ello, se adiciona la variable 𝛿, que ha sido reportada en 14 de las PAT 

registradas en la Tabla 2-3. La Figura 2-9 presenta los parámetros geométricos y el espacio de flujo 

analizado. En (a) se expone la vista álabe-álabe, donde se observa el ángulo de entrada y salida del 

flujo en el álabe. Seguidamente, (b) expone la vista tridimensional del impulsor, donde se detalla 

la entrada y salida del fluido. En (c) se esquematiza la vista de perfil hidráulico, donde se puede 

observar el área ocupada por el álabe y el espacio del fluido. Esta vista es equivalente al modelo 2. 

Por último, (d-e) presentan el área de salida y entrada, respectivamente, detallado en la vista del 

impulsor en (b). La geometría expuesta en el área de salida, se observa una superficie cónica que 

varía respecto a la magnitud de los radios y la longitud de 𝑏1. Además, se detalla el espacio que 

ocupan los álabes. 
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Figura 2-9: parámetros geométricos y áreas de flujo para el modelo 4. 

 

 

 

Con base en la Ecuación (2-8) del modelo 2, la Ecuación (2-13) presenta el resultado de la adición 

del espesor (𝛿) y número de los álabes (𝑧). Para ello, tanto en la entrada como en la salida, se 

consideraron espacios que el flujo no ocuparía, por lo que el área efectiva en ambas trayectorias 

es menor, comparado con el modelo 2. 

 

𝐶𝑚2
= 𝐶𝑚1

𝑏1[𝜋(𝑟1 + 𝑟𝑠ℎ) − 𝑧𝛿]

𝑏2(2𝜋 𝑟2 − 𝑧𝛿)
 (2-13) 
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Al aplicar la Ecuación (2-13), en lugar de la Ecuación (2-8), se obtuvo como resultado el modelo 

candidato registrado en la Ecuación (2-14). 

 

𝐻∞4 =
𝑟2𝜔

2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1)[ 𝜋 (𝑟1 + 𝑟𝑠ℎ) − 𝑧𝛿]

𝑏2 tan(𝛽2) (2𝜋 𝑟2 − 𝑧𝛿)
) (2-14) 

 

Respecto al radio del eje, se mantuvieron las condiciones expuestas en el modelo 2. Finalmente, 

de la Ecuación (2-14), se puede deducir que si se desconoce 𝑟𝑠ℎ y 𝛿, entonces, 𝑟𝑠ℎ = 𝑟1 y 𝛿=0. Con 

las anteriores suposiciones, se retorna al modelo 1. 

 

▪ Modelo 5. Consideración del ángulo de succión y espesor de los álabes 

 

Con base en el desarrollo del modelo 3, el presente modelo consideró el espacio que ocupan los 

  a  s.    i  a  q        d    4, s  adi i n   a  aria    δ. La Figura 2-10 expone los parámetros 

geométricos y el espacio de flujo analizado. En (a) se expone la vista álabe-álabe, donde se observa 

el ángulo de entrada y salida del flujo en el álabe. Seguidamente, (b) expone la vista tridimensional 

del impulsor, donde se detalla la entrada y salida del fluido. En (c) se esquematiza la vista de perfil 

hidráulico, donde se puede observar el área ocupada por el álabe y el espacio del fluido. Esta vista 

es equivalente a la propuesta en el modelo 3. Por último, (d-e) presentan el área de salida y 

entrada, respectivamente, detallado en la vista del impulsor en (b). Para la geometría expuesta en 

el área de salida, se observa una superficie cónica que varía respecto a la magnitud del ancho y 

radio de entrada y el ángulo 𝜆. Además, se tiene en consideración el espesor de los álabes. 
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Figura 2-10: parámetros geométricos y áreas de flujo para el modelo 5. 

 

 

 

Con base en la Ecuación (2-11), la Ecuación (2-15) registra el resultado de la adición del espesor (𝛿) 

y número de álabes (𝑧), tanto en la entrada como en la salida. 

 

𝐶𝑚2
= 𝐶𝑚1

𝑏1(2𝜋 𝑟1 − 𝑏1 cos(𝜆) − 𝑧𝛿)

𝑏2(2𝜋 𝑟2 − 𝑧𝛿)
 (2-15) 

 

Al aplicar la Ecuación (2-15), en lugar de la Ecuación (2-11), se obtuvo el quinto candidato, 

registrado en la Ecuación (2-16). 
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𝐻∞5 =
𝑟2𝜔

2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1) (2𝜋 𝑟1 − 𝑏1 cos(𝜆) − 𝑧𝛿)

𝑏2 tan(𝛽2) (2𝜋 𝑟2 − 𝑧𝛿)
) (2-16) 

 

Finalmente, de la Ecuación (2-16), se puede deducir que si se desconoce 𝜆 y 𝛿, entonces, 𝜆=90 ° y 

𝛿=0. Con las anteriores suposiciones, se retorna al modelo 1. 

 

▪ Modelo 6. Caudal como parámetro en la entrada 

 

Los modelos anteriores consideraron los parámetros geométricos en la salida, como lo fue el ancho 

y el ángulo de entrada del flujo. Sin embargo, son independientes del caudal que experimenta la 

turbo máquina. El presente modelo consideró el flujo volumétrico en el BEP como parámetro de 

entrada, conteniendo las variables con el subíndice 1. La Figura 2-11 presenta los parámetros 

geométricos y el espacio de flujo analizado. En (a) se expone la vista álabe-álabe, donde se observa 

el ángulo de salida del flujo en el álabe. Seguidamente, (b) expone la vista tridimensional del 

impulsor, donde se detalla la entrada del fluido. En (c) se esquematiza la vista de perfil hidráulico, 

donde se puede observar el área ocupada por el álabe y el espacio del fluido. Esta vista se diferencia 

de los modelos anteriores, dado que los parámetros 𝑏1 y 𝜆 son absorbidos por la integración del 

caudal como parámetro de entrada. Por último, (d) presenta únicamente el área de entrada, 

detallado en la vista del impulsor en (b), debido que el área de salida se deduce matemáticamente 

con el caudal en el BEP (𝑄𝐵𝐸𝑃). 
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Figura 2-11: parámetros geométricos y área de flujo para el modelo 6. 

 

 

 

Con base en el procedimiento para el desarrollo del modelo analítico, la Ecuación (2-17) registra el 

resultado al considerar el caudal en lugar de los parámetros geométricos en la salida. 

 

𝐶𝑚2
=

𝑄𝐵𝐸𝑃

2𝜋 𝑟2𝑏2
 (2-17) 

 

Al aplicar la Ecuación (2-17), se obtuvo el sexto candidato, registrado en la Ecuación (2-18). 
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𝐻∞6 =
𝑟2𝜔

𝑔
(𝑟2𝜔 −

𝑄𝐵𝐸𝑃

2𝜋 𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
) (2-18) 

 

Finalmente, partiendo de la Ecuación (2-18), se puede deducir que el modelo difiere de los 

anteriores, dado que es necesario conocer el caudal en el BEP. Si este dato no se conoce, no es 

posible aplicar este caso. 

 

▪ Modelo 7. Caudal y espesor de los álabes 

 

Con base en el Modelo 6, el presente candidato consideró el espacio ocupado por los álabes. La 

Figura 2-12 muestra los parámetros geométricos y el espacio de flujo analizado. En (a) se expone 

la vista álabe-álabe, donde se observa el ángulo de salida del flujo, junto con el espesor del álabe. 

Seguidamente, (b) expone la vista tridimensional del impulsor, donde se detalla la entrada del 

fluido. En (c) se esquematiza la vista de perfil hidráulico, donde se puede observar el área ocupada 

por el álabe y el espacio del fluido. Esta vista se diferencia de los modelos anteriores, dado que los 

parámetros 𝑏1 y 𝜆 son absorbidos por la integración del caudal como parámetro de entrada. Por 

último, (d) presenta únicamente el área de entrada, detallado en la vista del impulsor en (b), debido 

que el área de salida se deduce matemáticamente con el caudal en el BEP (𝑄𝐵𝐸𝑃). 
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Figura 2-12: parámetros geométricos y área de flujo para el modelo 7. 

 

 

 

Con base en la Ecuación (2-4), la Ecuación (2-19) registra el resultado al considerar el caudal y el 

espesor de los álabes, en lugar de los parámetros geométricos en la salida. 

 

𝐶𝑚2
=

𝑄𝐵𝐸𝑃

𝑏2(2𝜋 𝑟2 − 𝑧𝛿)
 (2-19) 

 

Al aplicar la Ecuación (2-19), se obtuvo el séptimo candidato, registrado en la Ecuación (2-20). 
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𝐻∞7 =
𝑟2𝜔

𝑔
(𝑟2𝜔 −

𝑄𝐵𝐸𝑃

𝑏2 tan(𝛽2) (2𝜋 𝑟2 − 𝑧𝛿)
) (2-20) 

 

Al igual que el Modelo 6, la Ecuación (2-20) requiere conocer el caudal en el BEP. Si este dato no se 

conoce, no es posible aplicar este caso. 

 

▪ Comparación entre los modelos 1 y 6 

 

La Tabla 2-9 muestra la comparación entre los modelos 1 y 6, con respecto a la cantidad de 

parámetros y la expresión que los diferencia respecto a la velocidad radian en la entrada (𝐶𝑚2
). 

 

Tabla 2-9: Comparación entre los modelos 1 y 6. 
 

Modelo Expresión matemática 
Cantidad de 
parámetros 

Variante 𝐶𝑚2
 

1 𝐻∞1 =
𝑟2𝜔

2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1
2𝑏1 tan(𝛽

1
)

𝑟2𝑏2 tan(𝛽
2
)
) 6 𝐶𝑚2

= 𝐶𝑚1
+

𝑟1𝑏1

2𝜋 𝑟2𝑏2

 

6 𝐻∞6 =
𝑟2𝜔

𝑔
(𝑟2𝜔 −

𝑄𝐵𝐸𝑃

2𝜋 𝑟2𝑏2 tan(𝛽
2
)
) 3 𝐶𝑚2

=
𝑄𝐵𝐸𝑃

2𝜋 𝑟2𝑏2

 

 

Como se puede observar, el modelo 1 y 6 tienen una equivalencia conceptual, donde solo se 

diferencian en el cálculo de la expresión 𝐶𝑚2
. En la salida del impulsor, el modelo 1 consideró 

parámetros geométricos, mientras que el modelo 6 se estableció con el caudal. Al igualar ambas 

expresiones, se obtuvo la Ecuación (2-21), con el fin de obtener el caudal calculado para el modelo 

1. 

 
𝑄

𝐵𝐸𝑃
= 𝐴𝑟𝑒𝑎 · 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 = (2𝜋𝑟1𝑏1 tan 𝛽

1
)(𝑟1𝜔) (2-21) 

 

Con base en la Ecuación (2-21), se puede observar que el caudal está en términos de los parámetros 

geométricos 𝑟1, 𝑏1, 𝛽1 y el parámetro de operación 𝜔. Para verificar que el caudal calculado es 

aproximado al caudal experimental (ver Tabla 2-2), se realizó la comparación con respecto a las 

PAT que reportaron los parámetros geométricos de entrada. La Figura 2-13 muestra el gráfico de 

barras que compara el caudal calculado, en color azul, y el experimental, en color naranja. Diez PAT 
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reportaron los parámetros de entrada. Los datos están en orden ascendente del caudal 

experimental. En análisis, se aprecia en los cálculos del caudal de las turbo máquinas P12, P21, P24, 

P25 y P26, tuvieron una diferencia en caudal superior a 70 m³/h, mientras que P10, P11, P14, P22 

y P23, la diferencia no superó los 25 m³/h. Por tanto, el cálculo del caudal en el BEP, mediante 

parámetros geométricos, obtuvo aceptación en cinco de las diez turbo máquinas. 

 

Figura 2-13: Comparación entre el caudal calculado y el experimental. 
 

 

 

Las posibles razones por las que los modelos 1 y 6 presentaron diferencias en el caudal, son las 

siguientes:  

 

• El modelo 6, que tiene el caudal experimental como parámetro para el cálculo de la cabeza 

hidráulica, está considerando indirectamente los fenómenos físicos que ocurren en la 

turbo máquina, como son las pérdidas hidráulicas, propiedades del fluido, trayectoria de 

los álabes y pérdidas de choque.  

• Los parámetros del modelo 1 se basaron en condiciones ideales donde el flujo es 

irrotacional y cambio de energía permanente. 

• El modelo 1 consideró un ángulo de succión de 90° y no tuvo presente el espacio ocupado 

por los álabes. Sin embargo, con base en las cinco PAT que reportaron en ángulo de succión, 

este oscila entre 35° y 75°. 
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• La velocidad reportada en la Ecuación (2-21) tiene presente que los vectores de flujo son 

paralelos entre sí y de igual magnitud, por lo que se desprecian las pérdidas de choque. 

 

Finalmente, la elección del modelo analítico para el proceso de optimización dependió del 

desempeño obtenido en el Análisis y validación de los modelos analíticos planteados en esta 

sección. 

 

▪ Resumen de los modelos candidatos 

 

La  Tabla 2-10 presenta el resumen de las características de los modelos candidatos propuestos. Se 

registró la expresión matemática, los parámetros geométricos considerados, la variante respecto 

al modelo 1 y el retorno al modelo base (modelo 1). Adicionalmente, los modelos 1 al 5 emplean 

el área de entrada y salida, mientras que los modelos 6 y 7 solo consideran el área de entrada. 

 

Tabla 2-10: características de los modelos candidatos. 

 

Modelo Expresión matemática 
Cantidad de 

parámetros 
Variante 

Retorno al 

modelo base 

1 𝐻∞1 =
𝑟2𝜔2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1
2𝑏1 tan(𝛽1)

𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
)  6 - - 

2 𝐻∞2 =
𝑟2𝜔2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1)(𝑟1+𝑟𝑠ℎ)

2 𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
)  7 𝑟𝑠ℎ  𝑟𝑠ℎ=𝑟1 

3 𝐻∞3 =
𝑟2𝜔2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1)(2𝜋 𝑟1−𝑏1 cos(𝜆))

2𝜋 𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
)  7 𝜆 𝜆=90 ° 

4 𝐻∞4 =
𝑟2𝜔2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1)[𝜋 (𝑟1+𝑟𝑠ℎ)−𝑧𝛿]

𝑏2 tan(𝛽2)(2𝜋 𝑟2−𝑧𝛿)
)  9 𝑟𝑠ℎ, 𝛿, 𝑧 

𝑟𝑠ℎ  = 𝑟1 

𝛿=0 

5 𝐻∞5 =
𝑟2𝜔2

𝑔
(𝑟2 −

𝑟1𝑏1 tan(𝛽1)(2𝜋 𝑟1−𝑏1 cos(𝜆)−𝑧𝛿)

𝑏2 tan(𝛽2)(2𝜋 𝑟2−𝑧𝛿)
)  9 𝜆, 𝛿, 𝑧 

𝜆=90 ° 

𝛿=0 

6 𝐻∞6 =
𝑟2𝜔

𝑔
(𝑟2𝜔 −

𝑄𝐵𝐸𝑃

2𝜋 𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
)  3 𝑄𝐵𝐸𝑃 - 

7 𝐻∞7 =
𝑟2𝜔

𝑔
(𝑟2𝜔 −

𝑄𝐵𝐸𝑃

𝑏2 tan(𝛽2)(2𝜋 𝑟2−𝑧𝛿)
)  5 

𝑄𝐵𝐸𝑃, 𝛿, 

𝑧 
- 

 



Capítulo 2 79 

 

Con base en el desarrollo de la presente sección, se concluyó el desarrollo del segundo objetivo de 

la presente investigación. 

2.3 Estrategia de solución por algoritmos de optimización 

 

Para lograr el desarrollo del tercer objetivo específico, se han identificado tres métodos de solución 

en la literatura especializada para abordar el problema de maximización de la eficiencia hidráulica 

basado en los parámetros geométricos del impulsor. El primero de ellos es el método de 

optimización por enjambre de partículas (PSO por sus siglas en inglés), el cual ha sido seleccionado 

debido a su amplia utilización en la literatura para resolver modelos analíticos de naturaleza no 

lineal [119]–[124] y aplicado en PAT [101]. Por otra parte, al realizar la búsqueda en la literatura 

especializada se encontraron dos algoritmos adicionales a los citados en el estado del arte: 

algoritmo de búsqueda por vórtice (VSA por sus siglas en inglés Vortex Search Algorithm) y el 

algoritmo de enjambre de salpas (SSA por sus siglas en inglés). Estos algoritmos no han sido 

aplicados al problema de optimización de impulsores de PAT, pero han mostrado buenos 

resultados en aplicaciones del área eléctrica y mecánica. El VSA ha demostrado ser una herramienta 

eficaz al proporcionar soluciones de alta calidad con una consistente repetibilidad en los resultados 

[125], [126]. Por otra parte, el SSA se ha implementado en el análisis de transformadores, 

obteniendo un error relativo inferior en la respuesta al compararse con algoritmos genéticos [127]. 

A continuación, se proporcionará una visión general de cada una de las técnicas expuestas. 

 

2.3.1 Optimización por enjambre de partículas 

 

El algoritmo PSO es una técnica inspirada en el comportamiento de bandadas de aves y bancos de 

peces. Fue desarrollado en 1995 por Eberhart y Kennedy [128]. En el algoritmo, cada animal se 

representa como una partícula que forma un grupo de exploración esparcido en un espacio de 

solución, en busca de una fuente de alimento común. La característica clave del PSO radica en cómo 

avanzan las partículas en el espacio de solución, sujeto a restricciones específicas. En cada 

iteración, se considera la información de las partículas y se sigue la mejor respuesta encontrada en 

ese momento. Además, el algoritmo incorpora un componente aleatorio para evitar óptimos 
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locales, lo que permite la exploración del espacio de solución, siempre dirigiéndose hacia la zona 

donde se encontró la mejor solución en la iteración anterior. 

 

El algoritmo continuo y el algoritmo binario son las dos variaciones de este método. En el primer 

escenario, las partículas pueden tomar valores reales en cada dimensión, mientras que el segundo 

escenario solo puede adoptar valores de 0 o 1. Para determinar los parámetros geométricos del 

impulsor, se utilizará un algoritmo continuo. Las ecuaciones para PSO y su proceso iterativo se 

proporcionan a continuación. 

 

La Ecuación (2-22) presenta el vector 𝑋𝑖  que contiene las variables del problema de optimización. 

Al finalizar el proceso iterativo, se obtienen los valores que conducen a la solución óptima del 

problema. Por otro lado, el vector de velocidades 𝑉𝑖, expuesto en la Ecuación (2-23), almacena las 

velocidades correspondientes a cada variable del problema, donde 𝑖 representa la 𝑖-ésima 

partícula. Ambos vectores se actualizan en cada iteración para guiar el avance de las partículas 

hacia la solución del problema. 

 

 

Al iniciar el problema, se crea un conjunto de partículas de tamaño 𝑃, y las variables de cada 

partícula se establecen aleatoriamente, al igual que las velocidades para la primera iteración. 

Además, se les asignan límites máximos y mínimos que están relacionados directamente con el 

problema bajo análisis para 𝑋𝑖, y con la velocidad de convergencia para las velocidades. 

 

En este algoritmo, el movimiento de la partícula en cada iteración se compone de tres vectores. La 

Ecuación (2-24) reporta el vector 𝑋𝑖
𝑡, que representa los valores asignados para el desplazamiento 

de la partícula en la iteración 𝑡, y se obtiene al sumar el vector 𝑋𝑖
𝑡−1, que es la posición anterior de 

la partícula en la iteración 𝑡 − 1, con la velocidad de desplazamiento en la iteración 𝑡. 

 

𝑋𝑖 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑁] ∀ 𝑖 ∈ 𝑃 (2-22) 

𝑉𝑖 = [𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑁] ∀ 𝑖 ∈ 𝑃 (2-23) 



Capítulo 2 81 

 

𝑋𝑖
𝑡 = 𝑋𝑖

𝑡−1 + 𝑉𝑖
𝑡 (2-24) 

 

Del análisis de la Ecuación (2-24), se puede notar que el desplazamiento de la partícula en el espacio 

de exploración se determina por 𝑉𝑖𝑡. Este valor se obtiene a partir de los valores asignados a cada 

variable en la iteración anterior, utilizando dos funciones de adaptación. Estas funciones evalúan 

la función objetivo de cada partícula para encontrar la posición óptima de la 𝑖-ésima partícula 

(𝑚𝑒𝑗𝑜𝑟𝑝𝑜𝑠𝑖) y su respectiva función objetivo (𝑎𝑝𝑡𝑖𝑡𝑡𝑢𝑑𝑥𝑘
), así como la mejor solución en la nube 

de partículas (𝑚𝑒𝑗𝑜𝑟𝑝𝑜𝑠) y su función objetivo correspondiente (𝑎𝑝𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑥𝑖
) hasta la iteración 

actual. 

 

Es relevante destacar que estas posiciones se actualizan en cada iteración, siempre y cuando los 

resultados obtenidos por la partícula y la nube de partículas en la iteración actual superen los 

obtenidos en la iteración anterior. La fórmula para calcular la velocidad en cada iteración se 

muestra en la Ecuación (2-25). 

 

𝑉𝑖
𝑡 = Ω𝑡−1 · 𝑉𝑖

𝑡 + 𝜑1 · 𝑟𝑎𝑛𝑑1 · (𝑚𝑒𝑗𝑜𝑟𝑝𝑜𝑠𝑖 − 𝑋𝑖
𝑡−1) + 𝜑2 · 𝑟𝑎𝑛𝑑2 

· (𝑚𝑒𝑗𝑜𝑟𝑝𝑜𝑠𝑖 − 𝑋𝑖
𝑡−1) 

(2-25) 

 

Donde el vector 𝑿𝒊
𝒕−𝟏 se utiliza para representar la posición de la partícula 𝒊 en la iteración anterior. 

El factor de inercia 𝜴𝒕−𝟏 corresponde a la inercia en la iteración anterior, y se actualiza en cada 

iteración para aumentar a medida que el algoritmo avanza. Los valores 𝝋𝟏 y 𝝋𝟐 representan los 

componentes cognitivo y social, respectivamente. Para evitar que el algoritmo caiga en óptimos 

locales, se utilizan los valores 𝒓𝒂𝒏𝒅𝟏 y 𝑟 𝒓𝒂𝒏𝒅𝟐, los cuales son aleatorios y varían entre 0 y 1 [129]. 

En la Figura 2-14 se muestra el pseudocódigo que describe el proceso iterativo del algoritmo PSO. 
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Figura 2-14: pseudocódigo del algoritmo PSO. Adaptado de [130]. 

 

 

 

2.3.2  Algoritmo de búsqueda por vórtice 

 

El algoritmo VSA es una técnica de optimización metaheurística utilizada para resolver problemas 

de optimización numérica con funciones no lineales. Fue desarrollado en 2015 por   ʇan y Ölmez 

[131]. Su inspiración proviene del comportamiento vertical de los fluidos agitados [126]. En este 

algoritmo, el vórtice se representa mediante múltiples híper esferas no concéntricas, donde el 

primer diámetro se centra en el espacio de solución y está restringido por los límites de cada 
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variable. La Ecuación (2-26) presenta el radio de la hiperesfera, donde 𝑥𝑚𝑎𝑥 y 𝑥𝑚𝑖𝑛 representan 

los límites del rango de las variables analizadas en un espacio d-dimensional. 

 

𝜇0 =
𝑥𝑚𝑎𝑥 + 𝑥𝑚𝑖𝑛

2
    (2-26) 

 

La Ecuación (2-27) describe las soluciones generadas por un proceso aleatorio mediante una 

distribución gaussiana en el espacio de solución. Aquí, 𝜁𝑖
𝑡 representa el vector de variables 

aleatorias, 𝜇𝑡 es el centro actual de la hiperesfera en cada iteración 𝑡, y 𝑣 es una matriz de 

covarianzas. 

 

𝑠𝑖
𝑡 = 𝑝(𝜁𝑖

𝑡 , 𝜇𝑡 , 𝑣) = ((2𝜋)𝑑|𝑣|)
(
1
2
)
𝑒 (−

1

2
 
(𝜁𝑖

𝑡 − 𝜇𝑡)
𝑇
(𝜁𝑖

𝑡 − 𝜇𝑡)

𝑣
) (2-27) 

 

El valor del radio es crucial en el algoritmo VSA, ya que define el límite del vector aleatorio 𝜻𝒊
𝒕. La 

matriz de covarianzas se simplifica de acuerdo con lo mostrado en la Ecuación (2-28) [132]. 

 

𝜎0 =
max{𝑥𝑚𝑎𝑥} − min{𝑥𝑚𝑖𝑛}

2
 (2-28) 

 

El paso siguiente implica evaluar las soluciones potenciales asociadas con cada valor aleatorio de 

la matriz gaussiana. Estas soluciones deben estar conectadas para establecer un nuevo centro que 

facilite el avance en el espacio de solución. La convergencia y, por ende, la mejor solución del 

problema se logra mediante la reducción del radio, que ocurre en cada iteración al usar la función 

de selección del nuevo radio basada en la función gamma inversa [125]. La Ecuación (2-29) expone 

la expresión de la reducción del radio, donde 𝑎 es un parámetro constante que controla la velocidad 

de descenso del radio de la hiperesfera que representa el espacio de solución. Por último, la Figura 

2-15 expone el pseudocódigo que describe el proceso iterativo del VSA. 

 

𝑟𝑡+1 = 𝜎 (1 −
𝑡

𝑡max
) 𝜖

(−𝑎
𝑡

𝑡𝑚𝑎𝑥
)
  (2-29) 
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Figura 2-15: pseudocódigo del algoritmo VSA. Adaptado de [130]. 

 

 

 

2.3.3 Algoritmo de enjambre de salpas 

 

El algoritmo de salpas es una técnica de optimización basada en el comportamiento de las salpas. 

Fue desarrollado en 2017 por Mirjalili et al. [133]. Las salpas son similares a las medusas tanto en 

apariencia como en comportamiento. Su cuerpo es transparente y tiene forma de barril, sus tejidos 

son parecidos y se desplazan en el agua mediante el bombeo de esta a través de su cuerpo [134]. 

 

La razón fundamental por la cual el comportamiento de las salpas es considerado para resolver 

problemas de optimización es la tendencia a coexistir en enjambres, debido a las condiciones de 

su entorno. La forma de agruparse les permite desplazarse eficientemente al formar cadenas entre 

ellas y acceder en áreas de difícil ingreso para alimentarse. Esta conducta de formar cadenas para 

desplazarse ha sido objeto de estudio, ya que las salpas lo realizan de manera rápida y coordinada 
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[135]. La cadena de salpas tiene la capacidad de dirigirse hacia la mejor fuente de alimento, la cual 

cambia constantemente. Esto les permite explorar el espacio de solución en busca de una 

respuesta óptima. Las principales características del algoritmo de optimización basado en el 

comportamiento de las salpas son [127]: 

 

• En cada iteración, la actualización de la población considera la mejor solución obtenida 

hasta el momento. 

• El líder de la población actualiza su posición en función de la mejor fuente de alimento 

encontrada en cada iteración, lo que le permite explorar el espacio de solución cercano. 

• El algoritmo se beneficia de dos comportamientos en el movimiento de las salpas, lo que 

evita que se quede atrapado en óptimos locales. 

 

Las etapas en las que se desarrolla el algoritmo SSA son las siguientes: 

 

i. En la primera etapa, se define la población inicial mediante la matriz expuesta en la 

Ecuación (2-30). Con lo anterior, la cadena inicial de salpas se establece de manera 

aleatoria mediante la Ecuación (2-31). Cada salpa representa una posible solución al 

problema de optimización, es decir, una fila dentro de la matriz. 

 

𝑆𝑙𝑡 =

[
 
 
 
 𝑆𝑙11

𝑡

𝑆𝑙21
𝑡

⋮
𝑆𝑙𝑁𝑣1

𝑡

𝑆𝑙12
𝑡

𝑆𝑙22
𝑡

⋮
𝑆𝑙𝑁𝑖21

𝑡

···
···
⋱
···

𝑆𝑙𝑁𝑣

𝑡

𝑆𝑙𝑁𝑣

𝑡

⋮
𝑆𝑙𝑁𝑣𝑁𝑣

𝑡
]
 
 
 
 

 (2-30) 

𝑆𝑙𝑖
𝑡 = 𝑟𝑎𝑛𝑑(𝑦𝑖

𝑚𝑎𝑥 − 𝑦𝑖
𝑚𝑖𝑛) + 𝑦𝑚𝑖𝑛 

𝑖 = 1, 2, 3, … ,𝑁𝑖  
(2-31) 

 

En la ecuación previa, 𝑆𝑙𝑖
𝑡 representa una salpa individual, mientras que 𝑦𝑖

𝑚𝑎𝑥y 𝑦𝑖
𝑚𝑖𝑛 son 

los límites superior e inferior del espacio de solución, respectivamente. El término 𝑁 se 

refiere al número de individuos en la población, y 𝑡 es el número de iteraciones. Es 

importante señalar que cada salpa, definida como 𝑆𝑙𝑡, contiene los parámetros de solución 

para el problema de optimización. 
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Después de crear la población inicial, se realiza una evaluación de cada salpa utilizando la 

función objetivo. Se determina cuál salpa obtiene el mejor resultado mediante la Ecuación 

(2-32). En cada iteración, la salpa que logre el mejor valor para la función objetivo será 

considerada como el líder de la población. 

 

𝑆𝑙𝑙𝑑𝑟
𝑡 = 𝑆𝑙𝑏𝑒𝑠𝑡

𝑡  (2-32) 

 

ii. La segunda etapa define el movimiento de las salpas. La población se divide en dos grupos: 

el movimiento en relación con el líder y los movimientos entre los seguidores. El líder es la 

salpa que ha obtenido la mejor solución en la iteración actual y se encuentra al principio 

de la cadena de salpas. Su función es guiar el movimiento de las demás salpas de la 

población en busca de la fuente de alimento. La actualización del líder de las salpas se 

produce en cada iteración y depende del movimiento realizado y el resultado de la función 

objetivo al evaluar cada individuo de la población.  

 

El movimiento con relación al líder inicia desde la salpa líder de la cadena hasta la mitad de 

la población del enjambre de salpas. Este proceso implica un movimiento aleatorio que 

considera las restricciones del problema de optimización. Gracias a esto, se logra una 

exploración adecuada del espacio de solución alrededor del líder. Matemáticamente, este 

movimiento se expresa de acuerdo con lo registrado en la Ecuación (2-33), donde 𝑆𝑙𝑖,𝑗
𝑡  

representa la posición del líder en el espacio de solución, 𝑆𝑙𝑙𝑑𝑟(1,𝑗)
𝑡  es la fuente de alimento 

en el espacio de solución, 𝑦𝑗
𝑚𝑎𝑥 y 𝑦𝑗

𝑚𝑖𝑛 son los límites superior e inferior del espacio de 

solución, y 𝐶2 y 𝐶3 son valores aleatorios en el rango de [0,1]. El parámetro 𝐶1 está definido 

en la Ecuación (2-34), que se utiliza para mantener el equilibrio entre la exploración y 

explotación del espacio de solución. Para este caso, 𝑡 y 𝑡𝑚𝑎𝑥 definen la iteración actual y 

el número máximo de iteraciones, respectivamente. 

 

𝑆𝑙𝑖,𝑗
𝑡 = {

𝑆𝑙𝑙𝑑𝑟(1,𝑗)
𝑡 + 𝐶1 ((𝑦𝑗

𝑚𝑎𝑥 − 𝑦𝑗
𝑚𝑖𝑛)𝐶2 + 𝑦𝑗

𝑚𝑖𝑛)       𝐶3 ≥ 0

𝑆𝑙𝑙𝑑𝑟(1,𝑗)
𝑡 − 𝐶1 ((𝑦𝑗

𝑚𝑎𝑥 − 𝑦𝑗
𝑚𝑖𝑛)𝐶2 + 𝑦𝑗

𝑚𝑖𝑛)       𝐶3 < 0
 (2-33) 
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𝐶1 = 2𝑒
−(

4𝑡
𝑡𝑚𝑎𝑥

)
2

 (2-34) 

 

El movimiento entre los seguidores se aplica a la población restante, es decir, a las salpas 

que se encuentran desde la mitad de la cadena hasta el final. Para este propósito, se utiliza 

la tercera ley del movimiento de Newton para representar el movimiento de las salpas 

seguidoras, como se muestra en la Ecuación (2-35), donde 𝑆𝑙𝑖
𝑡 es la posición de la salpa. 

Este tipo de movimiento se basa en compartir información con las salpas adyacentes, lo 

que permite generar nuevas ubicaciones en el espacio de solución. 

 

𝑆𝑙𝑖
𝑡 =

𝑆𝑙𝑖 − 𝑠𝑙𝑖−1

2
 (2-35) 

 

iii. Finalmente, la tercera etapa hace referencia a la actualización del líder y de los seguidores, 

que se realiza con las Ecuaciones (2-33) y (2-35). Con esto, la posición del líder y los 

individuos se modificaría, definiendo al nuevo líder como el individuo que proporcione la 

mejor solución objetivo en la iteración que se lleve a cabo. 

 

La Figura 2-16 muestra el pseudocódigo que describe el proceso iterativo del SSA. 
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Figura 2-16: pseudocódigo del algoritmo SSA. Adaptado de [127]. 

 

 

 

2.3.4 Codificación de los parámetros geométricos del impulsor de PAT 

 

Para la codificación del problema de la maximización de la eficiencia hidráulica del impulsor de PAT, 

la Tabla 2-11 expone un vector de una fila y diez columnas (1x10) con los parámetros geométricos 

que se expusieron en la caracterización del perfil hidráulico (sección 2.1). Los valores que 
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adoptaron las variables dependen del rango asignado en las restricciones técnico operativas 

(sección 2.2.2). Con base en el modelo analítico seleccionado para la rutina de optimización, las 

variables que no fueron tenidas en cuenta se descartaron y se restringieron únicamente las que la 

ecuación consideró. 

 

Tabla 2-11: codificación del problema de la maximización de la eficiencia hidráulica del impulsor 

de PAT. 

 

Sección Entrada Salida Álabe 

Parámetros 
𝑟1  

(mm) 

𝑟𝑠ℎ 

(mm) 

𝑏1 

(mm) 

𝛽1 

(°) 

𝜆 

(°) 

𝑟2 

(mm) 

𝑏2 

(mm) 

𝛽2 

(°) 

𝑧 

(-) 

𝛿 

(mm) 

 

Con base en los algoritmos de optimización presentados en esta sección, se concluyó el desarrollo 

del tercer objetivo de la presente investigación. 

 

2.4 Simulación numérica 

 

La simulación numérica se utilizó para validar la cabeza hidráulica optimizada en la sección 2.3, 

respecto a la PAT base. La Figura 2-17 muestra el diagrama de flujo del proceso de simulación 

numérica para el perfil original y optimizado, realizada con el módulo CFX del programa Ansys 

Workbench. Se puede observar dos eventos en el procedimiento: modelado computacional, del 

impulsor y simulación, delimitado en recuadros de color azul y verde, respectivamente. Para los 

volúmenes de control del tubo de entrada, voluta, impulsor y tubo de salida, se realizaron en el 

módulo SpaceClaim, mientras que el proceso de discretización se realizó en el módulo Meshing. 

Para el modelado del volumen de control del impulsor, el perfil hidráulico se desarrolló en el 

módulo BladeGen, mediante los parámetros geométricos reportados en el estudio base. 

Finalmente, el proceso de simulación se realizó en el módulo CFX, de la siguiente forma: se 

configuró las condiciones de frontera (entrada y salida), se establecieron las condiciones del 

simulador, con base en el equipo de cómputo utilizado, y se validaron los resultados de forma 
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numérica y fluido dinámica. Con base en el modelado original [112], no fue posible modelar la 

cámara inferior y superior, debido a la carencia del dimensionamiento para ambos elementos. 

 

Figura 2-17: diagrama de flujo del proceso de simulación de la PAT.  
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El modelado y la simulación aplicada a la turbo máquina P21, además de la validación del proceso 

de optimización, se realizó conforme los pasos vistos en la Figura 2-17. A continuación, se detalla 

de cada procedimiento computacional llevado a cabo en la investigación. 

2.4.1 Parametrización del impulsor 

 

La parametrización del impulsor se realizó en los módulos Vista CPD y BladeGen del software Ansys 

Workbench, con el fin de obtener un perfil hidráulico aproximado de la PAT. Con base en los 

parámetros geométricos, la Figura 2-18 presenta los datos ingresados en el BEP de la turbo 

máquina en el módulo Vista CPD (Centrifugal pump design, por su traducción desde el inglés). Los 

datos ingresados fueron en modo bomba, debido que la vista CPD está diseñada en ese modo de 

operación. En (a) se aprecia el cálculo de la eficiencia hidráulica con base en la eficiencia 

volumétrica, mecánica y global del sistema. Sin embargo, debido que el estudio base de la PAT no 

reportó ambos datos, se configuró con base en los valores registrados en el programa. 

Seguidamente, en (b) se registró la información del BEP y el ángulo de entrada, que es equivalente 

al ángulo de flujo visto en la sección 1.1.8. y explicado con detalle en (c), mediante el triángulo de 

velocidades. Además, se configuró la velocidad meridional, establecida en 1, con el fin que la 

variable sea homogénea en el borde de ataque del álabe (ver Figura 1-8).  

 

Figura 2-18: registro de datos del BEP en el módulo Vista CPD. 
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Seguidamente, se configuró los parámetros geométricos del impulsor. La Figura 2-19 muestra el 

cuadro de registro de datos que proporciona la Vista CPD. En principio, se configuró la relación 

entre la carcasa inferior y eje. Sin embargo, dado la carencia en este parámetro, se asume un valor 

equivalente a 1. Por otra parte, 𝛽1 se tabuló para la carcasa superior e inferior con 30 ° en ambos 

casos. De igual forma, fue configurado 𝐷2, 𝛽2, 𝑧 y 𝛿, de acuerdo con lo reportado en el artículo 

base. Finamente, la inclinación del borde de salida y de la curvatura de la carcasa inferior se 

mantuvieron por defecto, debido a la carencia de ambos datos. 

 

Figura 2-19: registro de los parámetros geométricos del impulsor. 

 

 

 

La Figura 2-20 presenta los resultados obtenidos en el modelado del perfil hidráulico del impulsor. 

Se puede observar tres conjuntos de resultados, donde se detalla en (a) el rendimiento calculado 

(Overall performance) y en (b) entrada del impulsor (Impeller inlet) y salida del impulsor (Impeller 

exit). 

El conjunto del rendimiento calculado en (a) se presenta en dos secciones. La primera sección 

expone las expresiones matemáticas para el cálculo de la velocidad específica de la bomba de 

forma adimensional (Ω𝑠), sistema estadounidense (𝑁𝑠) y sistema europeo (𝑛𝑞). El sistema europeo 

es el equivalente al 𝑁𝑠𝑝 visto en la Ecuación (1-1) y el que está registrado en la Tabla 2-2. Además, 
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se muestra la velocidad especifica de succión (𝑁𝑠𝑠), junto a la potencia requerida por la bomba 

(𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟). La segunda sección presenta la energía transferida al fluido (𝜓, como head coeff), el flujo 

que circula por la bomba (𝜙, como Flow coeff), factor de estabilidad de la curva característica con 

un flujo cercano a cero (𝐾𝑠), la cabeza neta de succión positiva requerida (𝑁𝑃𝑆𝐻𝑟) y el coeficiente 

de difusión (diffn ratio). Con base a la guía del software Ansys Vista CPD [136], se debe considerar 

lo siguiente: 

 

• Ω𝑠 indica flujo radial si el valor calculado está entre el rango de 0,3-0,8. 

• 𝑁𝑠𝑠 indica el rendimiento de cavitación de la bomba. Se clasifica en el siguiente rango:  

o 1,5 indica cavitación deficiente.  

o 2,5 indica cavitación razonable. 

o 4,0 indica cavitación bueno.  

o > 4,0 indica cavitación excepcional. 

• 𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟 incluye la eficiencia global de la turbo máquina para el cálculo. Se define de la 

siguiente forma: 𝜂𝑏𝑜𝑚𝑏𝑎 = 𝜂ℎ𝑖𝑑𝑟á𝑢𝑙𝑖𝑐𝑎 · 𝜂𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 · 𝜂𝑚𝑒𝑐á𝑛𝑖𝑐𝑎 

• 𝐾𝑠 mide que tan estable es la curva característica de la bomba, cuando el flujo se aproxima 

a cero. Debe ser un valor mayor o igual a 0,9. 

• 𝐷𝑖𝑓𝑓𝑛 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 debe ser un valor cercano a cero y no superior a 0,25. Un valor de cero, indica 

la máxima eficiencia del flujo, cuando las velocidades relativas son equivalentes (𝑊1 = 𝑊2)  

 

Seguidamente, el conjunto de la entrada del impulsor en (b) expone los parámetros del perfil 

hidráulico en las capas representadas en color azul, rojo y verde. Las variables geométricas 

expuestas fueron las siguientes: diámetro de succión (𝐷𝑒, como eye diameter, equivale a 2 · 𝑟1), 

diámetro del eje (𝐷ℎ, como hub diameter, equivale a 2 · 𝑟𝑠ℎ), espesor de los álabes (𝑇ℎ𝑘, equivale 

a 𝛿), y el ángulo de entrada del álabe 𝛽1
′  (equivale a 𝛽1). Las capas hacen referencia a la división del 

modelado del álabe en diferentes secciones. Este aspecto se abordó en el Módulo BladeGen. 

 

Por último, el conjunto de la salida del impulsor, en (b), se encontraron parámetros relevantes 

como: diámetro del impulsor (𝐷2, equivale a 2 · 𝑟2), ancho de salida del impulsor (𝐵2, equivale a 

𝑏2) y 𝑙𝑒𝑎𝑛 (equivale a la inclinación del borde de salida de la Figura 2-19). 
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Para resaltar, los parámetros que no fueron mencionados en la Figura 2-20, no fueron relevantes 

en el modelado preliminar, debido que le perfil hidráulico se debió parametrizar en el módulo 

BladeGen.  

 

Figura 2-20: resultados obtenidos en la Vista CPD para el modelado del impulsor. 

 

 

 

Adicionalmente, el software reportó una eficiencia de 68,15 %, obteniendo un error relativo de 

5,66 %. Sin embargo, la eficiencia obtenida en vista CPD es la global, en lugar de la eficiencia 

hidráulica. Por otra parte, parámetros como 𝜆, 𝑏1, 𝛽2 y 𝜑 no se reportaron en los resultados y no 

fue posible compararlos desde el módulo Vista CPD. Por lo tanto, estos se modificaron en 

BladeGen. 

 

Posterior a la parametrización base en la vista CPD, el módulo BladeGen permitió la modificación 

del perfil hidráulico con base en los parámetros geométricos registrados en la Tabla 2-4. Los autores 

 a as

 a as
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del estudio base de la PAT modelada (P21) realizaron investigaciones adicionales empleando la 

misma turbo máquina [112], [115], [137]–[140], donde se corroboraron las magnitudes del 

impulsor y se corroboró la curvatura del perfil hidráulico.  

 

La Figura 2-21 presenta los parámetros geométricos configurados del perfil hidráulico del impulsor, 

dividido en cuatro secciones: en (a) se muestra el perfil hidráulico con la vista de la PAT base en la 

parte izquierda. En principio, se observa el modelado base de la PAT, que incluye la tubería de 

entrada y tubería de salida. Seguidamente, se observa el acercamiento del perfil ubicado en la parte 

derecha, donde se tiene parametrizado 𝑟1, 𝑟𝑠ℎ, 𝑏1, 𝜆, 𝑟2 y 𝑏2, con los valores reportados en el 

artículo base. Adicionalmente, en la misma vista puede observarse el eje de rotación y las capas 

utilizadas para la parametrización. En este caso, se utilizaron las capas de la carcasa superior e 

inferior (curvas extremas del perfil) y la capa central que está trazada con línea azul. El perfil 

hidráulico fue modificado partiendo de los resultados obtenidos en la vista CPD (ver Figura 2-20). 

Finalmente, es posible notar un espacio que hay entre el eje de rotación 

 

Seguidamente, en (b) se observa la vista álabe-álabe donde se tiene el resultado de la 

parametrización de 𝛽1, 𝛽2, 𝛿1, 𝛿2 y 𝜑, a lo largo del borde de ataque y borde de salida. Para el caso 

de 𝜑, el ángulo se toma como referencia desde el centro del eje de rotación hacia los bordes de 

ataque y salida. Sin embargo, por simplicidad se representa según lo expuesto en la figura. En (c) 

se detalla la curva parametrizada para 𝛽1, 𝛽2 y 𝜑 a lo largo de la trayectoria meridional del álabe 

(M-Prime), donde la curva tiende a ser lineal entre el borde de ataque (M-Prime=0) y borde de 

salida (M-Prime=1,25). De igual manera, (d) muestra la curva de tendencia del espesor del álabe. 
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Figura 2-21: parámetros geométricos configurados del perfil hidráulico. 
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2.4.2 Modelado del volumen de control del impulsor 

 

Con base en los parámetros establecidos en la Parametrización del impulsor, La Figura 2-22 

muestra el modelado del volumen de control del impulsor junto con los parámetros ajustados. El 

modelado fue realizado en SpaceClaim de Ansys. En (a) se observa la vista isométrica, superior y en 

corte del impulsor, donde se pueden localizar los parámetros 𝑧, 𝑟1, 𝑟𝑠ℎ, 𝑟2 y 𝑏2. Seguidamente, en 

(b) se muestra la vista superior, donde se expone el ángulo 𝜑 y los parámetros 𝛽2 y 𝛿2. 

Posteriormente, en (c) se visualiza la vista de los parámetros ubicados en el borde de salida del 

álabe, con uno de los álabes resaltados en naranja. Se visualizan los parámetros 𝜆 y 𝑏1. Finalmente, 

en (d) se expone la vista de la carcasa superior del impulsor, mostrando los parámetros 𝛽1 y 𝛿1. 

Cabe recordar que para el modelado se tuvo la nomenclatura en modo bomba, debido que la vista 

CPD y posterior parametrización en BladeGen se registró cada parámetro en este modo de 

operación. 
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Figura 2-22: modelado del volumen de control del impulsor con los parámetros geométricos. 

 

 

 

2.4.3 Modelado del volumen de control de voluta y tuberías 

 

La Figura 2-23 presenta el modelado de la geometría de la voluta con base en estudios previos de 

los autores [112], [115], [138], [139]. La voluta es de sección rectangular. Es importante destacar 



Capítulo 2 99 

 

que el proceso de modelado computacional se realizó con base en los artículos reportados, 

mediante ingeniería inversa. Por lo tanto, existe una propagación de errores geométricos.  

 

En (a) se muestra el modelado computacional del volumen de control, junto con las cotas del 

diámetro base (2𝑟3) y el diámetro de entrada de la voluta. Adicionalmente, se muestra la región de 

la garganta que es donde la sección se modifica para terminar en una circunferencia para conectar 

el tubo de entrada. En (b) se muestra una vista de corte lateral, donde se destaca la región de la 

interfaz, es decir, donde se acopla con el impulsor. Esta sección mide 14 mm, por lo que el espacio 

restante es considerado como pared en la simulación. Seguidamente, en (c) se observan las 

secciones de la voluta, junto con la sección de la garganta. En total se obtuvieron ocho secciones, 

separadas entre sí 45 °. Finalmente, en (d) se muestran las dimensiones para cada sección 

transversal desarrollada. Con base en el parámetro 𝐹, reportado en la Tabla 2-4, la sección de la 

garganta fue de 1188,51 mm², siendo un 2,43 % superior a la reportada en el artículo base. Basado 

en los estudios reportados en la sección de Pérdidas hidráulicas, en la voluta hay menor disipación 

de energía, en comparación con el impulsor. 

 

Figura 2-23: modelado del volumen de control de la voluta. 
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Para el caso de las tuberías de entrada y salida, la Figura 2-24 expone el modelado geométrico junto 

con el dimensionamiento, obtenido de estudios previos [112], [115], [139]. Ambas tuberías son 

necesarias para que haya un desarrollo del flujo en la turbo máquina. 

 

Figura 2-24: modelado del volumen de control de la tubería de entrada y salida. 

 

 

 

Por último, la Figura 2-25 muestra el ensamble del volumen de control de la turbo máquina. En (a) 

se detalla la vista explosionada, donde cada volumen de control es separado, mostrando el dominio 

rotacional y estacionario. Luego, en (b) se puede visualizar la interacción voluta – impulsor, 

mostrando los vectores de flujo en la interfaz que conectan ambos dominios, realizado con base 

en lo consultado en la sección de Análisis numérico y experimental. 
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Figura 2-25: ensamble del volumen de control de la turbo máquina. 

 

 

 

2.4.4 Discretización del volumen de control 

 

Para la discretización del volumen de control, se realizó un estudio de malla mediante el índice de 

convergencia de malla (GCI). El GCI se basa en el método de extrapolación de Richardson [141]. 

Este método permite estimar una solución exacta de una variable fluido dinámica cuando el 

número de elementos de la malla tiende a infinito. Además, determina una malla adecuada para 

simulaciones posteriores. En la literatura se han realizado estudios sobre turbinas gravitacionales 
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de vórtice [142], [143], y PATs [142]–[147] analizando variables como la altura, el torque y el paso 

de tiempo. Las ecuaciones utilizadas en esta metodología son las siguientes:  

 

• La Ecuación (2-36) es el tamaño representativo de malla ℎ, que depende del número de 

elementos de malla 𝑁. Deben evaluarse al menos tres configuraciones de malla. Se tiene 

en cuenta que ℎ1 < ℎ2 < ℎ3, siendo 𝑁1 la malla refinada. 

• La Ecuación (2-37) hace referencia al factor de refinamiento 𝑟 depende de ℎ. Las variables 

ℎ𝑐 y ℎ𝑓 indica el tamaño representativo de una malla poco refinada en relación con una de 

mayor número de elementos, respectivamente. Para tres configuraciones de malla, se 

tiene que: 𝑟21 = ℎ2/ℎ1, y 𝑟32 = ℎ3/ℎ2. 

• La Ecuación (2-38) es el orden aparente 𝑝, que depende de 𝑟 y de una variable de control 

resultante en simulaciones previas (𝜙) con diferente número de malla. En este caso, 𝜀32 =

𝜙3 − 𝜙2, y 𝜀21 = 𝜙2  − 𝜙1. ε n  d    s r i  a  a   r .  i 𝜀32/𝜀21 ≤ 0, indica convergencia 

oscilatoria. Adicionalmente, 𝑞(𝑝) = 0 si 𝑟21 = 𝑟32. El orden aparente depende del orden 

de la simulación.  

• La Ecuación (2-39) hace referencia al valor extrapolado 𝜙𝑒𝑥𝑡
21  cuando ℎ tiende a cero. Este 

es el resultado para la comparación de dos mallas. Para tres mallas, el cálculo se realiza 

considerando la malla refinada y la intermedia. 

• La Ecuación (2-40) representa error relativo aproximado de la malla fina 𝑒𝑎
21. Es el error 

relativo entre las variables de interés de las mallas evaluadas. 

• La Ecuación (2-41) es el error relativo de malla fina extrapolado 𝑒𝑒𝑥𝑡
21 . El resultado obtenido 

en la Ecuación (2-39) se compara con la variable de interés obtenida en la simulación. 

• La Ecuación (2-42) calcula el índice de convergencia de malla 𝐺𝐶𝐼𝑓𝑖𝑛𝑎, para un orden 

aparente entre 0,95 y 2,05. Se utilizó 1.25 porque es un factor de seguridad recomendado 

en la literatura [142]. En caso de que el orden aparente sea mayor a 2,05, se utiliza la 

Ecuación (2-43), donde Δ𝑀 = max(|𝜙2 − 𝜙1|,  |𝜙3 − 𝜙2|,  |𝜙3 − 𝜙1|). 

 

ℎ𝑖 = (
1

𝑁𝑖

)
1/3

 (2-36) 
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𝑟 =
ℎ𝑐

ℎ𝑓
 (2-37) 

𝑝 =
1

𝑙𝑛(𝑟21)
|𝑙𝑛|𝜀32/𝜀21| + 𝑞(𝑝) (2-38) 

𝜙
𝑒𝑥𝑡
21 =

𝑟21
𝑝

𝜙
1
− 𝜙

2

𝑟21
𝑝

− 1
 (2-39) 

𝑒𝑎
21 = |

𝜙
1
− 𝜙

2

𝜙
1

| (2-40) 

𝑒𝑒𝑥𝑡
21 = |

𝜙
𝑒𝑥𝑡
12 − 𝜙

1

𝜙
𝑒𝑥𝑡
12 | (2-41) 

𝐺𝐶𝐼𝑓𝑖𝑛𝑎
21 =

1,25𝑒𝑎
21

𝑟21
𝑝

− 1
, 𝑐𝑜𝑛 0,95 ≤ 𝑝 < 2,05 (2-42) 

𝐺𝐶𝐼𝑓𝑖𝑛𝑒
21 = 𝑚𝑎𝑥 (

1,25 𝑒𝑎
21

𝑟21
𝑝

− 1
,
1,25𝛥𝑀

|𝜙1|
) , 𝑐𝑜𝑛 𝑝 ≥ 2,05 (2-43) 

 

La Tabla 2-12 presenta los resultados obtenidos para las tres mallas analizadas en términos de 

cabeza y eficiencia. El resultado relevante es el GCI obtenido del valor extrapolado cuando la malla 

tiende a elementos infinitos. Respecto al orden aparente de la simulación, este valor fue superior 

a 2,05, siendo el valor máximo obtenido de 2,622. De acuerdo con la literatura, las causas por las 

que el orden aparente fue superior al orden de la simulación son debido al refinamiento de la malla 

[148], y que 𝜀32 − 𝜀21 es un valor cercano a cero [141]. 

 

Tabla 2-12: resultados obtenidos de independencia de malla. 

 

Variable Cabeza Eficiencia Detalle 

𝑁1  3’659.863 Malla refinada 

𝑁2  ’8 6. 37 Malla intermedia 

𝑁3  ’ 38.7   Malla grande 

𝜙1 59,037 786,982 Variable de interés 

𝜙2 59,046 76,994 Variable de interés  

𝜙3 59,088 77,054 Variable de interés 

ℎ1 3,48E-03 Malla refinada 
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Variable Cabeza Eficiencia Detalle 

ℎ2 4,66E-03 Malla media 

ℎ3 7,64E-03 Malla grande 

𝑟21 1,34 𝑟 ≥ 1,3 

𝑟32 1,64 𝑟 ≥ 1,3 

𝜀21 9E-03 1,2E-02 
𝜀21 y 𝜀32 no deben ser valores cercanos a cero 

𝜀32 4,2E-02 6E-02 

𝜀32/𝜀21 4,67 5 𝜀32/𝜀21 < 0 incida convergencia oscilatoria 

𝑠 1 1 Signo matemático 

𝑞(𝑝) -0,826 -0,848 Si 𝑞(𝑝) = 0, indica que 𝑟21 = 𝑟32  

𝑝 2,460 2,622 Debe ser aproximado al orden de la simulación 

𝜙𝑒𝑥𝑡 59,028 76,971 Valor extrapolado para ℎ = 0 

𝑒𝑎
21 (%) 0,015 0,016 

Error relativo sin considerar el valor 

extrapolado 

𝑒𝑒𝑥𝑡
21  (%) 0,015 0,014 Error relativo considerando el orden aparente 

𝐺𝐶𝐼12 (%) 0,108 0,117 GCI para la malla refinada 

 

La Figura 2-26 muestra los gráficos que representan el comportamiento de convergencia de la 

variable extrapolada de cabeza (a) y eficiencia hidráulica (b) con respecto al tamaño de malla 

representativo. Tras analizar la extrapolación de Richardson, se determinó que la malla de 

 ’8 6. 37 elementos fue la opción adecuada debido a que el GCI era menor al 1 %, valor inferior al 

5 % sugerido por la literatura [145]–[147]. 
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Figura 2-26: independencia de malla para la cabeza y eficiencia. 

 

 

 

La malla seleccionada mediante el método de extrapolación de Richardson se desarrolló en el 

módulo Meshing de Ansys 2023 R1, que ha sido utilizado por diversos estudios en la literatura [39], 

[52], [53], [81], [144], [149]–[152]. La Figura 2-27 muestra la malla seleccionada en el método de 

extrapolación de Richardson. Se puede observar una vista de corte lateral en (a), junto con una 

vista en corte frontal en (b), donde ambos muestran la discretización del impulsor y la voluta. Para 

considerar los fenómenos de viscosidad en las paredes, se utilizó el criterio del 𝑦+ para determinar 

la capa límite. Como resultado, se obtuvo un promedio de 35,29, valor que está acorde con el 

artículo base [112]. 
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Figura 2-27: malla del volumen de control del impulsor y la voluta. 

 

 

 

La Tabla 2-13 expone las métricas de la malla seleccionada, que relaciona la calidad requerida por 

el módulo Meshing y el solucionador Ansys-CFX [153], [154]. La relación aspecto máxima obtenida 

en la malla es aceptable de acuerdo con lo requerido por el software y también un reporte de un 

estudio que obtuvo un valor de 74,57 [155]. Seguidamente, la oblicuidad obtenida estuvo por 

debajo del valor límite requerido por Meshing. Adicionalmente, un estudio realizado por Ramírez 

et al. [156] expuso un ángulo ortogonal aceptable de 26,41, siendo inferior respecto al obtenido 

por el presente estudio. En contraste, la calidad ortogonal obtuvo un valor mínimo de 0,102. Sin 

embargo, el promedio fue de 0,7999. Finalmente, las métricas de malla, con base en los aspectos 

del software Ansys, estuvieron dentro del rango requerido. 

 

Tabla 2-13: métricas de malla. 

 

Módulo Métrica Mínimo Promedio Máximo Rango 

Meshing 

Relación aspecto 1,158 1,861 10,904 𝑥 < 1000 

Calidad ortogonal 0,102 0,799 0,999 𝑥 > 0,16 

Oblicuidad 2,09E-09 0,200 0,898 𝑥 < 0,9 

Ángulo ortogonal  39,1 ° - 57,2 ° Aceptable 
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Módulo Métrica Mínimo Promedio Máximo Rango 

CFX 

solucionador 

Factor de expansión  4 - 17 𝑥 < 20 

Relación aspecto  4 - 6 Bueno 

 

2.4.5 Configuración y condición de la simulación 

 

Las condiciones de frontera se establecieron acorde con el artículo base [112]. Para este propósito, 

las ecuaciones de gobierno consideraron la continuidad y el modelo RANS (Promedio de Reynolds 

Navier-Stokes, por sus siglas en inglés), expuestas en la Ecuación (2-44) y Ecuación (2-45), 

respectivamente [151]. 

 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢𝑖)

𝜕𝑥𝑖
= 0 (2-44) 

𝜕𝜌𝑢𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗)

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝜌′

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
[𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
)] (2-45) 

 

El modelo de turbulencia SST (transporte de esfuerzo cortante, por sus siglas en inglés) es un 

modelo de dos ecuaciones en las que se relaciona la energía cinética y la frecuencia turbulenta. En 

la Ecuación (2-46) y Ecuación (2-47) se presentan ambas expresiones [53], [151], [157]. Un estudio 

realizado por Plua et al. [41] encontró que este modelo es el segundo más utilizado para la 

simulación de PAT (siendo el más utilizado el 𝑘 − 𝜀), preferido en el 27 % de los análisis. 

 

𝜕(𝜌𝑘)

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢𝑖𝑘)

𝜕𝑥𝑖
= 𝑃𝑘 − 𝛽𝜌𝑘𝜔 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[(𝜇 + 𝜎𝑘𝜇𝑡)

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑖
] (2-46) 

𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢𝑖𝜔)

𝜕𝑥𝑖
= [

5

9
𝐹1 + 0.44(1 − 𝐹1)]

1

𝑣𝑡
𝑃𝑘 − 𝛽𝜌𝜔2 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[(𝜇 + 𝜎𝜔𝜇𝑡)

𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
] 

+2(1 − 𝐹1)
𝜌𝜎𝜔2

𝜔

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
 

(2-47) 

 

El cálculo del estrés de Reynolds en el modelo SST es basado en la hipótesis de Boussinesq, 

expuesto en la Ecuación (2-48) [53], [158]. 
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𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′ = 𝑣𝑡 (
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) +

2

3
𝑘𝛿𝑖𝑗  (2-48) 

 

Finalmente, la viscosidad cinemática turbulenta, 𝑣𝑡, se definió en la Ecuación (2-49) [53], [98], 

[159]. 

 

𝑣𝑡 =
𝑎1𝑘

max(𝑎1𝜔, 𝑆 𝐹2)
 (2-49) 

 

En la configuración del módulo CFX, se establece por defecto las funciones de pared del modelo 

SST como automático, por lo que el software activa las funciones al detectar que el fluido está cerca 

de regiones adyacentes a las paredes. La Tabla 2-14 presenta las condiciones de frontera 

establecidas en el módulo CFX de Ansys. En adición, la variable de salida (flujo másico) se modificó 

en diferentes valores, con el fin de construir la curva característica numérica. La interfaz 

seleccionada en el acople voluta – impulsor e impulsor – tubo de salida fue Frozen Rotor, utilizada 

para turbo máquinas [160], [161]. Finalmente, se simuló en doble precisión, con el fin de obtener 

resultados adecuados. 

 

Tabla 2-14: condiciones de frontera configurada en el módulo CFX de Ansys. 

 

Aspecto Selección 

Tipo de análisis Estado estacionario 

Fluido de trabajo Agua, a 25 °C 

Dominio estático Tubería de entrada, tubería de salida y voluta 

Dominio rotacional Impulsor 

Modelo de turbulencia 𝑆𝑆𝑇 𝑘 − 𝜔 

Variable de entrada Presión total (800kPa) 

Variable de salida Flujo másico 

Velocidad angular (rpm) 2900 
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Aspecto Selección 

Rugosidad (𝜇m) 50 

Interfaz Rotor congelado 

Orden de la simulación 2 

Valor residual  1 E-6 

Iteraciones 1000 

 

Finalmente, la Figura 2-28 presenta las condiciones de frontera con base en los dominios 

computacionales. En el volumen de control de la PAT se puede observar el sentido de flujo del agua, 

junto con las condiciones de entrada y salida y las interfaces utilizadas. 

 

Figura 2-28: condiciones de frontera en los dominios computacionales. 

 

 

 

El equipo utilizado para la simulación numérica se encuentra en el laboratorio de modelado, del 

Instituto Tecnológico Metropolitano de Medellín. Las características de cómputo fueron las 

siguientes:  

• Procesador: Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2667 0 @ 2,90GHz 2,90GHz (2 procesadores) 

• Núcleos: 12 
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• Memoria instalada (RAM): 64,0 Gb 

• Tipo de sistema: Sistema operativo de 64 bits, procesador x64 

• Tiempo de simulación promedio por cada condición de flujo másico:  12 horas con 15 

minutos. 

 

Finalmente, para las simulaciones del perfil optimizado propuesto, se realizó el procedimiento bajo 

las mismas condiciones, respecto a la metodología descrita, con la variación de la geometría del 

impulsor. 

 

 



 

 
 

3.  Resultados 

 

El presente apartado muestra los logros obtenidos mediante la metodología desarrollada en el 

capítulo 2. Se inició desde el análisis de los modelos analíticos desarrollados. Posteriormente, se 

realizó la selección de la ecuación para el proceso de optimización, con base en las PAT encontradas 

en la literatura y criterios técnico operativos. Seguidamente, se procedió a optimizar el impulsor 

con base en el modelo analítico seleccionado. Finalmente, se procedió a la validación de los 

parámetros optimizados, mediante simulación numérica y CFD. 

3.1 Análisis y validación de los modelos analíticos planteados 

 

En esta sección se realizó el análisis y validación de cada uno de los modelos analíticos desarrollados 

en la sección 2.2.3, empleando las turbinas encontradas en la literatura. Es importante notar que 

el número de turbinas empleado para cada validación fue variable, dado que la selección del 

modelo dependió de los parámetros geométricos obtenidos con la información disponible en las 

investigaciones consultadas. El objetivo de esta sección fue identificar cuál modelo permitió 

establecer un comportamiento aproximando fluido dinámicamente el mayor número de turbinas 

con un error relativo inferior al 20 %. La selección del error relativo se consideró con base en la 

literatura especializada como un valor aceptable para la cabeza hidráulica en el modelado 

computacional en PAT [40], [70], [71], [72].  

 

Como procedimiento, se evaluó cada modelo analítico propuesto, con el fin de verificar el error 

relativo obtenido con las PAT consultadas en la literatura. Como criterio de selección del mejor 

modelo, se tuvo en cuenta, en su orden, la cantidad proporcional de PAT en el rango permisible, el 

error relativo promedio y la desviación estándar. Posteriormente, se seleccionó el modelo final 

entre los candidatos destacados, con el fin de utilizarlo en las rutinas de optimización. Finalmente, 

se aclara que los gráficos que presenten error relativo negativo indican que la diferencia entre la 

cabeza experimental reportada por los artículos es inferior a la cabeza calculada. Por el contrario, 

cuando el error relativo es positivo, indica que la cabeza calculada es inferior a la cabeza 

experimental. 
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3.1.1 Modelo 1. Sin consideraciones previas 

 

La Figura 3-1 presenta el gráfico de barras del error relativo de la cabeza hidráulica obtenida 

mediante la evaluación del modelo 1, que consideró seis parámetros geométricos 

(𝑟1, 𝑟2, 𝑏1, 𝑏2, 𝛽1, 𝛽2). Se detalla un total de 10 de los 28 ejemplares evaluados, que reportaron los 

parámetros. Se obtuvo un error relativo máximo de 48,55 % en la PAT P21, mientras que el error 

relativo mínimo fue de 0,32 % en la PAT P14. Al considerar un error relativo aceptable del 20 %, 

seis PAT están por debajo de la cifra mencionada. Finalmente, el error relativo promedio para esta 

evaluación fue del 18,15 %.  

 

Figura 3-1: error relativo obtenido de la evaluación del modelo 1. 
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3.1.2 Modelo 2. Consideración del eje 

 

La Figura 3-2 presenta el gráfico de barras del error relativo de la cabeza hidráulica obtenida 

mediante la evaluación del modelo 2, que consideró siete parámetros geométricos 

(𝑟1, 𝑟2, 𝑟𝑠ℎ, 𝑏1, 𝑏2, 𝛽1, 𝛽2). Se detalla un total de 2 de los 28 ejemplares evaluados, que reportaron 

los parámetros. Se obtuvo un error relativo máximo de 22,29 % en la PAT P21, mientras que el error 

relativo mínimo fue de 8,25 % en la PAT P14. Al considerar un error relativo aceptable del 20 %, 

solo una PAT está por debajo de la cifra mencionada. Finalmente, el error relativo promedio para 

esta evaluación fue del 15,27 %. 

 

Figura 3-2: error relativo obtenido de la evaluación del modelo 2. 

 

 

 

3.1.3 Modelo 3. Consideración del ángulo de succión del álabe 

 

La Figura 3-3 presenta el gráfico de barras del error relativo de la cabeza hidráulica obtenida 

mediante la evaluación del modelo 3, que consideró siete parámetros geométricos 

(𝑟1, 𝑟2, 𝜆, 𝑏1, 𝑏2, 𝛽1, 𝛽2). Se detalla un total de 4 de los 28 ejemplares evaluados, que reportaron los 

parámetros. Se obtuvo un error relativo máximo de 42,58 % en la PAT P21, mientras que el error 

relativo mínimo fue de 4,54 % en la PAT P11. Al considerar un error relativo aceptable del 20 %, 
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dos PAT están por debajo de la cifra mencionada. Finalmente, el error relativo promedio para esta 

evaluación fue del 22,45 %. 

 

Figura 3-3: error relativo obtenido de la evaluación del modelo 3. 

 

 

 

3.1.4 Modelo 4. Consideración del eje y espesor de los álabes 

 

La Figura 3-4 presenta el gráfico de barras del error relativo de la cabeza hidráulica obtenida 

mediante la evaluación del modelo 4, que consideró nueve parámetros geométricos 

(𝑟1, 𝑟2, 𝑟𝑠ℎ, 𝑏1, 𝑏2, 𝛽1, 𝛽2, 𝛿, 𝑧). Se detalla un total de 1 de los 28 ejemplares evaluados, que 

reportaron los parámetros. Se obtuvo un error relativo máximo de 18,20 % en la PAT P21. Al 

considerar un error relativo aceptable del 20 %, La PAT está por debajo de la cifra mencionada. 
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Figura 3-4: error relativo obtenido de la evaluación del modelo 4. 

 

 

 

3.1.5 Modelo 5. Consideración del ángulo de succión y espesor de los álabes 

 

La Figura 3-5 presenta el gráfico de barras del error relativo de la cabeza hidráulica obtenida 

mediante la evaluación del modelo 5, que consideró nueve parámetros geométricos 

(𝑟1, 𝑟2, 𝜆, 𝑏1, 𝑏2, 𝛽1, 𝛽2, 𝛿, 𝑧). Se detalla un total de 4 de los 28 ejemplares evaluados, que reportaron 

los parámetros. Se obtuvo un error relativo máximo de 39,32 % en la PAT P21, mientras que el error 

relativo mínimo fue de 5,84 % en la PAT P11. Al considerar un error relativo aceptable del 20 %, 

dos PAT están por debajo de la cifra mencionada. Finalmente, el error relativo promedio para esta 

evaluación fue del 21,75 %. 
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Figura 3-5: error relativo obtenido de la evaluación del modelo 5. 

 

 

 

3.1.6 Modelo 6. Caudal como parámetro en la entrada 

 

La Figura 3-6 presenta el gráfico de barras del error relativo de la cabeza hidráulica obtenida 

mediante la evaluación del modelo 6, que consideró tres parámetros geométricos (𝑟2, 𝑏2, 𝛽2). Se 

detalla un total de 26 de los 28 ejemplares evaluados, que reportaron los parámetros. Se obtuvo 

un error relativo máximo de 27,02 % en la PAT P15, mientras que el error relativo mínimo fue de 

0,10 % en la PAT P09. Al considerar un error aceptable relativo del 20 %, 22 PAT están por debajo 

de la cifra mencionada. Finalmente, el error relativo promedio para esta evaluación fue del 12,09 

%. 
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Figura 3-6: error relativo obtenido de la evaluación del modelo 6. 

 

 

 

3.1.7 Modelo 7. Caudal y espesor de los álabes 

 

La Figura 3-7 presenta el gráfico de barras del error relativo de la cabeza hidráulica obtenida 

mediante la evaluación del modelo 7, que consideró cinco parámetros geométricos (𝑟2, 𝑏2, 𝛽2, 𝛿, 𝑧). 

Se detalla un total de 14 de los 28 ejemplares evaluados, que reportaron los parámetros. Se obtuvo 

un error relativo máximo de 24,14 % en la PAT P22, mientras que el error relativo mínimo fue de 

1,52 % en la PAT P11. Al considerar un error relativo aceptable del 20 %, 13 PAT están por debajo 

de la cifra mencionada. Finalmente, el error relativo promedio para esta evaluación fue del 9,57 %. 
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Figura 3-7: error relativo obtenido de la evaluación del modelo 7. 

 

 

 

3.1.8 Selección del modelo analítico 

 

La Tabla 3-1 presenta los modelos que tuvieron un mejor desempeño con base en los criterios de 

la cantidad proporcional de PAT en el rango permisible, el error relativo promedio y la desviación 

estándar. Con base en los resultados, se obtuvo lo siguiente: 

 

• Rango permisible (<20 %): el modelo 4 obtuvo el 100 % de PAT dentro del rango permisible, 

siendo en este caso para un ejemplar evaluado. Por su parte, el modelo 7 obtuvo una 

precisión del 92,86 % con 14 ejemplares y el modelo 6 con 84,62 % para 26 ejemplares. Por 

otra parte, el modelo 2, 3 y 5 obtuvieron un 50 % de las PAT dentro del rango, aunque estos 

modelos evaluaron entre dos y cuatro PAT. 

 

• Error relativo promedio: de los tres modelos que obtuvieron mejor rango permisible, el 

modelo 7 obtuvo el menor error relativo promedio, siendo de 9,57 %. Seguidamente, el 
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modelo 6 obtuvo un 12,09 %, mientras que el modelo 4, que fue el modelo mejor 

destacado del criterio anterior, obtuvo un error de 18,20 %. Por otra parte, el modelo 3 

obtuvo el mayor error relativo promedio, siendo de 22,45 %, seguido del modelo 5 con un 

21,75 %. 

 

• Desviación estándar: el modelo 7 obtuvo la menor desviación estándar, siendo de 0,090 m, 

seguido del modelo 6 con 0,113 m. El modelo con mayor desviación estándar fue el modelo 

3, con 0,263 m.  

 

Con base en el análisis anterior, el modelo 6 y 7 destacaron respecto a los criterios de selección, 

mientras que el modelo 4 sólo destacó en el rango permisible. Adicionalmente, se puede mencionar 

que el modelo 3 obtuvo el menor desempeño con base en los criterios. Al comparar los modelos 6 

y 7 respecto a los demás, se pudo notar que tienen una diferencia respecto a los datos de entrada: 

el modelo 6 y 7 consideraron el caudal en el BEP como variable, mientras que los demás modelos 

consideraron evaluaciones de la geometría. Lo anterior sugiere que los parámetros ubicados en la 

salida del impulsor de la PAT son sensibles respecto al cambio geométrico. Por otra parte, es posible 

que los modelos 4 y 5, que son los que mayor cantidad de parámetros geométricos aportaron, no 

obtuvieron un adecuado desempeño al considerar los parámetros de salida del impulsor. Por lo 

tanto, se recomienda un mayor desarrollo de los modelos 4 y 5 para estudios posteriores.  

 

En resumen, el modelo 7 obtuvo el mejor desempeño con base en los criterios de error relativo 

promedio y desviación estándar. Por lo anterior, este modelo fue utilizado en las rutinas de 

optimización. 
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Tabla 3-1: estadísticas de los modelos con mejor desempeño. 

 

Modelo 
Parámetros 

Geométricos 

PAT 

evaluadas 

Error 

≤ 20 % 

Error 

≤ 10 % 

Error 

≤ 5 % 

Desviación 

estándar 

(m) 

Error relativo 

promedio (%) 

M1 6 10 6 3 2 0,234 18,15 

M2 7 2 1 1 0 0,216 15,27 

M3 7 4 2 2 1 0,263 22,45 

M4 9 1 1 0 0 - 18,20 

M5 9 4 2 1 1 0,255 21,75 

M6 3 26 22 10 7 0,113 12,09 

M7 5 14 13 8 4 0,090 9,57 

 

3.2 Optimización del perfil hidráulico 

 

Para la optimización del perfil hidráulico, se consideró la maximización de la cabeza hidráulica, en 

lugar de minimizar la expresión. El criterio para la maximización se basó en la consulta del estado 

del arte, donde las variables geométricas investigadas en la sección de Modificaciones geométricas 

en impulsores radiales, se evidenció parámetros como el ancho del álabe en la entrada, el ángulo 

de entrada y el diámetro del impulsor, la eficiencia incrementaba con el aumento de la magnitud 

geométrica. Por otro lado, el objetivo de la presente investigación es el incremento de la eficiencia, 

en lugar de la minimización de la cabeza hidráulica. Seguidamente, los estudios consultados sobre 

la variación del número de álabes fueron determinantes para no considerar este parámetro en las 

iteraciones del algoritmo. Al realizar una prueba preliminar, los algoritmos tuvieron la tendencia 

de proporcionar el extremo límite, siendo de cuatro álabes en este caso. Al identificar que la 

reducción del número de álabes no aportaba en el aumento de la eficiencia, este parámetro se 

mantuvo constante en el proceso investigativo. Para que los algoritmos estuvieran en igualdad de 

condiciones, se estableció lo siguiente:  
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• Partículas: 100 

• Iteraciones: 2.000 

• Repeticiones del algoritmo: 1.000 

 

Los parámetros del algoritmo (partículas, iteraciones y repeticiones) se analizaron de forma 

heurística, mediante ensayo de prueba y error. Se pudo identificar que, al incrementar el número 

de partículas e iteraciones, no hubo cambio significativo en la respuesta de los parámetros 

geométricos analizados del modelo 7 y la cabeza hidráulica.  

 

Para el análisis de resultados, se consideró lo siguiente:   

 

• Convergencia: mediante el análisis de la función objetivo, se verificó que los resultados 

obtenidos cumplieran con las restricciones establecidas y con el resultado esperado.  

• Tiempo de procesamiento: tiempo que tardó en algoritmo en entregar la solución factible. 

• Desviación estándar: dispersión del resultado de cada parámetro geométrico. 

 

La Tabla 3-2 resume el promedio de los datos obtenidos en la evaluación de los algoritmos, 

comparado con los datos geométricos y de cabeza de la PAT modelada (P21).  Como resultado, el 

VSA obtuvo un menor tiempo de procesamiento, con un promedio de repetición de 0,051 

segundos, mientras que el algoritmo SSA tardó 3,31 veces más que el VSA. Seguidamente, el 

algoritmo SSA convergió respecto a los valores extremos seleccionados en las restricciones técnico 

operativas, mientras que el VSA obtuvo diferencias sutiles en los parámetros 𝛽2 y 𝛿. Finalmente, el 

PSO obtuvo los parámetros geométricos cercanos a los límites restringidos. Con respecto al 

resultado de la cabeza hidráulica, se obtuvo un error máximo de 6,10 % por parte del SSA, seguido 

del VSA con 6,07 % y el PSO de 6,00 %. La cabeza hidráulica obtuvo una diferencia máxima de 3,223 

m respecto al valor experimental, mientras que se obtuvo una diferencia de 0,102 m entre los 

algoritmos SSA y PSO. Con base en el valor mínimo y máximo, obtenido mediante 1.000 

repeticiones del algoritmo, el PSO presentó diferencias notables con los parámetros 𝛽2 y 𝛿, donde 

el valor mínimo y promedio hubo una diferencia relativa del 17,170% y 3,601%, mientras que, para 

los demás algoritmos, la diferencia fue menor al 1,58%. Finalmente, los tres algoritmos evaluados 

obtuvieron resultados acordes a lo esperado en la maximización de la cabeza hidráulica. 
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Tabla 3-2: resultados obtenidos en la evaluación del modelo 7. 
 

Parámetro P21 PSO VSA SSA 

𝑟2 (𝑚𝑚) 

Mínimo - 86,043 86,110 86,110 

Promedio 84,5 86,079 86,110 86,110 

Máximo - 86,110 86,110 86,110 

𝑏2 (𝑚𝑚) 

Mínimo - 13,891 14,000 14,000 

Promedio 14 13,976 14,000 14,000 

Máximo - 14,000 14,000 14,000 

𝛽2 (°) 

Mínimo - 24,945 29,868 30,130 

Promedio 25 30,116 30,101 30,130 

Máximo - 30,130 30,130 30,130 

𝛿 (𝑚𝑚) 

Mínimo - 3,400 3,400 3,400 

Promedio 3 - 3,5 * 3,527 3,407 3,400 

Máximo - 3,596 3,461 3,400 

𝑧(−)** - 6 6 6 6 

Cabeza (m) 

Mínimo - 55,885 55,878 56,023 

Promedio 52,8 55,967 56,006 56,023 

Máximo - 56,014 56,019 56,023 

Error (%) - 6,00 6,07 6,10 

Tiempo una repetición (s) - 0,064 0,051 0,215 

Tiempo 1.000 repeticiones (s) - 64,956 51,316 214,846 

 

*Espesor de 3 mm en el borde de ataque y 3,5 mm en el borde de salida. 

**El número de álabes se mantuvo constante en la evaluación de las rutinas de programación. La 

razón se debe a una respuesta preliminar obtenida, donde el algoritmo sugirió un valor mínimo de 

álabes. Sin embargo, en los estudios expuestos en las Modificaciones geométricas en impulsores 

radiales, dos estudios demostraron que tener un número bajo de álabes, la eficiencia disminuye. 
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Con el fin de comparar los resultados registrados en la Tabla 3-2, la Tabla 3-3 presenta el análisis 

de la desviación estándar para las 1.000 repeticiones de las rutinas de programación. Se pudo 

observar en los resultados que el algoritmo SSA no obtuvo variación en el parámetro 𝛽2, mientras 

que los demás parámetros estuvieron en el orden desde E-13. Seguidamente, el VSA tuvo variación 

mínima en los parámetros 𝑟2 y 𝑏2 en el orden de E-13 y E-14, respectivamente, mientras que 𝛽2 y 

𝛿 tuvieron una desviación estándar inferior a una unidad. En la misma línea, el PSO obtuvo, en 

general, variaciones en una unidad en los parámetros geométricos. Seguidamente, la cabeza tuvo 

una desviación estándar máxima de 0,152 m en el PSO, mientras que el SSA obtuvo la menor 

desviación estándar.  

 

Tabla 3-3: desviación estándar para las 1.000 repeticiones de los algoritmos. 
 

Parámetro PSO VSA SSA 

𝑟2 (𝑚𝑚) 0,187227 2,08E-13 2,08E-13 

𝑏2 (𝑚𝑚) 0,127293 8,16E-14 8,33E-14 

𝛽2 (°) 0,222969 0,044723 0 

𝛿 (𝑚𝑚) 0,05113 0,015185 1,48E-14 

Cabeza (m) 0,152128 0,070713 1,92E-13 

 

Finalmente, la Figura 3-8 muestra la comparación del cálculo de la cabeza hidráulica obtenida para 

las 1.000 repeticiones de los algoritmos de optimización. El rango normalizado para las gráficas en 

el eje Y estuvo entre 55,87, 56,03. Se puede observar que el gráfico obtenido con el PSO en (a) y 

VSA en (b), tuvo una oscilación similar, aunque más dispersa en el PSO, mientras que el VSA (c) se 

obtuvo convergencia en el mismo valor. 
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Figura 3-8: gráfico de comparación de la cabeza hidráulica obtenida para las repeticiones de los 

algoritmos de optimización 
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Aunque los algoritmos PSO y VSA presentaron mejor desempeño en el tiempo de ejecución y error 

en la cabeza hidráulica, y el SSA obtuvo una menor desviación estándar, fue necesario realizar la 

simulación numérica para verificar cuál de los tres algoritmos utilizados en la presente investigación 

incidió en el mayor incremento en la eficiencia hidráulica. 

 

3.3 Validación numérica y fluido dinámica 

 

En esta sección, se exponen los resultados de las simulaciones numéricas y fluido dinámicas 

realizadas al impulsor original y optimizado mediante PSO.  

 

3.3.1 Validación numérica del perfil original 

  

La Figura 3-9 presenta la validación del método numérico mediante la curva característica numérica 

y experimental de la simulación realizada con el impulsor base (P21). Se puede observar tres 

gráficas que relacionan las condiciones de operación, respecto al caudal. Seguidamente, se detallan 

dos curvas para cada gráfica: la curva azul hace referencia a los datos experimentales extraídos del 

artículo base de la PAT P21, mientras que la curva de color rojo es respecto a los resultados 

numéricos y CFD obtenidos con las expresiones de la sección de Ecuaciones de rendimiento en 

bombas.  

 

Como resultado, la curva que relaciona a la cabeza con el caudal en (a) muestra tendencia creciente 

para los datos experimentales y CFD. Por otra parte, el error relativo en la cabeza se mantuvo 

relativamente constante, que osciló entre 10,731 % y 12,357 %, obteniendo un error en el BEP de 

11,829 %. Aunque el análisis expuesto resultó en un error superior al 10 %, se pudo validar la misma 

tendencia hidráulica de los datos experimentales. Para el caso de la curva de eficiencia respecto al 

caudal en (b), hubo discrepancia respecto a las condiciones de carga parcial, obteniendo un error 

máximo de 76,606 % para el caudal mínimo evaluado y mínimo de 18,213 % para una condición de 

60 m³/h. Sin embargo, a medida que se evaluaba puntos cercanos del BEP, se pudo notar que el 
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error estuvo por debajo del 10 %, siendo 8,811 % en el BEP. EN resumen, para las condiciones 

descritas, la eficiencia tuvo un comportamiento adecuado en el punto de análisis y condiciones de 

sobrecarga, mientras que, para la región de carga parcial, se obtuvo variaciones significativas.  

 

Finalmente, la curva que relaciona la potencia con respecto al caudal en (c), mostró un 

comportamiento hidráulico similar al de la gráfica de la eficiencia hidráulica en (b). en la región de 

análisis del BEP y en condiciones de sobrecarga, se identificó un error relativo inferior al 20 %, 

mientras que, al operar con caudal de carga parcial, el error relativo fue similar al obtenido en la 

eficiencia hidráulica. La Tabla 3-4 registró los datos experimentales y CFD de los puntos analizados. 
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Figura 3-9: curva característica numérica y experimental de la PAT evaluada. 
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Tabla 3-4: comparación de datos experimentales y CFD de los puntos simulados. 

 

Caudal 

(m³/h) 

Cabeza 

Exp. (m) 

Cabeza 

CFD (m) 

Error 

relativo (%) 

Eficiencia 

Exp. (%) 

Eficiencia 

CFD (%) 

Error 

relativo (%) 

39,150 27,330 30,263 10,731 27,990 49,432 76,606 

48,938 30,600 34,203 11,775 52,950 74,371 40,455 

58,725 36,460 40,517 11,127 64,080 75,751 18,213 

78,300 52,800 59,046 11,829 70,760 76,994 8,811 

88,088 63,030 70,819 12,357 69,080 74,423 7,734 

97,875 75,640 84,178 11,288 66,230 70,995 7,194 

 

Como se mencionó previamente, el error relativo en la cabeza en la simulación numérica estuvo 

por debajo del 13 %, mientras que la eficiencia y potencia en carga parcial oscilaron entre 76 % y 

18 %. También se pudo notar que, en el BEP, el error fue inferior al 10 %. En condiciones de 

sobrecarga, el error tuvo tendencia en disminuir para la eficiencia y estabilizarse en la cabeza 

hidráulica. Las causales del error relativo obtenido se debieron a lo siguiente: 

 

• La ingeniería inversa aplicada para el modelado de los componentes de la PAT no incluyó 

la cámara superior e inferior, debido a la carencia de información. 

• Simplificaciones realizadas en la geometría para la adaptación del volumen de control del 

impulsor a los parámetros analizados en los modelos analíticos. 

• Calidad de la malla y consideraciones realizadas en la configuración de la simulación. 

• Acople entre el impulsor y la voluta, sin considerar las cámaras superior e inferior. 

• No se consideraron pérdidas mecánicas, además de componentes como sellos mecánicos, 

rodamientos, como lo reportado por Wang et al. [94], que obtuvieron un error inferior al 

10 % en la simulación. Los autores Ismail et al. [81] obtuvieron un error relativo de 11,38 % 

en la eficiencia del BEP al comparar la curva experimental con respecto a la simulación 

realizada. 
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3.3.2 Validación numérica del impulsor optimizado 

 

La Figura 3-10 expone la comparación de las modificaciones geométricas entre el impulsor P21 y el 

optimizado con PSO. Se puede visualizar la modificación de los parámetros 𝛽2 y 𝛿 en la vista 

superior para el impulsor base (a) y el impulsor optimizado (b), mientras que la modificación del 

radio del impulsor se observa en la vista de corte transversal para el impulsor base (c) y el 

optimizado (d). Finalmente, se presenta el espesor del álabe en el borde de salida, con base en la 

vista de la carcasa superior para el impulsor base (d) y para el optimizado (f). 

 

Figura 3-10: comparación modificaciones geométricas entre impulsor P21 y optimizado con PSO. 
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La Figura 3-11 presenta los resultados numéricos de la validación del método numérico de 

optimización de PSO, VSA y SSA, respecto a la curva P21 (simulación CFD) y experimental de la PAT 

base. Se puede observar tres gráficas que relacionan las condiciones de operación, respecto al 

caudal. Seguidamente, se detallan cinco curvas para cada gráfica: la curva azul hace referencia a 

los datos experimentales extraídos del artículo base, mientras que la curva de color rojo es la 

validación (P21). Las curvas restantes son las resultantes de los métodos de optimización mediante 

PSO (verde), VSA (amarillo) y SSA (violeta).  

 

Como resultado, la curva que relaciona a la cabeza con el caudal en (a) muestra tendencia similar 

de los analizados en los algoritmos respecto a la P21. Por otra parte, al realizar la comparación 

entre las simulaciones, se observó una diferencia máxima de 3,941 % para el caso del SSA en 

condición de sobrecarga, además de obtener variaciones positivas y negativas que determinaron 

que las curvas estuvieron por encima y debajo de la P21, respectivamente. Para el caso de la curva 

de eficiencia respecto al caudal en (b), hubo discrepancia respecto al primer punto en la condición 

de carga parcial, donde se encontró una diferencia de 14,962 % que indicó que la eficiencia estuvo 

por debajo de la P21. Sin embargo, la eficiencia incrementó a partir de la condición en el BEP, con 

un máximo de 1,112 % para el PSO, mientras que, para las condiciones de sobrecarga, la eficiencia 

hidráulica incrementó hasta 2,996 % para el mismo algoritmo. Para las condiciones descritas, la 

eficiencia fue inferior en condiciones de carga parcial, mientras que, para condiciones en el BEP y 

sobrecarga, se evidenció un incremento. Finalmente, la curva que relaciona la potencia con 

respecto al caudal en (c), mostró un comportamiento hidráulico similar al de la gráfica de la 

eficiencia hidráulica en (a).  

 

En resumen, mediante los impulsores optimizados, se identificó que la eficiencia se incrementó en 

el BEP y condiciones de sobrecarga. En la Tabla 3-5, Tabla 3-6 y Tabla 3-7 se registraron los datos 

obtenidos en la simulación numérica y comparación con la curva P21 para los algoritmos PSO, VSA 

y SSA, respectivamente, donde el caudal se registró como 𝑄/𝑄𝐵𝐸𝑃, donde 1 es el caudal en el BEP. 
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Figura 3-11: curva característica numérica de los datos experimentales, P21, y algoritmos PSO, VSA 
y SSA. 

 

Tabla 3-5: resultados numéricos obtenidos mediante la optimización del impulsor con PSO. 
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𝑸/𝑸𝑩𝑬𝑷 
Cabeza 

P21 (m) 

Cabeza 

PSO (m) 

Diferencia 

(%) 

Eficiencia 

P21 (%) 

Eficiencia 

PSO (%) 

Diferencia 

relativa (%) 

0,5 30,263 29,937 -1,076 49,432 42,211 -14,608 

0,625 34,203 34,478 0,804 74,371 72,421 -2,621 

0,75 40,517 41,043 1,300 75,751 74,864 -1,172 

1 59,046 58,186 -1,456 76,994 77,851 1,112 

1,125 70,819 68,790 -2,865 74,423 75,905 1,992 

1,25 84,178 80,878 -3,920 70,995 73,122 2,996 

 

Tabla 3-6: resultados numéricos obtenidos mediante la optimización del impulsor con VSA. 
 

𝑸/𝑸𝑩𝑬𝑷 
Cabeza 

P21 (m) 

Cabeza 

VSA (m) 

Diferencia 

(%) 

Eficiencia 

P21 (%) 

Eficiencia 

VSA (%) 

Diferencia 

relativa (%) 

0,5 30,263 30,938 2,230 49,432 44,851 -9,267 

0,625 34,203 35,024 2,399 74,371 71,786 -3,475 

0,75 40,517 40,680 0,403 75,751 73,714 -2,690 

1 59,046 58,051 -1,685 76,994 77,763 0,999 

1,125 70,819 68,695 -2,999 74,423 75,864 1,937 

1,25 84,178 80,850 -3,953 70,995 73,070 2,923 

 

Tabla 3-7: resultados numéricos obtenidos mediante la optimización del impulsor con SSA. 
 

𝑸/𝑸𝑩𝑬𝑷 
Cabeza 

P21 (m) 

Cabeza SSA 

(m) 

Diferencia 

(%) 

Eficiencia 

P21 (%) 

Eficiencia 

SSA (%) 

Diferencia 

relativa (%) 

0,5 30,263 29,994 -0,887 49,432 42,036 -14,962 

0,625 34,203 34,798 1,740 74,371 71,275 -4,162 

0,75 40,517 40,776 0,639 75,751 74,974 -1,026 

1 59,046 58,056 -1,677 76,994 77,802 1,049 

1,125 70,819 68,690 -3,006 74,423 75,832 1,893 

1,25 84,178 80,861 -3,941 70,995 72,996 2,819 
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La Figura 3-12 expone la variación de la eficiencia hidráulica relativa, respecto a la simulación P21 

(CFD). Se pueden observar gráficos de barras de color verde, amarillo y violeta para los algoritmos 

PSO, VSA y SSA, respectivamente. El gráfico relaciona el cambio relativo de la eficiencia hidráulica 

con la relación del caudal en los puntos simulados en las secciones 3.3.1 y 3.3.2, respecto al caudal 

en el BEP de 78,3 m³/h. En general, se puede observar una tendencia de incremento de la eficiencia 

desde la condición de carga parcial hasta sobrecarga. En análisis, se pudo observar que, para 

condiciones de carga parcial en 0,5, la eficiencia disminuyó hasta un 14,96 % para el impulsor 

parametrizado con los resultados del SSA, mientras que, al aumentar el caudal hasta la relación de 

0,75, la reducción de la eficiencia fue hasta 1,03 % para el caso del SSA. A partir de la condición en 

el BEP, se evidenció un incremento de la eficiencia de máximo 1,11 % para el impulsor modelado 

mediante los datos obtenidos con PSO, por lo que este método de optimización permitió 

incrementar la eficiencia de 76,994 % hasta 77,851 %, siendo el valor máximo obtenido en este 

estudio. Seguidamente, el SSA incrementó un 1,05 %, llegando hasta 77,802 %, mientras que el VSA 

incrementó hasta en 1,00 %, culminando en 77,763 %. Adicional a los resultados con el PSO, la PAT 

requirió menor cabeza hidráulica, con una reducción de 1,456 %, desde 59,046 m a 58,186 m, 

mientras que la potencia hidráulica generada sólo disminuyó un 0,39 %, pasando de 9,668 kW a 

9,630 kW. La reducción porcentual de la potencia en el BEP se compensó con la reducción aún 

mayor de la cabeza hidráulica, razón por la que la eficiencia hidráulica incrementó.  

 

En condiciones de sobrecarga, la eficiencia incrementó aún más para condición de caudal de 1,25, 

donde tuvo un máximo de 3,00 % con el impulsor de PSO. Sin embargo, la eficiencia hidráulica en 

la validación de P21 fue de 70,995 % y la mejorada de 73,122 %, siendo inferior a la obtenida en el 

BEP. Finalmente, se concluye que, aunque los tres métodos de optimización ayudaron al 

incremento de la eficiencia de la PAT, el impulsor simulado mediante los resultados obtenidos con 

el algoritmo PSO, permitió un mayor incremento de la eficiencia hidráulica en el BEP, siendo del 

1,11 %. 
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Figura 3-12: variación de la eficiencia hidráulica relativa, respecto a la simulación de P21. 
 

 

 

3.3.3  Comparación fluido dinámica entre el impulsor P21 y el optimizado 

con PSO  

 

Los resultados numéricos de la PAT indicaron de forma cuantitativa las condiciones de operación 

para conocer el comportamiento del sistema. Como complemento, la representación de los 

contornos de presión y velocidad, permitieron observar en detalle el comportamiento de la turbo 

máquina al interior, detallando los fenómenos físicos que interactúan en el sistema. La Figura 3-13 

muestra los contornos de presión del impulsor base y optimizado mediante PSO, en el BEP. En (a) 

se observa la vista en corte frontal y en (b) la vista en corte lateral para el modelo P21, mientras 

que (c) y (d) se exponen para el impulsor optimizado con PSO. La presión se encuentra en el rango 

de 143,28 kPa y 747,12 kPa. En la entrada, la presión ingresa con un valor máximo de 755,504 kPa 

para el P21 en (a) y 755,447 kPa para el PSO en (c), localizada en la voluta de la vista de corte frontal, 

y disminuye hasta un mínimo de 192,323 kPa para P21 en (b) y 202,128 kPa para el PSO en (d), 

ambos puntos en el impulsor. De este modo, la energía de presión se transformó en energía 

rotacional y posteriormente en energía mecánica para la generación de la potencia hidráulica. 
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Figura 3-13: contornos de presión de la PAT con el impulsor base (P21) y el PSO, en el BEP. 

 

 

La Figura 3-14 muestra los contornos de velocidad del impulsor base y optimizado con PSO, en el 

BEP. En (a) se observa la vista en corte frontal y en (b) la vista en corte lateral para el modelo P21, 

mientras que (c) y (d) se exponen para el impulsor optimizado con PSO. La velocidad se encuentra 

en el rango de 0 m/s y 35,25 m/s. Para la simulación P21, la velocidad máxima se alcanza en el 

borde de ataque, donde se tiene una magnitud de 33,384 m/s visible en (a), mientras en la vista de 

corte lateral en (b), se obtuvo un máximo de 27,645 m/s. Por otra parte, para el impulsor 

optimizado, la velocidad máxima es inferior, siendo de un valor máximo de 29,721 m/s en el borde 

de ataque de (c) y de 25,511 m/s visible en la vista en corte lateral en (d). La velocidad promedio 

obtenida en la simulación P21 fue de 15,731 m/s y 7,372 m/s para a vista en (a) y (b), mientras que 
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para la simulación aplicando los parámetros geométricos resultantes del algoritmo PSO fue de 

15,611 m/s y 5,235 m/s para (c) y (d), respectivamente. En comparación con la velocidad promedio, 

el impulsor optimizado tuvo una reducción de 0,76 % y 27,61 % para la vista frontal y lateral, 

respectivamente. De este modo, la energía cinética se transformó en energía mecánica rotacional 

que permitió la generación de la potencia hidráulica.  

 

Figura 3-14: contornos de velocidad de la PAT con el impulsor base (P21) y el PSO, en el BEP. 
 

 

 

La Figura 3-15 muestra los contornos de energía cinética turbulenta del impulsor base y optimizado 

mediante PSO, en el BEP. En (a) se observa la vista en corte frontal y en (b) la vista en corte lateral 
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para el modelo P21, mientras que (c) y (d) se exponen para el impulsor optimizado con PSO. 

Adicionalmente, en (e) se muestra el gráfico de puntos de dispersión de la energía cinética 

turbulenta en los álabes, entre el borde de ataque (en cero) y el borde de salida (en uno). La energía 

cinética turbulenta se encuentra en el rango de 0 m²/s² y 5,960 m²/s². La menor energía disipada 

se localizó en la entrada de la voluta, donde se obtuvo valores cercanos a 9E-03 m²/s². Por otra 

parte, para la vista frontal de ambas simulaciones, en (a) y (c), la mayor disipación de la energía 

cinética turbulenta se localizó en la región de la garganta de la voluta, obteniendo valores de 

4,203 m²/s² y 4,960 m²/s², respectivamente. Seguidamente, para la vista lateral en (b) y (d), la 

mayor energía cinética turbulenta disipada se localizó en el borde de ataque, con valores 

registrados de 4,131 m²/s² y 2,895 m²/s², respectivamente. En la misma línea, se observa que la 

energía cinética turbulenta se presenta en mayor medida en el impulsor y la tubería de salida. 

 

En la gráfica de puntos de dispersión expuesta en (e), se muestra la energía cinética turbulenta 

disipada en los seis álabes, desde el borde de ataque en la coordenada 0,0, hasta el borde de salida 

en la coordenada 1,0. Se puede apreciar dos grupos de puntos dispersos, diferenciados con el color 

azul para la validación P21 y color naranja para el impulsor optimizado con PSO. Se puede notar de 

forma cualitativa que la simulación llevada a cabo con el impulsor optimizado generó menor 

energía cinética turbulenta en comparación con la validación P21 del impulsor base. Lo anterior 

explica que, al generar menor energía cinética turbulenta, el impulsor tiende a convertir mayor 

cantidad de energía den trabajo mecánico. 
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Figura 3-15: energía cinética turbulenta con el impulsor base (P21) y el PSO, en el BEP. 
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De forma cuantitativa, y con base en la Figura 3-15 (e), la Tabla 3-8 expone la energía cinética 

turbulenta promedio disipada en los tres dominios más significantes de la PAT, para cada 

simulación realizada en el BEP. La tubería de entrada no tuvo efecto significante en la energía 

cinética turbulenta, debido que el promedio fue inferior a 0,010 m²/s². En la voluta, se puede 

observar que la disipación de energía cinética turbulenta es inferior con el proceso de optimización, 

obteniendo una disminución de 1,67 % del VSA, respecto a la simulación P21. Para el caso del 

impulsor optimizado con PSO, la diferencia fue de 0,15 %. Seguidamente, en el impulsor hubo una 

reducción significativa de la energía cinética turbulenta disipada: 11,46 % con el SSA, 11,09 % con 

el PSO y 10,53 % con el VSA, siendo la simulación realizada con el impulsor optimizado con SSA el 

que menor energía disipó en promedio. Sin embargo, respecto a la tubería de salida, el modelo con 

PSO obtuvo la menor reducción, con un 35,93 %, seguido del VSA con 34,78 %. Por su parte, el 

modelo SSA obtuvo la menor reducción, siendo de 5,77 %. Este último aspecto fue lo que pudo ser 

decisivo para que el modelo realizado con los parámetros del PSO sea el más eficiente, en 

comparación con los modelos desarrollados con los parámetros obtenidos con el VSA y SSA. 

Finalmente, se registró la sumatoria de los promedios obtenidos, con el fin de comparar la energía 

cinética turbulenta disipada de los tres dominios en conjunto. Se pudo evidenciar que la 

optimización del impulsor mediante PSO obtuvo una menor energía cinética turbulenta disipada, 

mientras que el método SSA fue el mayor de los tres métodos. Sin embargo, es inferior respecto al 

P21. 

 

Tabla 3-8: energía cinética turbulenta promedio disipada en los dominios, respecto al BEP de cada 
simulación, en m²/s². 
 

Dominio P21 PSO VSA SSA 

Voluta 0,658 0,657 0,647 0,656 

Impulsor 1,073 0,954 0,960 0,950 

Tubería de salida 0,693 0,444 0,452 0,651 

Sumatoria 2,424 2,055 2,059 2,257 

 

Por último, Figura 3-16 presenta la comparación de la vorticidad formada mediante la simulación 

P21 y el modelo optimizado con PSO. Lo expuesto en la figura hace referencia a la isosuperficie 
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representada mediante la velocidad invariante (Q), seleccionada para 10.000/s². Se puede detallar 

dos vistas: frontal y de perfil. En comparación, la vista de perfil muestra tres regiones encerradas 

con círculos rojos, que compara de forma cualitativa los vórtices de ambas simulaciones, siendo de 

menor formación los obtenidos mediante la optimización con PSO. Por otra parte, la vista lateral 

expone la diferencia en el tamaño de los vórtices que se generaron en la tubería de salida, que está 

relativamente acorde a lo reportado en la Tabla 3-8, donde la simulación P21 posee un promedio 

de 0,693 m²/s², mientras que la optimización con PSO fue de 0,444 m²/s². 

 

Figura 3-16: vorticidad formada en la PAT con el impulsor base (P21) y el PSO. 
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Con base en las simulaciones y posterior verificación del incremento de la eficiencia hidráulica, se 

concluyó el desarrollo del cuarto objetivo de la presente investigación. 

 



 

 
 

4.  Conclusiones y recomendaciones 

4.1 Conclusiones 

 

Se identificaron 11 componentes geométricos del impulsor de la PAT que pueden incidir en su 

eficiencia. Los parámetros geométricos para la aplicación en los modelos analíticos fueron los 

siguientes: ángulo de entrada del álabe (𝛽1), ángulo de salida del álabe (𝛽2), ángulo de 

envolvimiento del álabe (𝜑), espesor del álabe (𝛿), radio de eje del impulsor (𝑟𝑠ℎ), radio de entrada 

del impulsor (𝑟1), radio de salida del impulsor (𝑟2), ancho de entrada del álabe (𝑏1), ancho de salida 

del álabe (𝑏2), ángulo de succión del álabe (𝜆) y el número de álabes (𝑧) 

 

Se propusieron siete modelos analíticos que representan la cabeza hidráulica de una bomba 

centrífuga operada como turbina, considerando la evaluación de la eficiencia hidráulica y el 

conjunto de restricciones técnico operativas. De las 28 PAT consultadas en la literatura para evaluar 

los modelos analíticos, se utilizaron 14 en el Modelo 7, el cual, obtuvo un destacable desempeño 

en el rango permisible inferior al 20 % de error relativo en la cabeza hidráulica, con una precisión 

de 92,86 % de las PAT evaluadas, mientras que fue el mejor en el criterio del menor error relativo 

promedio, con 9,57 %, y menor desviación estándar, con 0,090 m. Finalmente, el modelo 7 siete 

consideró la aplicación de cuatro parámetros geométricos de los 11 propuestos, en los que se 

encontraron el radio de salida del impulsor (𝑟2), ancho de salida del álabe (𝑏2), ángulo de salida del 

álabe (𝛽2) y espesor del álabe (𝛿). Adicionalmente, el número de álabes (𝑧) se mantuvo constante 

y se consideró el caudal en el BEP en lugar de los parámetros de descarga del impulsor. 

 

Se propusieron tres estrategias de solución basada en algoritmos de optimización que permitieron 

resolver el modelo analítico propuesto para la PAT respetando el conjunto de restricciones técnico 

operativas asociadas a esta. Se utilizaron tres algoritmos de optimización: PSO, VSA y SSA, que se 

simularon con 100 partículas, 2.000 iteraciones y 1.000 repeticiones del programa. El PSO obtuvo 

el menor error relativo respecto a la cabeza experimental, siendo de 6,00 % y 64,956 segundos para 

las 1.000 iteraciones. Por otra parte, el algoritmo SSA obtuvo el mayor tiempo de ejecución para 

las 1.000 repeticiones siendo de 214,846 segundos, mientras que el menor tiempo de ejecución 

fue del VSA, con 51,316 segundos. Se concluye que el algoritmo PSO entregó los resultados acordes 

con el mayor aumento de la eficiencia y menor tiempo de ejecución, mientras que el VSA fue el 
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que menor tiempo tardó en las 1.000 repeticiones. Por último, el SSA obtuvo el mayor tiempo de 

ejecución y mayor error relativo en la cabeza hidráulica calculada, con 6,10 %. 

 

Se validó la eficiencia de la solución optimizada, mediante simulación numérica. Se identificó que 

la optimización con PSO permitió obtener un impulsor con mayor eficiencia, que mejoró la 

eficiencia de 76,994 % a 77,851 %, incrementó un 1,112 %. Además, se demostró que el impulsor 

redujo la energía cinética turbulenta un 11,09 % respecto al impulsor P21. Por último, se evidenció 

de forma cualitativa que el proceso de optimización permitió la reducción de vórtices en el dominio 

del impulsor y la tubería de salida. 

 

El presente trabajo mejoró la eficiencia hidráulica de una PAT en un 1,112 %, mediante la 

modificación de la geometría del impulsor, empleando un modelo analítico que utilizó cuatro 

parámetros. Para lograr la mejora en la eficiencia hidráulica, el método de optimización PSO 

demostró ser el algoritmo adecuado para esta aplicación. La validación de los resultados se llevó a 

cabo mediante el análisis de contornos de presión, velocidad, energía cinética turbulenta y 

vorticidad, confirmando así la mejora en el comportamiento fluido dinámico de la PAT. 

 

4.2 Recomendaciones 

 

Se recomienda la evaluación de los modelos 4 y 5, que tienen la mayor cantidad de parámetros 

geométricos aportados en el modelado analítico. Lo anterior, debido que no obtuvieron un 

adecuado desempeño al considerar los parámetros de salida del impulsor. 
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