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Resumen 

Para que las bombas operadas como turbinas operen eficientemente, la modificación de la 

geometría del impulsor es un elemento clave. A pesar de que se han llevado a cabo investigaciones 

en correlaciones matemáticas, simulaciones numéricas y optimización para mejorar el desempeño 

de las turbinas, los resultados obtenidos no han considerado únicamente la relación directa entre 

las condiciones del sitio y la geometría del impulsor en el punto de mayor eficiencia. Considerar 

únicamente la geometría del impulsor, permitirían optimizar la geometría del impulsor y maximizar 

la conversión de energía, lo que resulta en un uso más eficiente de los recursos hídricos y una mayor 

producción de energía renovable. Además, son una herramienta que facilitaría el proceso de 

implementación considerando las condiciones de sitio y la geometría de las bombas disponibles.   

Por tanto, el objetivo de este trabajo ha sido proponer un modelo matemático con un error inferior 

al 20% respecto a los resultados experimentales, que permita calcular la altura hidráulica en relación 

a los parámetros geométricos del impulsor. Con el objetivo de alcanzar este objetivo, se caracterizó 

el impulsor y se desarrollaron cuatro modelos matemáticos fundamentados en la ecuación de Euler 

para turbomáquinas. Se ha propuesto así una expresión alternativa que establece una relación entre 

la geometría del impulsor y la cabeza hidráulica. Para validar los modelos matemáticos, se han 

evaluado y comparado diferentes bombas encontradas en la literatura. 

Adicionalmente, se ha realizado un análisis estadístico al comportamiento del modelo considerando 

relaciones geométricas que no han sido consideradas en la literatura. Por último, se llevó a cabo una 

comparación del modelo con los resultados obtenidos por otros autores. Los resultados revelan que 

el modelo de mejor desempeño ha estimado la cabeza hidráulica con un error del 17.8% respecto a 

los datos experimentales. Asimismo, se conoce el comportamiento del modelo en relación a la 

velocidad especifica de la turbina y correlaciones geométricas del impulsor. Con estos resultados, 

se ha logrado proponer una opción alternativa para la estimación de la cabeza hidráulica para 

obtener una conversión de energía más eficiente. 
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Este estudio establece los cimientos para investigaciones futuras en el ámbito de las bombas 

operadas como turbinas, proporcionando una herramienta sólida y aplicable para el diseño y análisis 

de sistemas hidroeléctricos en áreas no interconectadas.  
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Acró nimós  

Símbolos con letras latinas 

 

Símbolo Término Unidad SI 

b Ancho del álabe m 

V Velocidad absoluta  m/s 

U Velocidad radial m/s 

W componente tangencial de la velocidad absoluta m/s 

D Diámetro  m 

G Gravedad m/s² 

H Cabeza hidráulica m 

�̇�  Flujo másico kg/s 

𝑁𝑆𝑡  Velocidad específica - 

Q Caudal m³/s 

P Potencia hidráulica W 

r radio m 

U Velocidad tangencial m/s 

W Velocidad relativa al álabe m/s 

Z Cantidad o número de álabes - 

𝑘2 Coeficiente de obstrucción de flujo - 

𝑒𝑧 Factor de disminución de trabajo - 

𝐸𝐹 Efectividad % 

𝐸𝑅 Error relativo % 
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Símbolos con letras griegas 

Símbolo Término Unidad SI 

α Ángulo de flujo ° 

β Ángulo del álabe ° 

δ Espesor del álabe m 

η Eficiencia % 

π Constante pi - 

τ Torque Nm 

ρ Densidad  kg/m³ 

𝜔 Velocidad angular rpm 

𝜎 Varianza - 

  

 

Subíndices 

Subíndice Término 

BEP Punto de mayor eficiencia 

h hidráulico 

1 Succión (modo bomba) o descarga (modo turbina) 

2 Descarga (modo bomba) o succión (modo turbina) 

 

Abreviaturas 
 

 

Abreviatura Término 

BEP Punto de mayor eficiencia 

PAT Bomba operada como turbina 

CFD Análisis de fluidos computacional 
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1. INTRODUCCIÓN 

Una bomba centrífuga operando como turbina (PAT por sus siglas en inglés) es una turbomáquina 

que recibe la energía cinética y potencial del agua para producir electricidad a través de un 

generador conectado al impulsor [1]. Durante la operación, el sentido de flujo es inverso respecto a 

la operación de una bomba centrífuga convencional. Las PAT representan una alternativa 

económica, de simple instalación y mantenimiento, respecto a otras turbinas convencionales, tales 

como las turbinas tipo Pelton y tipo Francis [2]. 

Las PAT se componen de tres elementos mecánicos: la voluta, el impulsor y un eje de transmisión. 

Al interior de la voluta, el impulsor rota y transmite el movimiento mecánico por medio del eje. El 

elemento clave de funcionamiento es el impulsor, donde se produce la conversión energética y se 

generan las perdidas hidráulicas más significativas con respecto a las perdidas en la voluta y el tubo 

de succión [3]. La característica operativa en modo turbina depende de la dinámica del fluido al 

interior del impulsor. Sin embargo, el comportamiento hidráulico en ambos modos de operación no 

es igual debido que las condiciones de diseño no consideran la operación en sentido inverso [4]. 

En la Ilustración 1, se muestra una comparativa del sentido de flujo de una bomba centrifuga, en 

modo bomba (flecha verde) y modo turbina (flecha roja). A la derecha se observa la vista álabe-

álabe, mientras que en la izquierda se observa un corte transversal y se muestran los componentes 

mecánicos que componen las bombas [3]  
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Ilustración 1.Comparativo de flujo del modo de operación de una bomba centrifuga. Adaptado de 

[3]. 

 

Se han realizado diversos estudios sobre las pérdidas hidráulicas en PAT. Los autores Rawal & 

Kshirsagar (2007), presentaron los resultados de un análisis de fluidos computacional (CFD) tanto 

en modo bomba como turbina. Utilizaron resultados teóricos previos que consideraron las 

ecuaciones de Navier-Stokes, cavitación y transferencia de masa para obtener parámetros 

operativos de la turbomáquina. También, cuantificaron las perdidas hidráulicas asociadas a los 

componentes en PAT. Obtuvieron que el impulsor es el elemento que presenta mayores pérdidas 

respecto a los demás componentes. Las pérdidas asociadas al impulsor fueron hasta 22 veces 

mayores que las presentadas en la voluta y en el tubo de succión [6]. 

Adicionalmente, los fabricantes de bombas centrifugas convencionales no proveen la curva 

característica en modo turbina. Debido a esto, se han realizado estudios sobre cómo construir las 

curvas características para PAT en el punto de mayor eficiencia (BEP). Los autores Derakhshan & 

Nourbakhsh (2008), presentaron los resultados de un modelo de estimación de curvas 

características para bombas teniendo en cuenta la velocidad especifica. Obtuvieron resultados con 

un ajuste inferior al 10% respecto a los datos experimentales para velocidades especificas inferiores 

a 60 [7].  
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Posteriormente, Venturini & Manservigi (2014), desarrollaron un modelo físico para calcular la 

cabeza hidráulica para ambos modos de operación en PAT. Obtuvieron un error cuadrático medio 

máximo de 6.4% respecto a los datos experimentales [8].   

Luego, los autores Venturini & Manservigi (2018), presentaron un modelo físico para predecir la 

cabeza hidráulica de PAT con velocidades especificas entre 2.17 y 10.04. Se evaluó el ajuste del 

modelo utilizando el error cuadrático medio. Obtuvieron errores entre 4.4% y 6.4% respecto a los 

valores experimentales considerados [9].  

Por otra parte, los investigadores Silvio Barbarelli et al [10], presentaron un método estadístico y 

numérico de selección para PAT. En el artículo se desarrolló un método combinado para seleccionar 

PAT en plantas de generación micro hidroeléctricas. Se utilizaron modelos estadísticos y numéricos, 

calculando factores de conversión basados en datos hidrológicos del sitio de instalación. Se 

reconstruyó una geometría virtual de la bomba y se calcularon curvas de rendimiento. Finalmente, 

se presentaron dos casos de estudio en plantas depuradoras de agua en Italia.  

También, se ha estudiado la dinámica del fluido al interior del impulsor.  Los autores Wang et al. 

(2020), propusieron una estrategia de optimización geométrica para PAT. Además, determinaron 

que las dimensiones geométricas de las PAT incidieron de manera directa en su desempeño. 

Obtuvieron una mejora en eficiencia del 16.3% para los 50 ejemplares estudiados [11].  

En contraste, Barbarelli et al. (2021), propusieron un modelo para calcular los parámetros 

geométricos de una PAT basada en las características operativas y un parámetro inicial. Validaron 

los resultados para seis bombas diferentes y obtuvieron un ajuste del 95% en la geometría [4]. 

De acuerdo con los estudios revisados en la literatura, no se ha relacionado únicamente la geometría 

del impulsor para predecir matemáticamente la cabeza hidráulica. Lo anterior es fundamental para 

predecir la cabeza hidráulica de una PAT y estimar las condiciones del sitio para su implementación 

en plantas de generación hidroeléctrica, ya que los parámetros geométricos del impulsor no suelen 

ser proporcionados por los fabricantes y deben medirse. Por otra parte, los proveedores de bombas 

centrífugas no proporcionan la curva característica al operar en modo turbina, debido que las 

turbobombas no están diseñadas para operar en sentido inverso. Además, el diseño del impulsor es 

una tarea que involucra algunos factores, como la eficiencia, el caudal, la durabilidad y la resistencia 

a la corrosión. Estos factores están relacionados con los parámetros geométricos del impulsor, por 
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lo que el fabricante que logra diseñar los parámetros óptimos obtiene una ventaja competitiva. Por 

esta razón, los fabricantes de bombas no proveen los detalles del diseño como parte de su estrategia 

comercial. 

Por lo tanto, ¿Es posible determinar la cabeza hidráulica en el punto de mayor eficiencia de una 

bomba centrífuga comercial operando como turbina, considerando estrictamente los parámetros 

geométricos del impulsor? 

Consecuentemente, el presente trabajo propuso modelar matemáticamente la cabeza hidráulica de 

una PAT con relación a las características constructivas del impulsor en el BEP. Con esto, se planteó 

una ecuación base para El cálculo de la cabeza hidráulica de una bomba centrífuga operando en 

sentido inverso. De esta manera, al conocer los parámetros geométricos del impulsor, fue posible 

calcular la cabeza hidráulica de una PAT, con un error inferior al 20% [10], [12], [13], basado 

únicamente en variables geométricas del impulsor y condiciones de sitio. Con esto, se abrió paso 

para seguir con investigaciones futuras sobre la dependencia geométrica del impulsor y las variables 

dinámicas de las PATs. 

Objetivos  

General  

  

Predecir la cabeza hidráulica de una bomba operada como turbina por medio de un modelo 

matemático para relacionar las propiedades geométricas del impulsor en el punto de mayor 

eficiencia.  

  

Específicos  

 Desarrollar un modelo matemático que dependa de las propiedades geométricas del 

impulsor de una bomba operada como turbina partiendo de la ecuación de Euler para predecir 

la cabeza hidráulica en el punto de mayor eficiencia.   

 Realizar una búsqueda selectiva de documentación sobre bombas operando como turbina, 

para obtener parámetros geométricos que permitan validar el modelo matemático.   

 Validar la cabeza hidráulica del modelo matemático propuesto con los parámetros 

geométricos obtenidos de los artículos consultados.  
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 Contrastar el modelo matemático propuesto con otros estudios desarrollados en la 

literatura.  

 

Organización de la tesis  

El trabajo se divide en cuatro capítulos. En la introducción, se presenta una descripción general de 

la composición de una bomba operada como turbina y sus aplicaciones. Además, se muestran los 

estudios encontrados en la literatura sobre PAT. Con esto, se formula la pregunta de investigación 

y en consecuencia se propone la hipótesis de obtener un modelo matemático para predecir la 

cabeza hidráulica considerando solamente la geometría del impulsor.  

En el Marco teórico, se aborda la teoría de mecánica de fluidos que fundamentó el modelo 

matemático. Se exponen los aspectos más relevantes del teorema de transporte de Reynolds, 

además del triángulo de velocidades.  También, se presenta un estado del arte sobre bombas 

operadas como turbinas.  

A continuación, la metodología explica la ruta de investigación y el procedimiento de validación del 

modelo obtenido. Considerando lo expuesto en el marco teórico y estado del arte, se presenta el 

modelo matemático obtenido. Los resultados obtenidos son validados con parámetros geométricos 

obtenidos en la literatura. Luego, se validan respecto a la cabeza experimental. 

Finalmente, los resultados son analizados y expuestos. Se obtuvo que el modelo permite predecir la 

cabeza hidráulica de una PAT en el BEP, con un error menor al 20%, únicamente para bombas con 

velocidades especificas entre 10 y 40. Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas, se dan 

recomendaciones y se establece el trabajo futuro. 
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2. MARCO TEÓRICO 

2.1 Clasificación según la velocidad especifica 

 

La clasificación del impulsor presentada anteriormente se relaciona con la velocidad especifica de 

la turbina (𝑁𝑠𝑡). Este parámetro depende del caudal (𝑄), cabeza hidráulica (𝐻) y la velocidad de 

rotación del impulsor (𝜔) y se calcula como se presenta en la ecuación ( 1) 

𝑁𝑠𝑡 =
𝜔√𝑄

√𝐻34  

 

( 1) 

 

 

Ilustración 2, presenta la clasificación de las bombas centrifugas respecto a la velocidad especifica. 

En general, el flujo radial se encuentra en un rango de 10 a 80, mientras que el flujo mixto se sitúa 

por encima de 80 y por debajo de 140. Por último, el flujo axial se ubica en un rango de 140 a 400 

[14]. 

 

Ilustración 2. Comportamiento fluido dinámico según velocidad especifica. Adaptado de [26] 
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La relación de radios exterior e interior, es decir, 2 1r r  aumenta en cuanto el comportamiento de 

la bomba tiende a ser radial. En la   

Tabla 1, se presenta los rangos de esta relación según el tipo de flujo. El flujo radial se presenta 

cuando la velocidad específica es mayor que 2. Este tipo de flujo es común en bombas de alta cabeza 

hidráulica y bajo caudal.   

 

Tabla 1. Relación de radios exterior e interior respecto al tipo de flujo. 

Tipo de flujo 𝑟2 𝑟1⁄  

Radial >2 

Impulsor tipo Francis 1.5-2 

Mixto 1-1.5 

Axial 1 
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El impulsor tipo Francis se encuentra en el rango de velocidad específica de 1.5 a 2. Se caracteriza 

por ser un impulsor radial con caudal intermedio.  

Por otra parte, el flujo mixto ocurre en bombas con una velocidad específica entre 1 y 1.5. En este 

caso, la bomba combina características tanto del flujo radial como del flujo axial. Las bombas de 

flujo mixto son adecuadas cuando se requiere un equilibrio entre capacidad y presión. 

Por último, el flujo axial se presenta cuando la velocidad específica es igual a 1. Las bombas de flujo 

axial son ideales para aplicaciones que requieren una alta capacidad de caudal con una baja presión 

de descarga. 

  



 

INFORME FINAL 

TRABAJO DE GRADO  

Código FDE 089 

Versión 04 

Fecha 24-02-2020 

 

17 
 

2.2 Tipos de impulsores de las bombas centrifugas. 

 

Las bombas centrifugas también se clasifican según las características constructivas del impulsor y 

el tipo de flujo. A continuación, se presentan las características generales de las turbomáquinas 

según su clasificación.  

 Impulsor abierto: Se caracteriza por tener palas espaciadas de manera abierta, lo que 

permite el paso sin obstrucciones de sólidos y líquidos viscosos a través del impulsor. Esta 

construcción abierta hace que los impulsores abiertos sean adecuados para aplicaciones 

donde el bombeo de líquidos con sólidos en suspensión es común, como en el manejo de 

aguas residuales o lodos. 

 

 Impulsor semiabierto: Combina palas dispuestas de manera abierta en un lado y cubiertas 

en el otro. Esta configuración mejora el flujo y la presión de descarga en comparación con 

los impulsores abiertos. Los impulsores semiabiertos son ampliamente utilizados en 

diversas aplicaciones, desde el bombeo de aguas residuales y pluviales hasta el suministro 

de agua en sistemas de riego o en la industria. 

 

 Impulsor axial: El fluido es impulsado de manera axial, es decir, paralelo al eje de rotación. 

Operan a alta velocidad y una taza de flujo considerable.  Son utilizadas en aplicaciones 

donde se requiere bombear grandes cantidades de fluido de manera rápida, pero a 

cabezas bajas. 

Ilustración 3, se presentan tres ejemplos de impulsores de flujo radial disponibles en el mercado, 

clasificados según su construcción y diámetro comercial. Estos ejemplos incluyen un impulsor 

abierto (a) de 16 pulgadas [5], un impulsor semiabierto (b) de 40 milimetros [6] y un impulsor 

cerrado (c) de 22 pulgadas [7].  

Ilustración 3. Tipos de impulsores radiales: (a) abierto, (b) semiabierto y (c) cerrado. 
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2.3 Fundamentos teóricos para el cálculo de la cabeza hidráulica  

 

En las turbomáquinas, el intercambio energético sucede principalmente en el impulsor y se da por 

la interacción de los álabes con el fluido. Consecuentemente, la cabeza hidráulica depende de tal 

interacción. El cálculo de la cabeza hidráulica parte del teorema de transporte de Reynolds (TTR), 

que relaciona los enfoques Euleriano y Lagrangiano para el análisis de fluidos. Por un lado, desde la 

perspectiva lagrangiana, el fluido es estudiado enfocándose en las partículas, mientras que con el 

enfoque Euleriano el fluido es estudiado considerando un volumen de control [16]. Además, 

considera las propiedades extensivas como momento y energía. La ecuación  

(2), relaciona las fuerzas que actúan en el volumen de control con la cantidad de momento lineal 

del fluido. Se considera que el flujo es unidimensional y el perfil de velocidad son líneas paralelas de 

flujo. El termino β corresponde a un factor de corrección que depende del régimen de flujo.   

∑�⃗�𝑒𝑥𝑡 =
𝜕

𝜕𝑡
∭𝜌�⃗�𝑑∀

𝑉𝐶

+ ∑𝛽�̇��⃗�𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑠𝑎𝑙

− ∑𝛽�̇��⃗�𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑒𝑛𝑡

 
 

(2) 

 

Para simplificar la expresión de la ecuación 2, se establecen las siguientes limitaciones y 

suposiciones físicas: 

 El flujo es permanente, es decir, el cambio de flujo másico y caudal a través del conducto 

por el que se desplaza es constante. Además, las propiedades extensivas del fluido se 

conservan. Por lo tanto, se considera invariante en el tiempo. Con esto, el flujo se considera 
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en régimen laminar, y el factor de ajuste 𝛽 es igual a uno. Además, el termino 
𝜕

𝜕𝑡
∭ 𝜌�⃗�𝑑∀

𝑉𝐶
 

puede ser igualado a cero.  

 

 El flujo es ideal, es decir que no se consideran las fuerzas viscosas producidas y por ello no 

existen fuerzas de rozamiento que impliquen perdidas de velocidad.  

 

 El flujo es unidimensional, es decir que solo se considera una de las componentes espaciales 

de velocidad.  

 Flujo irrotacional. Desde el enfoque lagrangiano las partículas de fluido no rotan su centro 

de masa y por ello su orientación en el espacio no cambia. 

Con estas consideraciones, la ecuación 2 puede ser simplificada y así obtener la expresión que se 

presenta en la ecuación (3). 

 

∑�⃗�𝑒𝑥𝑡 = ∑�̇��⃗�𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑠𝑎𝑙

− ∑�̇��⃗�𝑝𝑟𝑜𝑚

𝑒𝑛𝑡

 (3) 

 

La ecuación 3 expresa que la sumatoria de fuerzas externas que actúan en el impulsor está 

determinada por la diferencia del momento de fuerza en la salida y entrada del impulsor. En estos 

puntos, se forma el triángulo de velocidades como se muestra en la Ilustración 4. 

El termino 𝑉𝑛, corresponde al vector de velocidad absoluta que posee la partícula en el instante 

analizado. Esta velocidad posee una componente lineal de arrastre (𝑈𝑛) debida a la rotación del 

impulsor. También, posee una componente relativa (𝑊𝑛) que es tangente a la superficie del álabe y 

posee el mismo sentido del fluido. Los vectores 𝑊𝑛  y 𝑈𝑛  forman un ángulo 𝛽𝑛  entre sí, que 

corresponde al ángulo de ataque del álabe. De manera similar, los vectores 𝑉𝑛  y 𝑊𝑛  forman un 

angulo 𝛼𝑛. 

Ilustración 4.Triangulo de velocidades formado en la salida y entrada del álabe. 
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En la ecuación (4), se expresa la sumatoria de fuerzas en términos del flujo másico (𝑄), la velocidad 

promedio del fluido  en la entrada (𝑉2
⃑⃑  ⃑) y salida de la bomba (𝑉1

⃑⃑  ⃑) y la densidad del fluido (𝜌) . Dada 

la consideración de que el flujo másico es constante, puede ser sustraído de la expresión como 

factor común. De esta manera, teniendo en cuenta el triángulo de velocidades formado en la salida 

y entrada presentado en la Ilustración 4, la ecuación (3) puede reescribirse de la siguiente forma:  

 

𝐹 𝑒𝑥𝑡 = 𝜌𝑄(�⃑� 2 − �⃑� 1) 
(4) 

 

Además, considerando que el momento producido por las fuerzas externas se define como el 

producto entre la fuerza y el radio respecto al punto de análisis. La ecuación (5) representa el 

momento producido en el eje considerando la magnitud de las velocidades absolutas V. 

 

�⃑⃑� = 𝜌𝑄(�⃑� 2 × 𝑟 2 − �⃑� 1 × 𝑟 1) 
(5) 

 

Sin embargo, únicamente la componente tangencial genera momento, por ende, solo se considera 

la influencia de esta y se reescribe la expresión (5) como se muestra en la ecuación (6). 



 

INFORME FINAL 

TRABAJO DE GRADO  

Código FDE 089 

Versión 04 

Fecha 24-02-2020 

 

21 
 

 

�⃑⃑� = 𝜌𝑄(�⃑� 2,𝑡 × 𝑟 2 − �⃑� 1,𝑡 × 𝑟 1) 
(6) 

 

La potencia mecánica en un eje se obtiene al multiplicar el momento por la velocidad angular, es 

decir, 𝑃 = 𝑀𝜔. La ecuación (7), presenta la expresión resultante al reemplazar la ecuación (6) en la 

relación de potencia.  Además, la potencia hidráulica teórica se calcula como el producto de la 

cabeza hidráulica teórica de la turbo máquina, el peso específico y el caudal, es decir, 𝑃 = 𝛾𝑄𝐻. Con 

esto, se puede despejar la cabeza hidráulica teórica y así obtener la expresión que se presenta en la 

ecuación ( 8).  

𝑃 = 𝜌𝑄𝜔(�⃑� 2,𝑡 × 𝑟 2 − �⃑� 1,𝑡 × 𝑟 1) 

(7) 

 

𝐻 =
𝜌𝑄𝜔 (�⃑� 2,𝑡 × 𝑟 2 − �⃑� 1,𝑡 × 𝑟 1)

𝛾𝑄
 

( 8) 

 

La ecuación ( 8) , representa la cabeza hidráulica teórica en relación a la potencia. Esta expresión 

puede ser simplificada teniendo en cuenta lo siguiente: 

 La relación entre la densidad del fluido y el peso específico es la gravedad, es decir, 𝑔 =
𝜌

𝛾
. 

 Dado que los vectores de posición 𝑟1 ⃑⃑⃑⃑  𝑦 𝑟2 ⃑⃑⃑⃑  son constantes, al ser multiplicados por la 

velocidad radial, forman la componente tangencial 𝑈𝑛  de la velocidad absoluta 𝑉𝑛 . Es 

decir,𝑈𝑛 = 𝜔𝑟𝑛. 

Con estas consideraciones, se obtiene la ecuación de Euler para turbo máquinas presentada en la 

ecuación (9): 

𝐻 =
𝑈2�⃑� 2,𝑡 − 𝑈1�⃑� 1,𝑡

𝑔
 

(9) 

 

De acuerdo con esto, se partió desde la ecuación de Euler para turbo máquinas para el desarrollo 

del modelo matemático. Esta expresión relaciona de manera directa la cabeza hidráulica con el 
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comportamiento fluido dinámico del agua en el impulsor. Además, permite calcular la cabeza 

hidráulica si se conoce la magnitud de la velocidad tangencial y radial del fluido en dos puntos 

específicos. Estos puntos se ubican en los extremos del álabe y a su vez en los límites del volumen 

de control considerado en el TTR.  

El numerador de la ecuación (9) , se compone de dos términos y cada termino es a su vez un 

producto de dos factores. Con esto, algebraicamente la cabeza calculada por medio de la ecuación 

de Euler será máxima cuando el termino 𝑈1𝑉1,𝑡
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  sea cero. Además, la cabeza hidráulica toma su valor 

máximo en el BEP de la turbina. Por ello, dado que el modelo busca calcular la cabeza solo en el BEP, 

se consideró el término de la velocidad tangencial (𝑣1,𝑡) y 𝑢1 igual a cero. Con esto, se reescribió la 

ecuación (9) así:  

 

𝐻 =
𝑢2𝑣2,𝑡

𝑔
 ( 10) 

 

El presente estudio se fundamentó en un marco teórico sólido que abordó la clasificación de las 

bombas operadas como turbinas según su velocidad específica y exploró los diferentes tipos de 

impulsores utilizados en las bombas centrífugas. Además, se establecen los fundamentos 

matemáticos necesarios para respaldar la investigación. Con el objetivo de llevar a cabo el estudio 

de manera rigurosa, se ha diseñado una metodología adecuada que se basa en los principios y 

conceptos teóricos presentados. Esta metodología se estructura en una serie de etapas que abarcan 

desde el modelado matemático del impulsor de la turbomáquina hasta la validación y comparación 

de los resultados obtenidos. El propósito de esta metodología es asegurar la coherencia y validez de 

los hallazgos, ofreciendo un enfoque sistemático y confiable para llevar a cabo la investigación.  
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3. METODOLOGÍA 

En la Ilustración 5, se presenta la metodología utilizada para el desarrollo de este estudio, donde 

cada circulo de color expone una etapa del proceso. En la etapa 1 se realizó el modelado matemático 

del impulsor de la turbomáquina, definiendo los parámetros geométricos que se tuvieron en 

consideración para su influencia en el comportamiento fluido dinámico de la partícula de agua y el 

volumen de control. Luego, se estudió el fundamento teórico de la ecuación general de Euler para 

turbomáquinas, con el fin de tener una base respecto a los teoremas y leyes aplicadas para su 

desarrollo. Posteriormente, se procedió a realizar el modelado matemático en busca de una 

expresión en términos de la velocidad de rotación y la geometría, haciendo uso de la teoría de 

mecánica de fluidos expuesta en la sección marco teórico. Finalmente, se analizó dimensionalmente 

para verificar su coherencia en términos de unidades. 

Posteriormente, en la etapa 2 se consultó en literatura y bases de datos la documentación 

relacionada a estudios de curvas características en bombas, tanto en modo bomba como turbina. 

Se hizo la selección de la información, catalogando y ordenando la documentación en la que se 

investigó específicamente de bombas operadas como turbinas. Además de esto, se tomaron 

aquellos que suministraron de manera clara y fiable los parámetros geométricos y de operación 

experimental usados para el desarrollo de la investigación.   

Luego, en la tercera etapa, haciendo uso de los datos adquiridos en la etapa 2 se procedió a realizar 

la validación. La validación consistió en introducir en la expresión obtenida en la etapa 1 cada uno 

de los parámetros consultados en la literatura. Una vez obtenido el valor estimado por el modelo, 

se midió su desempeño por medio de análisis estadístico. Para evaluar el desempeño del modelo, 

se tomó un error de referencia admisible considerando los utilizados en la literatura consultada. 

Algunos autores obtuvieron errores del 12% [17], 5-10% [18] entre otros. Basado en esto se tomó 

el margen de error del 20%, el cual se ha considerado como aceptable en estudios previos [10], [27], 

[28].  Los resultados, finalmente fueron segmentados de acuerdo a las condiciones de desempeño 

con el fin de evaluar bajo qué condiciones el modelo se ajustó.  

Finalmente, en la cuarta etapa, se retomó la información recopilada y ordenada en la etapa 2. Los 

resultados del modelo fueron comparados con los resultados obtenidos por otros investigadores 
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que propusieron otros métodos para predecir la cabeza hidráulica.  Se ordenaron los resultados y 

se analizó por medio de áreas su ajuste.  

 

Ilustración 5. Metodología de investigación. 

 

  

Desarrollo 
de modelo y 
validación

Etapa 1.

Modelado 
matemático 

Etapa 2. 
Obtención de 
parametros 
geometricos 

Etapa 3.
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modelo
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de resultados 
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modelos
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3.1 Modelado matemático y predicción de la cabeza hidráulica en bombas operadas como 

turbinas: una aproximación basada en la ecuación de Euler 

 

En concordancia con el objetivo de desarrollar un modelo matemático para predecir la cabeza 

hidráulica en bombas operadas como turbinas, a continuación, se presentan cuatro modelos 

desarrollados. Estos modelos se basaron en diferentes enfoques y consideraciones. El primer 

modelo, se fundamentó en los parámetros geométricos del impulsor y se basó en la ecuación de 

Euler, sin tener en cuenta las pérdidas, el caudal ni algunas consideraciones geométricas detalladas. 

A medida que avanzó la investigación, se desarrollaron tres modelos adicionales, cada uno de ellos 

incorporando elementos y mejoras progresivas para lograr una mayor precisión en la predicción de 

la cabeza hidráulica. Estos modelos posteriores consideraron las pérdidas, el caudal y 

consideraciones geométricas más detalladas. A través de estos cuatro modelos, se estableció un 

enfoque más completo y refinado para abordar la predicción de la cabeza hidráulica en bombas 

operadas como turbinas. 

 

3.1.1 Modelo 1. Aproximación simplificada basada en la ecuación de Euler y parámetros 

geométricos del impulsor 

 

El proceso de obtención del primer modelo se presentó en el flujograma de la Ilustración 6. Se partió 

de la ecuación de Euler para turbo máquinas, y se obtuvo una expresión alternativa que permitió 

calcular la cabeza hidráulica en función de parámetros geométricos del impulsor. A continuación, se 

describió de manera detallada el proceso de modelado y las consideraciones hechas a partir de la 

ecuación ( 10) que depende de la velocidad radial (𝑢2) y la velocidad tangencial 𝑣2,𝑡.  
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Ilustración 6. Desarrollo matemático del primer modelo. 

 

 

El termino 𝑢2  pudo ser calculado por medio de la teoría del movimiento circular uniforme. La 

velocidad radial se define como el producto entre la velocidad angular del impulsor y el radio hasta 

el punto donde se forma el vector de velocidad como se muestra en el paso 2 de la Ilustración 6. 

Con esto, se definió 𝑢2 como se muestra en la ecuación ( 11) 

𝑢2 = 𝜔𝑟2 

 
( 11) 

  

6 

4 

Se partió desde la ecuación de Euler 

para turbomáquinas en el BEP  
𝐻𝐵𝐸𝑃 =

𝑉2,𝑡𝑈2

𝑔
 

Se definió el termino 𝑈2 en términos 

de ω y 𝑟2 
𝑈2 = 𝜔𝑟2 

Se obtuvo una expresión para 𝑉2,𝑡 
considerando la geometría del triángulo 

de velocidades. 
𝑉2,𝑡 = 𝑈2 −

𝑉2,𝑛

tan𝛽2
 

Se definió la velocidad 𝑉2,𝑛 en términos 

del caudal   
𝑉2,𝑛 =

𝑄

2𝜋𝑟2𝑏2
 

Se reemplazó 𝑉2,𝑛 en la expresión 

obtenida en el paso (3) para  𝑉2,𝑡 
𝑉2,𝑡 = 𝑈2 −

𝑄

2π𝑟2𝑏2tan𝛽2
 

Se reemplazó 𝑉2,𝑡 y 𝑈2 en la ecuación 

obtenida en el paso (1) y se obtuvo la 

cabeza hidráulica teórica en el BEP. 

𝐻𝐵𝐸𝑃 =
𝜔

𝑔
൬𝜔𝑟2

2 −
𝑄

2𝜋𝑟2𝑏2 tan𝛽2
൰ 

1 

2 

3 

5 
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El vector 𝑣2,𝑡 representó la componente tangencial del vector de velocidad resultante en el extremo 

del impulsor, además tiene la misma dirección y sentido de la velocidad radial 𝑢2 como se muestra 

en la Ilustración 7.  

 

Ilustración 7.Triángulo de velocidades formado en la salida del impulsor. 

 

Geométricamente, se obtuvo esta velocidad como 𝑢2  disminuido en la magnitud del cateto 

adyacente a 𝛽2 formado entre los vectores 𝑈⃑⃑  ⃑2y �⃑⃑⃑� 
2 así:  

 

𝑣2,𝑡 = 𝑢2 −
𝑣2,𝑛

tan (𝛽2)
  

( 12) 

 

Esta expresión para la velocidad tangencial dependió de dos parámetros geométricos: la velocidad 

angular del impulsor (𝜔 ) y la componente normal de la velocidad 𝑣2,𝑛 ,  que es perpendicular 

respecto al área de flujo del agua. Luego, teniendo en cuenta el principio de Bernoulli, se estableció 

que el flujo volumétrico en la entrada de la turbina es igual en la salida como se muestra en la 

ecuación ( 13). 

 

𝛼2 

 

𝛽2 

  �⃑⃑� 2 
�⃑� 2,𝑡  

�⃑⃑⃑� 
2 �⃑� 2 

�⃑� 2𝑛  
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2𝜋𝑟1𝑏1𝑣1,𝑛 = 2𝜋𝑟2𝑏2𝑣2,𝑛 ( 13) 

 

De esta igualdad, se despejo el termino 𝑣2,𝑛 y se obtuvo una expresión que dependió del caudal de 

sitio:  

 

𝑣2,𝑛 =
𝑄

2𝜋𝑟2𝑏2
 ( 14) 

 

El termino 𝑣2,𝑛 se reemplazó en la ecuación ( 12) y se obtuvo una expresión alternativa para la 

componente tangencial de la velocidad absoluta como se presenta en la ecuación ( 15). 

 

𝑣2,𝑡 = 𝜔𝑟2 −
𝑄

2𝜋𝑟2𝑏2tan (𝛽2)
 ( 15) 

 

Finalmente, la ecuación ( 15) se reemplazó en la ecuación de Euler para turbomáquinas y así se 

obtuvo una relación de la cabeza hidráulica de una PAT en función de la geometría del impulsor y 

condiciones de sitio por medio de la ecuación (16): 

 

𝐻𝐵𝐸𝑃 =
𝜔𝑟2
𝑔

൬𝜔𝑟2 −
𝑄

2𝜋𝑟2𝑏2 tan(𝛽2)
൰ 

 

(16) 

3.1.2 Modelo 2. Modelo mejorado de predicción de la cabeza hidráulica considerando 

el área efectiva de flujo con la presencia de álabes. 

 

El presente modelo se basó en la consideración del área de flujo efectiva teniendo en cuenta la 

presencia de los álabes. A diferencia del modelo anterior, donde se consideró la superficie 

transversal de entrada y salida sin tener en cuenta los álabes, en este modelo se tuvo en cuenta el 
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espacio ocupado por el espesor de los álabes, lo cual resultó en un área de flujo efectiva menor 

representada en color celeste. Esta área se visualiza en la Ilustración 8, donde se presenta un 

isométrico del impulsor en la parte superior y se resalta el área considerada en el modelo. Cabe 

destacar que el área incidente de los álabes se representó como un rectángulo de color azul oscuro, 

con la base correspondiente al espesor del álabe (𝛿) y la altura asociada al parámetro 𝑏2.  

Ilustración 8. Área de flujo efectiva considerando la presencia de los álabes en el impulsor. Adaptado 

de [29]. 

 

Con esta consideración, se repitió el procedimiento utilizado para el desarrollo del primer modelo, 

partiendo desde la ecuación ( 13) , donde el área de flujo se definió como se muestra en la ecuación 

(17) 

𝛿 

Área efectiva de flujo 

Área ocupada por 

álabes 

2𝜋𝑟2 

𝑏2 
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𝐴2 = (2𝜋𝑟2 − 𝑍𝛿)𝑏2 

 

(17) 

Con esta definición alternativa para el área de flujo, se obtuvo un modelo que considero la presencia 

de los álabes en el impulsor y se presenta en la ecuación (18). 

 

𝐻𝐵𝐸𝑃 =
𝜔𝑟2
𝑔

൬𝜔𝑟2 −
𝑄

(2𝜋𝑟2 − δZ)𝑏2 tan(𝛽2)
൰ 

(18) 

 

La presencia de los álabes en el impulsor produce perdidas por choques y recirculación de fluido por 

remolino [19]. Las pérdidas por choque producen una disminución en la velocidad del fluido y 

consecuentemente una disminución en la cabeza hidráulica. La formación de remolinos es debido a 

imperfecciones en el guiado del fluido. Estos vórtices, afectan la dirección de los vectores de flujo, 

es decir, los ángulos 𝛽2  Y 𝛼2  son variantes en el tiempo . Considerando esto, un modelo 

bidimensional de flujo representará con mayor exactitud la cabeza hidráulica teórica.   

Consecuentemente, se incluyó en el modelo el coeficiente de obstrucción de flujo que considera las 

pérdidas por choque y recirculación. Teniendo en cuenta que el caudal 𝑄  es directamente 

proporcional al producto de la velocidad 𝑉𝑛  y el área transversal 𝐴, si la velocidad disminuye el 

caudal también. Por lo tanto, las pérdidas de flujo volumétrico dependen de la geometría de los 

álabes presentes en el impulsor. La Ecuación ( 19) presentó la expresión matemática para calcular 

estas pérdidas en términos de parámetros geométricos del impulsor. Este coeficiente (𝑘2) considera 

el espesor de los álabes (𝛿 ), el número de álabes presentes en el impulsor (𝑍 ). En la teoría 

unidimensional este coeficiente tiene una magnitud de 1, es decir, no existen perdidas de fluido 

entre la entrada y la salida del impulsor.  

Al considerar un flujo bidimensional y consecuentemente la aparición de pérdidas por choque, se 

definió 𝑘2   como una función lineal multivariable  que dependió de δ, 𝑧  y 𝑟2 , es decir, 

2 2( , , )k f Z r , luego se estudió la dependencia geométrica de los álabes teniendo en cuenta el 

dominio de 
2( , , )f Z r . 
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2

2

1
2

Z
k

r




   

( 19) 

  

La Tabla 2, presentó los resultados del análisis matemático del comportamiento de 𝑘2 como una 

función en el dominio de los reales. Para que el coeficiente 𝑘2 sea negativo, matemáticamente el 

área ocupada por los álabes debe ser mayor al perímetro, lo que no tiene sentido en un impulsor 

real. Tomará un valor de cero cuando el área ocupada sea igual al perímetro, con lo cual el fluido no 

tendría por donde moverse y consecuentemente el caudal es igual a 0. El valor ideal de uno (1) solo 

es posible cuando el número de álabes es cero (0), lo que tampoco es posible constructivamente 

debido que son los álabes los que arrastran el fluido y lo desplaza desde la entrada hasta la salida. 

Considerar que 𝑘2 es mayor a la unidad implicó que el caudal en la salida es mayor al caudal en la 

entrada y no es coherente con el teorema de transporte de Reynolds y la ley de conservación de 

masa.  Por lo tanto, 𝑘2 siempre será un valor mayor a 0 y menor a la unidad considerando las 

características constructivas del impulsor. 

 

Tabla 2. Dependencia geométrica de 𝑘2 respecto a la geometría del álabe  

Condición geométrica 𝑘2 

𝛿𝑍 > 2𝜋𝑟2 < 0 

𝛿𝑍 = 2𝜋𝑟2 0 

𝑍 = 0 1 

𝛿𝑍 < 2𝜋𝑟2 > 1 

 

Con esto, el termino Q de la ecuación (18) fue multiplicado por el coeficiente de obstrucción de flujo 

y se obtuvo el modelo 2 que se presenta en la ecuación (20). Este modelo considera la formación de 

remolinos relativos en el volumen de control y las pérdidas de velocidad en el fluido.  

𝐻𝐵𝐸𝑃 =
𝜔𝑟2
𝑔

(𝜔𝑟2 −
(1 −

𝛿𝑍

2𝜋𝑟2
)𝑄

(2𝜋𝑟2 − δZ)𝑏2 tan(𝛽2)
) (20) 
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3.1.3 Modelo con constante de ajuste para optimizar la precisión y reducir la varianza 

en la predicción de la cabeza hidráulica. 

 

Se propuso buscar una constante de ajuste que mejore la precisión y disminuya la varianza del 

modelo. Esta constante se obtuvo partiendo de la premisa que la cabeza hidráulica experimental 

(𝐻𝑒𝑥𝑝) es 𝑘 veces la cabeza calculada por los modelos propuestos anteriormente ( ModeloH ), es decir, 

exp ModeloH KH . La constante de ajuste se obtuvo de la siguiente manera:  

El error relativo ( RE ) se define como el cociente entre el error absoluto ( AE ) y la medida 

experimental o de confianza. Para este caso, la medida de confianza, es la cabeza experimental 

obtenida de la literatura, es decir, 𝐸𝑅 = 𝐸𝐴 𝐻𝑒𝑥𝑝⁄ .  

A su vez, el error absoluto se define como la diferencia entre la cabeza experimental y la cabeza 

calculada por los modelos, es decir, A Modelo ModeloE KH H  .En la ecuación ( 21) se presenta la 

expresión obtenida que considera el factor de ajuste.   

Modelo Modelo
R

Modelo

KH H
E

KH


  

 

( 21) 

 

Aplicando procedimientos matemáticos, se despejo la constante 𝑘 y se obtuvo una expresión para 

calcularla por medio de regresión lineal como se muestra en la ecuación ( 22). El error relativo que 

se considero fue el error relativo promedio de las validaciones realizadas en el modelo 2, es decir, 

11%RE  . 

1

1R

K
E

 
  

( 22) 

 

Con esta expresión, se obtuvo una ecuación alternativa para la cabeza hidráulica que integro la 

constante obtenida como se observa en la ecuación (23):   

𝐻𝐵𝐸𝑃 =
𝑘𝜔𝑟2

𝑔
൬𝜔𝑟2 −

𝑘2𝑄

(2𝜋𝑟2 − δZ)𝑏2 tan(𝛽2)
൰ ( 23) 



 

INFORME FINAL 

TRABAJO DE GRADO  

Código FDE 089 

Versión 04 

Fecha 24-02-2020 

 

33 
 

3.1.4 Modelo 4. Modelo de flujo bidimensional simplificado considerando el factor de 

disminución de trabajo (𝒆𝒛) 

 

Para el desarrollo de los modelos se consideró el flujo unidimensional. Es decir, se consideró que 

toda partícula de fluido que ingrese al impulsor seguirá la misma trayectoria de los álabes. Esta 

consideración solo sería posible si el impulsor tuviera una cantidad infinita de álabes de espesor 

despreciable. De esta manera, las partículas se deslizarían sobre los álabes sin cambiar su 

trayectoria. Sin embargo, un impulsor real posee un numero finito de álabes con un espesor 

determinado y por lo tanto el comportamiento fluido dinámico del agua no es ideal.  

El factor de disminución de trabajo (𝑒𝑧 ) permite considerar un flujo bidimensional de manera 

simplificada. Teniendo en cuenta la rotación relativa que poseen las partículas, se consideran las 

pérdidas de velocidad producidas en el fluido. En la ecuación ( 24) se presenta la expresión 

matemática para calcularla por medio del método de Pfleiderer [20].  

2

1

2

1

1.2(1 sin )
1

1

ze

D
Z

D







  
  
  

 

 

( 24) 

De esta manera se obtuvo un modelo alternativo que integró un factor de ajuste obtenido de la 

literatura y se presenta en la ecuación ( 25): 

𝐻𝐵𝐸𝑃 =
𝜔𝑟2
𝑔

 

(

 
1

1 +
1.2(1+sin𝛽2)

𝑍[1−
𝐷1
𝐷2

] )

 ൬𝜔𝑟2 −
𝑘2𝑄

(2𝜋𝑟2 − δZ)𝑏2 tan(𝛽2)
൰ ( 25) 

 

A continuación, en la Tabla 3, se resumen los modelos propuestos para predecir la cabeza hidráulica 

en una bomba operada como turbina. Cada modelo se basó en consideraciones y variables distintas, 

lo que les confiere limitaciones particulares. El Modelo 1 se enfocó en los parámetros geométricos 

del impulsor, sin considerar pérdidas ni variaciones en el caudal. El Modelo 2 incorporó el área de 

flujo efectiva y el coeficiente de obstrucción de flujo, pero no consideró otras pérdidas ni 
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consideraciones geométricas detalladas. En el Modelo 3 se integró una constante de ajuste obtenida 

por medio de regresión lineal para mejorar la precisión. En el Modelo 4 se simplificó el flujo 

bidimensional, pero no se consideraron todas las complejidades de la dinámica del fluido al interior 

del impulsor. 

 

Tabla 3. Comparación de modelos para la predicción de la cabeza hidráulica 

Modelo Consideraciones Variables consideradas Limitaciones 

Modelo 

1 

Parámetros 

geométricos del 

impulsor partiendo 

de la ecuación de 

Euler. 

𝜔, 𝑔, 𝑄, 𝑟2, 𝑏2, 𝛽2 

 No considera pérdidas 

de energía en el flujo ni 

variaciones en el 

caudal, lo que limita su 

precisión en 

condiciones no ideales. 

Modelo 

2 

Área de flujo efectiva 

con presencia de 

álabes y coeficiente 

de obstrucción de 

flujo. 

𝜔, 𝑔, 𝑄, 𝑟2, 𝑏2, 𝛽2, 𝛿, 𝑍, 𝑘2 

 No considera la 

geometría en la salida 

de la turbina.  

 No considera perdidas 

asociadas al flujo 

volumétrico presente 

en el volumen de 

control. 

Modelo 

3 

Constante de ajuste 

para mejorar 

precisión y reducir 

varianza. 

𝜔, 𝑔, 𝑄, 𝑟2, 𝑏2, 𝛽2, 𝛿, 𝑍, 𝑘2, 𝐾 

 Su aplicabilidad es 

limitada dado que es 

un parámetro en 

función del error 

relativo obtenido en el 

análisis del 

comportamiento del 

modelo. 



 

INFORME FINAL 

TRABAJO DE GRADO  

Código FDE 089 

Versión 04 

Fecha 24-02-2020 

 

35 
 

Modelo Consideraciones Variables consideradas Limitaciones 

Consecuentemente, el 

error relativo promedio 

puede variar según se 

aumente el número de 

validaciones.  

Modelo 

4 

Flujo bidimensional 

simplificado y factor 

de disminución de 

trabajo. 

𝜔, 𝑔, 𝑄, 𝑟2, 𝑏2, 𝛽2, 𝛿, 𝑍, 𝑘2, 𝑒𝑧 

 La simplificación del 

flujo bidimensional no 

considera todas las 

complejidades del 

comportamiento del 

fluido en el impulsor, lo 

que puede llevar a 

estimaciones menos 

precisas.  

 El factor de 

disminución de trabajo 

asume condiciones 

ideales y puede no 

reflejar 

completamente las 

pérdidas de velocidad 

en el fluido. 

 

3.2 Búsqueda selectiva de documentación para la obtención de parámetros geométricos: 

fundamentos para la validación de los modelos matemáticos. 

 

Consecuentemente, con base en los objetivos propuestos, se realizó una búsqueda selectiva en la 

literatura los parámetros geométricos que fueron usados posteriormente para la validación de los 

modelos. Se encontraron diversos estudios relacionados a PAT, donde se presentaron las 
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características técnico operativas de algunas bombas. Sin embargo, algunos autores no enunciaron 

textualmente el espesor de los álabes. En la Tabla 4 se presentan características técnico operativas 

de 25 bombas operadas como turbina con cabeza hidráulica entre 3,19 m y 77,7 m. Por otra parte, 

La  

Tabla 5 presenta los parámetros geométricos del impulsor obtenidos de la literatura de manera 

textual. Los campos con guion (-) corresponden a valores no proporcionados por los autores. 

 

Tabla 4.Condiciones de sitio de las PAT consultadas. 

Refs. PAT 𝑯(𝒎) 𝝎(𝒓𝒑𝒎) 𝑸(𝒎𝟑/𝒉) 

[Yang S. et al, 2012] 1 35,04 1500 72 

[Yang S. et al, 2012] 2 41,71 3000 72 

[Yang S. et al, 2012] 3 31,36 3000 72 

[Yang S.et al, 2012] 4 32,40 1500 36 

[Miao S. et al, 2015] 5 72,20 2900 36 

[Doshi A., et al, 2017] 6 10,93 1000 36 

[Doshi A., et al, 2017] 7 6,82 1000 36 

[Doshi A., et al, 2017] 8 3,19 1000 108 

[Doshi A., et al, 2017] 9 16,62 1000 108 

[Huang S. et al, 2017] 10 30,50 1450 72 

[Huang S. et al, 2017] 11 19,80 1480 25,2 

[Huang S. et al, 2017] 12 36,60 2900 18,72 

[Lin T. et al, 2021] 13 52,80 2900 26,64 

[Lin T. et al, 2021] 14 54,00 2900 32,4 

[Polák M, 2021] 15 10,00 1358 20,16 

[Polák M, 2021] 16 20,00 2029 28,8 

[Polák M, 2021] 17 30,00 2402 35,28 

[Polák M, 2021] 18 10,00 1353 36 

[Polák M, 2021] 19 20,00 1910 72 

[Polák M, 2021] 20 30,00 2408 72 
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Refs. PAT 𝑯(𝒎) 𝝎(𝒓𝒑𝒎) 𝑸(𝒎𝟑/𝒉) 

[Barbarelli S. et al, 2022] 21 93,28 1450 36 

[Barbarelli S. et al, 2022] 22 43,70 1450 7,2 

[Barbarelli S. et al, 2022] 23 20,00 1450 36 

[Qi B, et al, 2022] 24 15,00 1450 21,6 

[Qi B, et al, 2022] 25 15,00 1450 21,6 

 

Tabla 5. Parámetros geométricos obtenidos de la literatura 

PAT 𝒓𝟐(𝒎𝒎) 𝐛𝟐(𝒎𝒎) 𝛃𝟐(°) 𝜹(𝒎𝒎) Z (-) 

1 84,5 26 20 - 9 

2 84,5 26 30 - 9 

3 117,5 15,3 30 - 9 

4 130 15,5 28 4 6 

5 107 20,3 14 - 4 

6 87 21,8 23 5,4 5 

7 70,5 27 23 4,6 5 

8 79 19 25 3,7 6 

9 66 27 22 3,5 5 

10 127,5 14,38 30 2,5 7 

11 82,5 6 35 3 6 

12 66 16 30 3 5 

13 66 16 30 3,5 6 

14 66 16 15 - 6 

15 66 10 24 1,5 6 

16 66 10 24 1,5 6 

17 66 10 24 1,5 6 

18 129 17 60 1,5 12 

19 101,5 16 60 1,5 12 

20 70 18 60 1,5 12 

21 162,5 10 24 4 5 
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PAT 𝒓𝟐(𝒎𝒎) 𝐛𝟐(𝒎𝒎) 𝛃𝟐(°) 𝜹(𝒎𝒎) Z (-) 

22 134,29 8 20 4 6 

23 115 25 28 2 7 

24 82,5 7 39 - 6 

25 82,5 8 90 - 11 

 

Teniendo en cuenta que algunos autores no brindaron de manera precisa el valor del espesor del 

álabe, se optó por considerar el espesor promedio como valor representativo para δ en la validación 

de las bombas con espesor de álabe desconocido. Tras el análisis, se determinó que el valor 

promedio obtenido fue de 0,0029 m. Este valor se utilizó como referencia en el proceso de 

validación de los modelos matemáticos desarrollados. 

 

3.3 Validación de la cabeza hidráulica teórica mediante métodos estadísticos. 

 

Para evaluar el desempeño de los modelos, tres criterios fueron considerados: El rango de variación 

máximo presentado por el modelo (∆Error), la varianza (𝜎) y la efectividad del modelo (EF). El rango 

de variación se evaluó considerando que el modelo será mejor cuanto más preciso y exacto sea. 

Este criterio corresponde a la diferencia entre los errores máximos obtenidos en las 25 validaciones, 

es decir, 
exp expmax( ) min( )Modelo Modelorel H H rel H HError Error Error    . Por otro parte, para evaluar la 

precisión del modelo, se calculó la varianza del error relativo (σ) utilizando la ecuación ( 26). Donde 

n es el número de validaciones y �̅� el error relativo medio.   

2

2 1

( )
n

ix X

n







 

( 26) 

 

 

También, se consideró que la efectividad dependió del error relativo asociado al dato observado, 

donde tendrá un valor de uno (1) si el error relativo es inferior al 20% y será cero si el error relativo 

es superior. Consecuentemente, se definió una función de efectividad  𝑒𝑓(𝐸𝑅)  como una función 
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del error relativo por tramos con rango 1 y dominio de cero a infinito como se muestra en la 

ecuación ( 26). 

𝑒𝑓(𝐸𝑅) = {
1, 𝐸𝑅 ≤ 20%
0, 𝐸𝑅 > 20%

 

 

( 27) 

 

Para calcular la efectividad del modelo se estableció una relación entre el total de validaciones con 

un error relativo inferior al 20% en proporción al total de las bombas estudiadas.  En la ecuación ( 

28) se presentó la expresión para calcular la efectividad porcentual de un modelo matemático como 

la relación entre la función del error relativo asociado a cada iteración del modelo (𝐸𝑅𝑖
) y el total de 

muestras (𝑛).  

0

100 ( )

(%)
i

n

R

i

ef E

EF
n




 

 

( 28) 
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4 RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

4.1 Evaluación de la precisión del primer modelo mediante la comparación de la cabeza 

hidráulica teórica y experimental. 

 

El primer modelo fue validado y se obtuvieron los resultados que se presentan en la Ilustración 9, 

donde se mostró el error relativo calculado para las 25 PATs evaluadas. El eje vertical representó el 

porcentaje de error, mientras que el eje horizontal representó la bomba evaluada. Las barras de 

color azul representaron errores relativos positivos, es decir, la cabeza hidráulica teórica fue menor 

que la cabeza hidráulica experimental, mientras que las barras verdes representaron errores 

relativos negativos, lo que significó que la cabeza teórica fue mayor a la altura experimental.  La 

línea discontinua representó el error admisible del 20% para este estudio. Se evidenció que para 18 

validaciones el error relativo obtenido fue positivo y fue negativo para 7 bombas, es decir, la cabeza 

hidráulica teórica fue menor a la cabeza experimental para el 72% de las 25 bombas evaluadas. Se 

observó que, para las bombas validadas donde se obtuvieron errores positivos, el menor fue de 

0,8% y el mayor fue 46,49%, además, 14 validaciones se encontraron en un rango inferior al 20%. 

Por otro lado, de las 7 validaciones con error relativo negativo, 6 se encontraron en el rango 

admisible del 20% donde se obtuvo un error mínimo correspondiente al 2,21% y un error máximo 

de 46,12%. En total, el modelo presentó un error inferior al 20% para 20 bombas, lo que representó 

el 80% de las bombas estudiadas. 
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Ilustración 9. Errores relativos obtenidos del Modelo 1. 

 

Sin embargo, el presente trabajo pretendió obtener una expresión para bombas centrifugas 

radiales. Algunas bombas utilizadas en el proceso de validación, no se encontraron en ese régimen 

de operación. Por lo tanto, es posible que los errores relativos altos fueron obtenidos con bombas 

fuera del rango del modelo.  

Para validar esta hipótesis se investigó la relación del error relativo con la velocidad especifica en 

modo turbina (𝑁𝑠𝑡), utilizando la ecuación ( 1) presentada en la sección marco teórico. La Ilustración 

10, corresponde a un gráfico de dispersión de datos, que muestra los errores obtenidos respecto a 

la 𝑁𝑠𝑡  En el eje de las ordenadas se representó el porcentaje de error, mientras que el eje de las 

abscisas representó la velocidad especifica. Los datos de color azul representaron errores relativos 

positivos, es decir, la cabeza hidráulica teórica fue menor que la cabeza hidráulica experimental, 

mientras que los puntos rojos representaron errores relativos negativos, lo que significó que la 

cabeza teórica fue mayor a la altura experimental.  Se observó que para bombas con velocidades 

especificas entre 10 y 30 se formó un conjunto de datos donde se encontraron 5 errores negativos 

0,8 

46,1 46,4 

2,2 

𝐻𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 > 𝐻𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝐻𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 < 𝐻𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 
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y 15 positivos. En este rango, el error relativo menor fue 0,80% y el mayor fue 23,54% para las 

bombas donde la cabeza calculada fue menor a la cabeza teórica. Mientras que, para las bombas 

donde la cabeza calculada fue mayor a la cabeza teórica, se obtuvo que el error más alto fue de 

13,61% y el menor fue 2,21%. También, se observó un error atípico de 46,28%. 

 

Ilustración 10.Relación de errores relativos respecto a Nst del Modelo 1. 

 

 

4.1.2. Resultados del modelo 2 considerando el coeficiente de obstrucción de flujo. 

 

Al igual que el modelo anterior, el segundo modelo fue validado y se obtuvieron los resultados que 

se presentan en la Ilustración 11, donde se mostró el error relativo calculado para las 25 PATs 

evaluadas. El eje vertical representó el porcentaje de error, mientras que el eje horizontal 

representó la bomba evaluada. Las barras de color azul representaron errores relativos positivos, es 

decir, la cabeza hidráulica teórica fue menor que la cabeza hidráulica experimental, mientras que 

las barras verdes representaron errores relativos negativos, lo que significó que la cabeza teórica 

0,8 

23,54 

2,21 

13,61 

𝐻𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 > 𝐻𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 Error admisible 𝐻𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 < 𝐻𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 

𝑁𝑠𝑡 
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fue mayor a la altura experimental.  La línea discontinua representa el error admisible del 20% para 

este estudio. Se evidenció que para 19 validaciones el error relativo obtenido fue positivo y fue 

negativo para 6 bombas, es decir, la cabeza hidráulica teórica fue menor a la cabeza experimental 

para el 76% de las 25 bombas evaluadas. Se observó que, para las bombas validadas donde se 

obtuvieron errores positivos, el menor fue de 2,41% y el mayor fue 47,3%, además, 15 validaciones 

se encontraron en un rango inferior al 20%. Por otro lado, de las 6 validaciones con error relativo 

negativo, 5 se encontraron en el rango admisible del 20% donde se obtuvo un error mínimo 

correspondiente al 1,48% y un error máximo de 31,47%. En total, el modelo presentó un error 

inferior al 20% para 20 bombas, lo que representó el 80% de las bombas estudiadas. 

 

Ilustración 11. Errores relativos obtenidos del Modelo 2. 

 

Se investigó la relación del error relativo con la velocidad especifica en modo turbina (𝑁𝑠𝑡 ), 

utilizando la ecuación ( 1) presentada en la sección marco teórico. La Ilustración 12, presentó el 

comportamiento del modelo para el rango de velocidades específicas de las bombas estudiadas. En 

47,3 

31,4 
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𝐻𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 > 𝐻𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝐻𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 < 𝐻𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 
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el eje de las ordenadas se representó el porcentaje de error, mientras que el eje de las abscisas 

representó la velocidad especifica. Los datos de color azul representaron errores relativos positivos, 

es decir, la cabeza hidráulica teórica fue menor que la cabeza hidráulica experimental, mientras que 

los puntos rojos representaron errores relativos negativos, lo que significó que la cabeza teórica fue 

mayor a la altura experimental.  Se observó que para bombas con velocidades especificas entre 10 

y 34 se formó un conjunto de datos donde se encontraron 4 errores negativos y 14 positivos. En 

este rango, el error relativo menor fue 2,41% y el mayor fue 27,42% para las bombas donde la 

cabeza calculada fue menor a la cabeza teórica. Mientras que, para las bombas donde la cabeza 

calculada fue mayor a la cabeza teórica, se obtuvo que el error más alto fue 31,47% y el menor fue 

1,48%. Además, se identificó un error atípico positivo de 47,3 %.  

 

Ilustración 12.Relación de errores relativos y Nst para el Modelo 2. 
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4.1.3. Resultados del modelo 3 considerando constante de ajuste obtenida mediante 

regresión lineal. 

 

Se evaluó el tercer modelo propuesto que integró la constante de ajuste obtenida por medio de 

regresión lineal y se obtuvieron los resultados que se presentaron en la Ilustración 13, donde se 

mostró el error relativo calculado para las 25 PATs estudiadas . El eje vertical representó el 

porcentaje de error, mientras que el eje horizontal representó la bomba evaluada. Las barras azules 

representaron las validaciones donde la cabeza calculada está por debajo de la cabeza hidráulica 

teórica, mientras que las barras de color verde representaron las validaciones por encima de la 

cabeza teórica. Las equis representaron el error admisible del 20% para este estudio. Se obtuvieron 

errores relativos positivos para 15 bombas lo que representó el 60% del total de bombas estudiadas, 

también se obtuvieron 10 negativos, es decir, el 40% de las validaciones totales. Las validaciones 

donde la cabeza teórica fue menor a la cabeza experimental, presentaron errores entre 0,15% y 

42,23%. Por otro lado, de las 10 validaciones con error relativo negativo, 5 se encontraron en el 

rango admisible del 20% donde se obtuvo un error mínimo correspondiente al 1,01% y un error 

máximo de 44,11%. En total, el modelo presentó un error inferior al 20% para 18 bombas, lo que 

representó el 72% de las bombas estudiadas. 
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Ilustración 13.Errores relativos obtenidos al evaluar el Modelo 3. 

 

Siguiendo el procedimiento utilizado en el análisis de los anteriores modelos,  la relación del error 

relativo con la velocidad especifica en modo turbina (Nst), utilizando la ecuación ( 1) presentada en 

la sección marco teórico. La Ilustración 14, presentó el comportamiento del modelo para el rango 

de velocidades específicas de las bombas estudiadas. En el eje de las ordenadas se representó el 

porcentaje de error, mientras que el eje de las abscisas representó la velocidad especifica. Los datos 

de color azul representaron errores relativos positivos, es decir, la cabeza hidráulica teórica fue 

menor que la cabeza hidráulica experimental, mientras que los puntos rojos representaron errores 

relativos negativos, lo que significó que la cabeza teórica fue mayor a la altura experimental.  Se 

observó que para bombas con velocidades especificas entre 10 y 34 se formó un conjunto de datos 

donde se encontraron 7 errores negativos y 12 positivos. En este rango, el error relativo menor fue 

3% y el mayor fue 20,44% para las bombas donde la cabeza calculada fue menor a la cabeza teórica. 

Mientras que, para las bombas donde la cabeza calculada fue mayor a la cabeza teórica, se obtuvo 
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que el error mayor fue 23,93% y el menor fue 1,01%. Además, se identificaron dos datos atípicos 

con errores de 44,11% y 42,23%. 

 

Ilustración 14.Errores relativos respecto a Nst para el Modelo 3. 

 

 

4.1.4. Resultados del modelo 4 considerando el flujo bidimensional y el ajuste 

mediante una constante de precisión.  

 

Luego, se evaluó el cuarto modelo propuesto que integró el coeficiente de disminución de trabajo, 

se obtuvieron los resultados que se presentaron en la Ilustración 15, donde se mostró el error 

relativo calculado para las 25 PATs estudiadas . El eje vertical representó el porcentaje de error, 

mientras que el eje horizontal representó la bomba evaluada. Las barras azules representaron las 
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validaciones donde la cabeza calculada está por debajo de la cabeza hidráulica teórica, mientras que 

las barras de color verde representaron las validaciones por encima de la cabeza teórica. Las equis 

representaron el error admisible del 20% para este estudio. Se obtuvieron errores relativos positivos 

para 20 bombas, lo que representó el 80% del total de bombas estudiadas, también se obtuvieron 

5 negativos, es decir, el 20% de las validaciones totales. Las validaciones donde la cabeza teórica fue 

menor a la cabeza experimental, presentaron errores entre 0,9% y 52,11%, donde 14 de estas 

obtuvieron errores menores al 20%. Por otro lado, el total de las validaciones con error relativo 

negativo se encontraron en el rango admisible del 20% donde se obtuvo un error mínimo 

correspondiente al 7,22% y un error máximo de 16,77%. En total, el modelo presentó un error 

inferior al 20% para 19 bombas, lo que representó el 76% de las bombas estudiadas.  

 

Ilustración 15. Errores relativos obtenidos del Modelo 4. 
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Se investigó la relación del error relativo con la velocidad especifica en modo turbina (𝑁𝑠𝑡 ), 

utilizando la ecuación ( 1) presentada en la sección marco teórico. La Ilustración 16, presenta el 

comportamiento del modelo para el rango de velocidades específicas de las bombas estudiadas. En 

el eje de las ordenadas se representó el porcentaje de error, mientras que el eje de las abscisas 

representó la velocidad especifica. Los datos de color azul representaron errores relativos positivos, 

es decir, la cabeza hidráulica teórica fue menor que la cabeza hidráulica experimental, mientras que 

los puntos rojos representaron errores relativos negativos, lo que significó que la cabeza teórica fue 

mayor a la altura experimental.  Se observó que para bombas con velocidades especificas entre 10 

y 34 se formó un conjunto de datos donde se encontraron 5 errores negativos y 15 positivos. En 

este rango, el error relativo menor fue 0,90% y el mayor fue 25,31% para las bombas donde la 

cabeza calculada fue menor a la cabeza teórica. Mientras que, para las bombas donde la cabeza 

calculada fue mayor a la cabeza teórica, se obtuvo que el error más alto fue 16,77% y el menor fue 

7,22%.  
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Ilustración 16.Relación de errores relativos con Nst para el Modelo 4. 

 

También, se examinó el impacto de la relación de radios en los errores relativos obtenidos durante 

la evaluación de las bombas. Se tomó en cuenta el método de Pfleiderer, el cual sugiere que el 

enfoque es más adecuado para impulsores radiales con una relación de radios cercana a 0,5 [20]. La 

Ilustración 17, muestra cómo los errores relativos más altos se presentaron cuando la relación de 

radios se alejó de 0,5. Esto indica que a medida que la desviación de esta proporción aumenta, los 

errores relativos entre las cabezas hidráulicas teóricas y experimentales también aumentan. 
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Ilustración 17.Errores relativos respecto a relación de radio interior y exterior del impulsor. 

  

Este resultado hace necesario una evaluación exhaustiva de las características geométricas de los 

impulsores y la consideración de parámetros específicos de cada bomba al utilizar el modelo 

matemático propuesto. Al hacerlo, se puede lograr una estimación más precisa y confiable de la 

cabeza hidráulica en condiciones reales de operación. 

 

4.1.5. Evaluación comparativa de los modelos y selección del mejor desempeño. 

 

Los resultados obtenidos  para cada uno de los modelos se presentaron en la Tabla 6. Con el 

resumen registrado en la Tabla 5, se procedió a analizar de forma puntual los criterios, con el fin de 

determinar el modelo con mayor desempeño. 

Para el modelo 1, se observa un alto valor de ∆Error, alcanzando un 92,61. Esto indica una diferencia 

considerable entre la cabeza hidráulica teórica y experimental. La desviación asociada es de 0.035, 

lo cual implica una variabilidad relativamente alta en los resultados. Sin embargo, se destaca una 
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efectividad del 80%, lo que indica que en un 80% de los casos evaluados, el modelo logra un buen 

desempeño en la predicción de la cabeza hidráulica. 

Para el modelo 2 se obtuvo un ∆Error de 78.77, también indicando una diferencia significativa entre 

la cabeza hidráulica teórica y experimental. La desviación es de 0.029, mostrando una menor 

variabilidad que el Modelo 1. Al igual que el Modelo 1, presenta una efectividad del 80%. 

Por otra parte, el modelo 3 obtuvo un ∆Error de 86.34, indicando una discrepancia considerable 

entre la cabeza teórica y experimental. La desviación es de 0.034, con una variabilidad similar al 

Modelo 1. No obstante, la efectividad disminuye a un 72%, lo que sugiere un menor desempeño en 

comparación con los dos modelos anteriores. 

El modelo 4 se destaca por tener el menor ∆Error de la tabla, alcanzando un valor de 68.88. Esto 

indica una menor discrepancia entre la cabeza hidráulica teórica y experimental. La desviación 

asociada es de 0.026, mostrando una menor variabilidad en comparación con los otros modelos. La 

efectividad es del 76%, indicando un buen desempeño en la mayoría de los casos evaluados. 

 

Tabla 6. Valores numéricos de desempeño de los modelos evaluados. 

Modelo ∆Error s  Efectividad(%)  

1 92,61 0,035 80   

2 78,77 0,029 80  

3 86,34 0,034 72 

4 68,88  0,026 76 

 

Se observa que el Modelo 4 presenta el menor ∆Error y una menor varianza, lo cual indica una mayor 

precisión y consistencia en la predicción de la cabeza hidráulica. Sin embargo, es importante 

considerar la efectividad de cada modelo. Aunque el Modelo 4 tiene un menor ∆Error, no alcanza la 

efectividad más alta (80%). Por lo tanto, al seleccionar el modelo más adecuado para el análisis de 

la cabeza hidráulica, se debe tener en cuenta un equilibrio entre precisión y efectividad. 
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La Tabla 7, presentó la puntuación dada a cada uno de los modelos desarrollados utilizando 

asteriscos, donde se otorgó la mayor puntuación a los modelos que presentaron el error inferior, la 

varianza más baja y la mayor efectividad.   

El modelo 1, obtuvo una puntuación de siete (7) asteriscos, lo que indica un desempeño moderado 

en términos de error, desviación estándar, efectividad y desempeño general. 

El modelo 2, obtuvo una puntuación de diez (10) asteriscos, mostrando un mejor desempeño que 

el Modelo 1 en términos de error, desviación estándar, efectividad y desempeño general. 

El modelo 3, recibió una puntuación de cinco (5) asteriscos, lo que indica un desempeño bajo en 

comparación con los modelos anteriores. 

Finalmente, el modelo 4 obtuvo la puntuación más alta de once (11) asteriscos, lo cual indica el 

mejor desempeño en términos de error, desviación estándar, efectividad y desempeño general 

entre los modelos evaluados. 

 

Tabla 7.Puntuación de desempeño 

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 ∆𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 𝜎𝑠 𝐸𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑 𝐷𝑒𝑠𝑒𝑚𝑝𝑒ñ𝑜 

1 * ** **** ******* 

2 *** *** **** ********** 

3 ** * ** ***** 

4 **** **** *** *********** 

 

En conclusión, según la puntuación asignada, se determinó que el mejor modelo es el Modelo 4, 

que consideró el factor de disminución de trabajo. Este modelo obtuvo la puntuación más alta de 

once asteriscos, lo que indica un mejor desempeño en comparación con los otros modelos en todos 

los criterios evaluados 
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4.1.6. Comparativa del modelo matemático propuesto con estudios previos en la 

literatura. 

 

Se han llevado a cabo varios estudios teóricos para calcular la cabeza hidráulica de una bomba 

operada como turbina. Estos estudios han utilizado diferentes enfoques y modelos para estimar la 

cabeza hidráulica de la bomba en diversas condiciones de operación. Algunos de estos estudios 

utilizaron un enfoque analítico basado en las ecuaciones de flujo y energía para calcular la cabeza 

hidráulica. Otros utilizaron un enfoque numérico basado en la solución de ecuaciones diferenciales 

para modelar el flujo de fluido y estimar la cabeza hidráulica. También se han realizado simulaciones 

por computadora para modelar el comportamiento de la bomba operada como turbina. En la Tabla 

8 se presentaron los resultados obtenidos en estos estudios y el error obtenido por el modelo 4, 

que consideró el coeficiente de disminución del trabajo y presentó el mejor desempeño respecto a 

los otros modelos desarrollados. Cada estudio se caracteriza por el autor, año de publicación, 

referencias bibliográficas, error en la cabeza hidráulica expresado en porcentaje, designación del 

estudio, método utilizado y las variables consideradas en cada caso. 

Al analizar los estudios presentados, se puede observar una variedad de enfoques y metodologías 

utilizadas para estimar la cabeza hidráulica. El estudio de S. Fontanella et al. (2016) se basa en 

simulaciones numéricas en 3D con apoyo parcial de datos experimentales, obteniendo un bajo error 

del 1,03%. S. Huang et al. (2016) propone un modelo teórico basado en el modo bomba con 

validación experimental, mostrando un error del 4,76%. S. Barbarelli et al. (2017) desarrolla un 

modelo uni-dimensional para predecir curvas características sin conocer las características 

geométricas, con un error del 5%. 

X. Tan et al. (2020) presenta una correlación basada en la velocidad específica y el diámetro 

específico de la bomba con validación experimental, obteniendo un error del 7,78%. D. Penagos et 

al. (2021) utiliza una metodología basada en el estado del arte y validación mediante simulación 

numérica, presentando un error del 9,95%. El presente estudio (2023) utiliza un modelo teórico 

basado únicamente en parámetros geométricos y considera pérdidas de flujo y trabajo, obteniendo 

un error del 17,7%. Por último, S. Barbarelli et al. (2016) emplea un código numérico unidimensional 

considerando pérdidas hidráulicas, con un error del 21,36%. 
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Se puede observar que los estudios presentan diferentes niveles de precisión en la estimación de la 

cabeza hidráulica, y esto puede deberse a las diferencias en los métodos utilizados y las variables 

consideradas en cada caso. Además, es importante tener en cuenta que los estudios se realizaron 

en diferentes años, lo que puede reflejar avances y mejoras en las técnicas empleadas. 

 

Tabla 8. Errores máximos obtenidos en el cálculo teórico de la cabeza hidráulica de una PAT 

Refs. 

Error  

H (%) 

Designación Método Variables 

[21] 1,03 1 

Simulaciones numéricas en 3D con 

apoyo parcial de datos 

experimentales 

𝐷, 𝑍, 𝑍𝑔 , 𝑛𝑟, 𝑄𝑑 , 𝑛𝑞 

[22] 4,76 2 
Modelo teórico basado en el modo 

bomba con validación experimental 
𝐻𝑝, 𝜓𝑇 , 𝜓𝑝, 𝜂ℎ 

[4] 5,00 3 

Modelo uni-dimensional para 

predecir curvas características sin 

conocer las características 

geométricas. 

𝑔, 𝑢2, 𝑐𝑢2
∗ , 𝑢1, 𝑐𝑢1

∗ , 

ℎ𝑑𝑑 , ℎ𝑖𝑛𝑙𝑒𝑡 , ℎ𝑠ℎ𝑜𝑐𝑘 

ℎ𝑑𝑔, ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓, ℎ𝑖𝑛𝑙𝑒𝑡 

[23] 7,78 4 

Correlación basada en velocidad 

específica y diámetro especifico de la 

bomba  con validación experimental  

𝜔,𝐷0, 𝑁𝑠𝑡 , 𝐷𝑠𝑡 , 𝑔 

[24] 9,95 5 

Metodología basada en el estado de 

arte y validación por medio de 

simulación numérica.  

𝑁𝑠𝑡 , 𝐻𝑝 

- 17,70 6 Modelo teórico basado únicamente 

en parámetros geométricos 

𝜔, 𝑔, 𝑄, 𝑟2, 𝑏2, 

𝛽2, 𝛿, 𝑍, 𝑘2, 𝑒𝑧 
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Refs. 

Error  

H (%) 

Designación Método Variables 

considerando perdidas de flujo y 

trabajo. 

[25] 21,36 7 
Código numérico uni-dimensional 

considerando perdidas  hidráulicas 

𝐻𝑡ℎ, ℎ𝑓𝑑 , ℎ𝑑𝑑 , ℎ𝑓𝑣 , 

ℎ𝑓𝑐 , ℎ𝑖𝑛𝑙𝑒𝑡 , ℎ𝑠𝑟  

ℎ𝑙𝑜𝑤𝑓𝑙𝑜𝑤, ℎ𝑓𝑖 , ℎ𝑑𝑠𝑐 

ℎ𝑠ℎ𝑜𝑐𝑘 , ℎ𝑑𝑟𝑎𝑔 

 

A continuacion, en la Ilustración 18, se presenta el error relativo de diferentes autores en el cálculo 

de la cabeza hidráulica de una bomba operada como turbina, así como del modelo propuesto que 

consideró el factor de disminuacion de trabajo. El eje vertical representa el error relativo en 

porcentaje y el eje horizontal la desiganacion de los autores. La magnitud de cada barra indica el 

valor del error relativo promedio correspondiente. Se  evidencia que el modelo propuesto presenta 

un error inferior respecto al estudio analizado de los autores S. Barbarelli, et al que obtuvieron un 

error del 21,36%.  
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Ilustración 18. Errores relativos obtenidos en el cálculo de la cabeza hidráulica obtenido por 

diferentes autores.

 

 

Existen posibles razones por las cuales los modelos no obtuvieron los mejores resultados. Es posible 

que los autores de los otros modelos hayan considerado variables adicionales que no fueron 

incluidas en este estudio, lo que pudo haber mejorado su precisión. Además, utilizaron 

metodologías más avanzadas y datos más completos en sus investigaciones. Por otro lado, las 

simplificaciones y suposiciones realizadas podrían haber afectado su desempeño. Estas diferencias 

resaltan la importancia de identificar las limitaciones y buscar oportunidades de mejora en futuras 

investigaciones. 

 

 
S. Fontanella, et al S. Huang, et al 

S. Barbarelli, et al 

S. Barbarelli, et al 

X. Tan, et al 

D. Penagos, et al Presente estudio 

Error admisible 

1,03% 

4,76% 5% 

7,78% 

9,95% 

17,7% 

21,36% 
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Sin embargo, el presente estudio se destaca por su enfoque único al considerar exclusivamente 

parámetros geométricos, el coeficiente de obstrucción de flujo y el factor de disminución de trabajo 

en la estimación de la cabeza hidráulica. Al centrarse en los aspectos geométricos y los factores que 

afectan directamente el rendimiento de las bombas operadas como turbinas, este enfoque teórico 

ofrece una valiosa perspectiva para comprender y predecir el comportamiento hidráulico. Además, 

el uso de modelos teóricos simplificados puede agilizar el proceso de diseño y evaluación, brindando 

una alternativa eficiente y confiable a los métodos más complejos y costosos como el análisis CFD. 

Los modelos teóricos son especialmente relevantes y aplicables en el contexto de bombas operadas 

como turbinas. En estas situaciones, donde se busca aprovechar la energía hidráulica para generar 

electricidad, los modelos teóricos ofrecen una solución efectiva. Al medir y considerar únicamente 

variables geométricas, permiten estimar de manera precisa la cabeza hidráulica requerida. Esta 

aproximación teórica es especialmente útil en áreas remotas o desconectadas, donde no se cuenta 

con acceso a la electricidad o se carece de información detallada sobre las bombas disponibles. Al 

utilizar modelos teóricos, se abre la posibilidad de evaluar la viabilidad de implementar bombas 

operadas como turbinas en estas zonas, maximizando el aprovechamiento de la energía hidráulica 

sin depender de análisis complejos de dinámica de fluidos computacional (CFD) o información 

específica de fabricantes.  
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5. CONCLUSIONES 

 Se desarrollaron cuatro modelos matemáticos que dependían de las propiedades 

geométricas del impulsor de una bomba operada como turbina, utilizando la ecuación de 

Euler, para predecir la cabeza hidráulica en el punto de mayor eficiencia. Los modelos 

fueron analizados y comparados para determinar el más preciso y eficiente. 

 

 Con base en una exhaustiva búsqueda de literatura especializada sobre bombas operando 

como turbina, se recopiló información relevante para validar el modelo matemático 

seleccionado. Se encontraron un total de 25 bombas, y se obtuvieron diversos parámetros 

geométricos asociados tanto al impulsor como a la voluta y otros componentes. Sin 

embargo, es importante destacar que el enfoque matemático de nuestro trabajo se centró 

principalmente en los parámetros geométricos del impulsor, dejando de lado otros 

elementos mencionados. Además, se identificaron cinco parámetros geométricos y dos 

parámetros de operación clave, como el caudal y la velocidad angular del eje del impulsor, 

que fueron considerados en el análisis. 

 

 

 Se validó la cabeza hidráulica del modelo matemático seleccionado, utilizando los 

parámetros geométricos obtenidos de los artículos consultados. Se desarrollaron un total 

de cuatro modelos, cada uno con diferentes consideraciones físicas y geométricas. Entre 

estos modelos, se identificó el más destacado, que tomó en cuenta ocho parámetros 

geométricos clave y dos coeficientes relacionados con las pérdidas hidráulicas. 

 

 Se contrastó el modelo matemático seleccionado con otros estudios desarrollados en la 

literatura. Se analizaron en total siete estudios, cada uno de ellos realizado por autores 

diferentes. Se observó que el modelo propuesto superó el desempeño en comparación con 

el modelo desarrollado por el autor S. Barbarelli, et al. En particular, el modelo propuesto 

presentó una mejora porcentual del 3,66% en términos de error relativo en la estimación 

de la cabeza hidráulica en bombas operadas como turbinas. 
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 Se resalta la importancia de considerar parámetros geométricos y coeficientes asociados a 

pérdidas hidráulicas en la formulación de modelos teóricos, y se demostró el potencial de 

implementar dichos modelos en escenarios donde no se cuenta con electricidad o acceso a 

interpretación de catálogos de fabricantes. El presente estudio sienta las bases para futuras 

investigaciones en el campo de las bombas operadas como turbinas, ofreciendo una 

herramienta confiable y práctica para el diseño y análisis de sistemas hidroeléctricos en 

zonas no interconectadas.  
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6. RECOMENDACIONES Y TRABAJO FUTURO. 

 

Se puede explorar la incorporación de variables no consideradas en este estudio, como las perdidas 

hidráulicas asociadas a los diferentes elementos mecánicos que componen las PAT. Esto permitiría 

mejorar la precisión y el rendimiento de los modelos teóricos. 

También, se podría investigar y desarrollar metodologías más avanzadas y precisas para la 

estimación de la cabeza hidráulica. Esto podría incluir el uso de técnicas numéricas más sofisticadas 

o la aplicación de enfoques de optimización. 

Además, para fortalecer la validez y la representatividad de los modelos, se podría ampliar el 

conjunto de datos utilizado en este estudio. Esto implicaría recopilar información de más bombas 

operadas como turbinas y abarcar una gama más amplia de condiciones de operación. 

Finalmente, para validar de manera más rigurosa los modelos teóricos, se recomienda realizar 

pruebas experimentales específicas en bombas operadas como turbinas. Esto permitiría comparar 

los resultados teóricos con mediciones reales y mejorar la confianza en los modelos. 
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