“h

TEXTOS ACADEMICOS

LA ECUACION GENERAL

de segundo grado en dos y tres variables

Jaime Chica Escobar / Hernando Manuel Quintana Avila




LA ECUACION GENERAL

de segundo grado en dos y tres variables




LA ECUACION GENERAL

de segundo grado en dos y tres variables

Jaime Chica Escobar / Hernando Manuel Quintana Avila



Chica Escobar, Jaime
La ecuacién general de segundo grado en dos y tres variables: Jaime Chica Escobar,
Hernando Manuel Quintana Avila. —17 ed.—Medellin: Instituto Tecnol6gico Metropolitano, 2018.
552 p. —(Coleccién Textos Académicos)

Incluye referencias bibliograficas
ISBN 978-958-5414-25-9

1. Geometria 2. Lugares geométricos | . Quintana Avila, Hernando Manuel II. Tit. III. Serie

516 SCDD 21 ed.

Catalogacion en la publicacién — Biblioteca ITM

La ecuacion general de segundo grado en dos y tres variables
© Instituto Tecnolégico Metropolitano

Edicién: marzo 2018
Hechos todos los depésitos legales

© JAIME CHICA ESCOBAR
© HERNANDO MANUEL QUINTANA AVILA

Recto;a .
MARIA VICTORIA MEJIA OROZCO

Directora Editora! ’
SILVIA INES JIMENEZ GOMEZ

Asintente Editorial
VIVIANA DIAZ

Corrector de textos
ANDRES VELEZ CUERVO

Diagramador ;
JONATHAN TABORDA HERNANDEZ

Disefio de la car;j’ltula
ALFONSO TOBON BOTERO

Imagen de la caratula
Frontispicio de la obra: Turris Babel, Athanasii Kircheri e Soc. Jesu. Amstelodami Ex Officina Janssonio-
Waesbergiana, 1679.

Editado en Medellin, Colombia
Sello editorial Fondo Editorial ITM
Instituto Tecnolégico Metropolitano
Calle 73 No. 76A 354

Tel.: (574) 4405100 Exts. 5197-5382
fondoeditorial.itm.edu.co

Las opiniones, originales y citaciones del texto son de la responsabilidad de los autores. E1 ITM salva
cualquier obligacion derivada del libro que se publica. Por tanto, ella recaera tinica y exclusivamente
sobre los autores.



indice general

Agradecimientos I
Prefacio v
1. Laecuacién general de segundo grado en dos variables 1
1.1. Introduccion . . . . . . .. L 1
1.2. Invariantesdeunacénica . . . ... ... ... ... e 7
1.3. Ecuacién de incrementos deunacénica . . . . .. ... 13
14. Reducciondeunacénica . . . . . . . . .. ... e 15
15. Centrodeunacénica . . . ... ... ... .. ... 18
1.6. Ejemplos . . . . . . . e 22
1.7. Reduccién de una cénica en el caso en que alguno de los coeficientes A, B, C sean cero 27
1.8. Problemasyejercicios . . ... ... ... .. ... 201
1.9. Interseccién de una cénicaconunarecta . . . . . . ... ... 220
1.10. Las secciones cénicas o intersecciones de un conoconunplano . .. ... .. ... .. 243
1.11. Interseccién de un cilindro circular recto con un plano que corta al eje del cilindro . . 255
2. Superficies cuddricas 258
2.1. Elconocircularrecto . . . ... .. ... .. 259
22. Conoeliptico. . . . .. . .. e 266
23. Conohiperbdlico . . . ... ... .. .. 272
24. ConoparabOlico . . . . .. ... . 277
25. Laesfera . . .. ... .. 281
2.6. Elelipsoide. . . . ... .. ... ... 283
2.7. Elhiperboloidedeunahoja . . .. ... ... ...... .. .. .. .. .. .. .. ..., 286
2.8. Elhiperboloidededoshojas . . . . .. ... .. ... .. .. .. .. .. .. .. .. ... 290
29. Elparaboloideeliptico . . . .. ... ... ... .. ... ... . 305
2.10. El paraboloide hiperbolico . . . . . .. ... ... ... .. L o 308
2.11. El paraboloide hiperbdlico equildtero. . . . . ... .. ... ... ... ... .. ... 316
212.Cilindros . . . .. 320
213 BJercicios . . . . . .. e 323



II

3. Laecuacién general de segundo grado en tres variables

3.1. Introduccién . . . ... ... L
3.2. Invariantesdeunacuddrica . . . ... ... .. ... .. .. . L.
3.3. Ecuacién de incrementos de una cuddrica . . . . ... ... .. ...

3.3.1. Enla cuédrica estdn ausentes los términos mixtos . . . . ... ...

3.3.2. Laecuacion de la cuddrica no contiene términos lineales . . . . . .

3.3.3. Enla cuddrica estdn ausentes los términos mixtos y lineales . . . .
3.4. Cuddricasconcentronico . . ... ... ... .. ... ... .. .....
3.5. Cuédricas sin centro y con infinitos centros . . . . ... ... .. ... ...
3.6. Cuddricassincentro . .. ... ... ... ... .. ... ... . ...
3.7. Cuddricas con infinitos centros . . . . . ... ... ... .. o oL

3.7.1. Cuédricas que tienen un eje de centros (EC) . . . . . ... ... ...
3.8. Cuddricas que tienen un planodecentros . . . . .. ... ... ... ....
3.9. Ecuacién del plano tangente a una cuddrica S en un punto de la superficie

Apéndices
A. Acerca del rango de una matriz
Bibliografia

Indice alfabético

529

530

546

548



Agradecimientos

Queremos agradecer a todos los colegas que nos han animado y ayudado, con criticas constructivas,
a realizar y mejorar este trabajo. A la direccién del Fondo Editorial del ITM y a todo su equipo, por
su esfuerzo y dedicacién en la publicacién de la obra. A todos los profesores del grupo de investiga-
cién DaVinci, por sus comentarios y aportes que nos han permitido elaborar un texto con el menor
ntmero de errores. Finalmente, los autores queremos agradecer a Jonathan Taborda Herndndez por
la diagramacién y elaboracién del indice del presente texto con el Software computacional IATEX.



Prefacio

En la Geometria Analitica se presentan dos problemas:

(1) Definir el lugar geométrico (LG) representado por la ecuacién general de segundo grado en dos
variables:
Ax? +2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F =0 1)

(2) Definir el lugar geométrico (LG) representado por la ecuaciéon general de segundo grado en tres
variables:

Ax* + By? + Cz* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx + 2Hy + 21z + ] = 0 )

donde A, B,C, - - - son escalares conocidos.

El LG representado por (1) puede ser:
Circunferencia
Elipse
Una cénica .p/
Hipérbola
Parédbola
Dos rectas paralelas
Dos rectas concurrentes
Una recta
Una cénica degenerada
Un punto

Un punto

@ (vacio). O sea que ningun punto P(x,y) del plano satisface (1)
La naturaleza del LG representado por (1) dependerd de los valores propios de la matriz simétrica
( g g > y de los llamados Invariantes de la conica.

Los invariantes de la cénica representados por (1) son ciertos escalares que se construyen a partir de

la matriz
A B D

B C E 3)
D E F



Ellos son:

A B D
A=| B C E |:elinvariante cibico
D E F
A B 2 o .
0= B C|= AC — B* = Mj33 : menor principal de orden dos de la matriz (3)

0 se llama el invariante cuadratico de la cénica.

w = A + C:llamado el invariante lineal.

Una nocién que se necesita definir para llevar a cabo la reduccién es la de Centro de una conica.
Se llama Centro de la cénica a las raices del sistema

Ax+By=-D 1
Bx+Cy = —E @)
Esta nocién ya nos permite clasificar las conicas as:

Cénicas con centro tnico

Conicas con infinitos centros

Conicas sin centro

Coénicas con centro tnico. El sistema (4) tiene solucién tnica.

La cénica puede ser una circunferencia, una elipse, o una hipérbola.

Conicas sin centro: la parabola

Conicas con infinitos centros: las conicas degeneradas

Esta corta explicacién contiene el procedimiento que se sigue para reducir una cénica en el caso que
tenga centro tnico.

En otros casos se sigue un procedimiento muy similar pero teniendo en cuenta ahora que hay infi-
nitos centros o no hay ninguno. Si no hay centro, no es posible definir una traslacién que elimine la
componente lineal en (1) y el paso que sigue es aplicar el Teorema Espectral.

Si hay infinitos centros, se demuestra que todos ellos estan en una recta que se llama el ¢je de cen-
tros (EC) de la cénica. En este caso la cénica tiene un invariante adicional y se puede eliminar la
componente lineal haciendo una traslacién de ejes a un punto convenientemente elegido en el EC y
continuar la reduccién.

A continuacién se obtiene la ecuacién de la tangente a una cénica en un punto de la curva y se estu-
dian las intersecciones de un cono al cortarlo con un plano.

En el dltimo capitulo, se estudia los LG representados por la ecuacién general de segundo grado en
tres variables

Ax* + By? + Cz* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx +2Hy +2Iz + ] =0

Los lugares geométricos representados por (2) son las llamadas superficies cuddricas:
Elipsoide
Hiperboloide
Cono
Cilindro
etc...
y las superficies cuddricas degeneradas.
El estudio consiste en replicar lo que se hizo en la primera parte; solo que ahora la matriz asociada a

(2) es una matriz simétrica 3 x 3 con valores propios reales.
La reduccién de (2) se hace aplicando el Teorema Espectral, para lo cual se requieren conceptos del



VI

dlgebra lineal.

La novedad del presente tratado radica en el empleo sistematico del dlgebra lineal, en especial del
Teorema Espectral y de los valores y vectores propios para reducir tanto (1) y (2); acompafian también
al presente estudio un conjunto de diagramas de flujo, que permiten al lector una facil y estratégica
compresion en la reduccién y clasificacion de los LG representados por (1).



CAPITULO

1

La ecuacion general de segundo
grado en dos variables

1.1. Introduccidon

Hay en la Geometria Analitica! dos problemas con los que se enfrenta todo el que estudie esta disci-
plina:

(1) Definir la naturaleza del Lugar Geométrico (LG) representado por la ecuacién general de se-
gundo grado en dos variables:

Ax? +2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F =0

y
(2) en tres variables:

Ax* + By? 4+ Cz* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx +2Hy + 21z + [ = 0

Por ejemplo,

i) dada la ecuacién 3x* — 2xy +y? — x + y + 5 = 0, ;que curva representa en el plano? y

ii) dada la ecuacién x? + 2y* — 5z% + 2xy + 3xz — 4yz + 2x + 3y — 5z + 8 = 0, ;que superficie
representa en el espacio?

La respuesta en el primer caso es que el LG es una cénica (elipse, parébola, hipérbola)? o una cénica
degenerada, y en el segundo caso es una superficie cuddrica (cono, cilindro, elipsoide, paraboloide,
...) o un caso degenerado de ellas.

En el primer caso es posible estudiar el problema con elementos que proporciona la Trigonometria
empleando funciones del dngulo doble para definir el &ngulo que deben girarse los ejes para conse-
guir anular el término mixto.

! Para un estudio muy detallado, véase el reciente anélisis pormenorizado: An algebraic approach to geometry. Francis Bor-
ceaux. Geometry Trilogy IL. Springer 2013.

2yéase el reciente: Tratado de las secciones cénicas. Jaime Chica Escobar, Hernando Manuel Quintana Avila. Fondo Editorial
ITM. Vol. 2. 2013, Vol. 1. 2014, Vol. 3. 2015.



1.1 Introduccion

Pero para estudiar el segundo problema es imprescindible el empleo de las matrices y los valores

propios junto con el Teorema Espectral para matrices simétricas®.

El problema que vamos a abordar es el siguiente: dada la ecuacién
Ax* 4+ 2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey + F =0 (1.1)

donde A, B, C, D, E, F son constantes reales dadas, ;qué conjunto de puntos del plano xy la satisfacen?
La ecuacion (1.1) tiene:

= Una componente cuadrética:

A B X
Ax* +2Bxy + Cy? = ( x y)<B C)<y>

= Una componente lineal:

2Dx 4 2Ey = ( 2D 2E)(;)

= Un término independiente:
F

Asumiremos que no todos los coeficientes A, B, C de la componente cuadrética se anulan, ya que si
asf fuese, (1.1) representaria la recta del plano

2Dx+2Ey+F =0

y no hay nada que analizar.
Como se desprenderé del estudio que vamos a hacer, la ecuacion (1.1) puede representar:

Circunferencia
. Elipse
Una cénica .p J
Hipérbola
Pardbola
O una
dos rectas paralelas
dos rectas concurrentes
cénica degenerada < una recta
un punto

@. O sea que 3(x,y) € R? que satisfagan (1.1).
Todo dependerd, en el fondo, de los invariantes de (1.1) y de los valores propios de la matriz
A B
=5 c)
Llamaremos en adelante cénica al LG representado por (1.1), o sea, el conjunto de puntos del plano
que satisfacen (1.1).

Consideremos, pues, la cénica (1.1). Reducirla es definir el LG representado por la ecuacion.
Asociada a (1.1) hay dos funciones:

3Cf. Jaime Chica Escobar. Algebra de tensores, andlisis espectral y aplicaciones. Cap. VI pp. 512-592. Editorial Universidad de
Antioquia. 2013.



1.1 Introduccion

i) q:R> —R
(x,¥) — q(x,y) = Ax* + 2Bxy + Cy*

-G )5 ¢ )(7)

g es la FC (forma cuadrética) asociada a (1.1)
ii)
f:R?—R

(59) = Flxy) = a9+ (20, 26) (1) + F.

El Kernel de f (o el nicleo de f) es el conjunto

ker f = f71(0) = {(x,),/f(x,y) = 0}
La conica (1.1) no es mas que el ker f. Ademas es claro que un punto P(x,y) estd en la conica <=

f(x,y) =0<= q(x,y) + (2D 2E) (;) +F=0.
Noétese ademads que
of _
i 2Ax + 2By +2D
of _
@ =2Bx+2Cy +2E

La naturaleza del lugar representado por (1.1) estd intimamente ligada a ciertos escalares que se
construyen con los coeficientes de la matriz simétrica

A B D
B C E
D E F

= ACF — AE? — B*F + 2BDE — CD?.

Ellos son:

A:

O w>

B
C
E

Mg

A es llamado el invariante ciibico de (1.1) o el discriminante de la cénica.

A B

5:‘BC

‘:AC—BZ:M33

M33: menor principal descendente de orden 2 de la matriz

A B D
B C E (1.2)
D E F

0 es llamado el invariante cuadrdtico de (1.1).

wZA—i—C:tr(g

0w
S~
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w es llamado el invariante lineal de (1.1).

Estos escalares se llaman los invariantes de la cénica porque son cantidades que, como se verd, no
cambian de valor cuando sometemos (1.1) bien sea a una translacién o rotacién de ejes, o a una
combinacién de ambas. Los menores principales descendentes de orden dos de (1.2) son:

C E
E F

A D

Mllz‘ D FE

; MzzZ‘

; M33=(5=‘A B’

B C

De los tres, solo M33 es invariante. Estos tres menores, sobre todo § = M3z, van a ser importantes en
el problema de la reduccién de la cénica.

Ejemplo 1.1. 1) Un caso en que el lugar es @.

flx,y) =x*4+y*—4x—6y+24=0

Para identificar el lugar tratemos de completar trinomios cuadrados perfectos.

flx,y) = <x2—4x+4) + <y2—6y+9) +24-13
=(x-27+(y-37+11=0

Bxy) eR? tg  f(xy) =0
El'lugar es @.

2) Sea f(x,y) = x2 +y2 —4x — 6y + 13 = 0. Entonces
flx,y) = (x2—4x+4) + (y2—6y+9) 1113
= (-2 +(y-3)°=0

El iinico punto que satisface f(x,y) = 0es (2,3).
Asft que el lugar es un punto.

3) Dos rectas paralelas.
Sean

I(x,y) =3x—-2y+2=0 (1.3)
m(x,y) =3x—2y+1=0 (1.4)

Definamos

floy) =1(xy) - m(x,y)
=Bx—2y+2)3x—2y+1)
=9x% —12xy + 4> +9x — 6y +2 =0 (1.5)

Es claro que

fxy) =0 I(x,y) -m(x,y) =0
<~ Il(x,y)=0 o m(x,y)=0
<= (x,y) estdenlarecta (1.3)0en larecta (1.4)

Luego el lugar representado por (1.5) consta de dos rectas paralelas (véase Fig. 1.1).



1.1 Introduccion

1:3x—2y+2=0

¥ =

4) Dos rectas que se cortan.
Sean

Figura 1.1

I(x,y) =3x—2y+1=0

(1.6) y (1.7) representan dos rectas que se cortan.

m:r+y—2=0

m(x,y) =x+y—2=0

1:3z—-2y+1=0

Figura 1.2

(1.6)
(1.7)



1.1 Introduccion

Definamos
floy) =1(x,y) -m(x,y)
=0Bx—2y+1)(x+y—-2)
=3x% +xy —2y> —5x+5y—2=0 (1.8)
Es claro que
floy) =010 y) -m(x,y) =0

—Il(x,y)=0 o m(x,y)=0
< (x,y) estdenlarecta (1.6)6en larecta (1.7)

El lugar representado por (1.8) consta de dos rectas | y m que se cortan en (3/5,7/5), (véase Fig. 1.2).

5) Una recta.
Sea
I(x,y)=x4+y—2=0

Definamos
floy) =1xy) - 10y) = (x+y=2) (x+y - 2)
=X 42y 4+ —4x—4dy+4=0 (1.9)
Es claro que
flx,y) =0<=I(x,y)=x+y—2=0
El lugar representado por (1.9) es la recta: x +y —z = 0.

6) Regresemos a la ecuacién (1.1)
Ax* +2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F =0

1 1 X y?

Si hacemos en (1.1) A = a—z,C = b—z,F = —1,B =D = E = 0, obtenemos Pl + i 1. O sea que para

estos valores de los pardmetros A, B, C, ... el lugar representado por (1.1) es una elipse.

2 2

1
C=—=,F= —1,B:D:E:O,seobtiene§—2—y— =1, 0 sea una

1
7) Colocando en (1.1) A = = ok b2

hipérbola.
8) SihacemosC=1,A=B=E=F=0yD = —p,p > 0(1.1) se convierte en y* = 2px : pardbola.

9) Si tomamos A = a®,C = —b ,B = D = E = F = 0,(1.1) se convierte en a®x> — b2y2 =0, ie,
(ax + by)(ax — by) = 0y el lugar se compone de dos rectas concurrentes en el origen.

10) Altomar C =1,F = —a?>, A= B =D = E =0, (1.1) se corviente en y> = a® y el lugar son dos rectas
Yy = *a paralelas al eje x.

11) Sihacemos C =1,A =B =D = E = F = 0,(1.1) se convierte en y*> = 0 que representa una recta: el
eje x.

12) Si hacemos A = a%>,C = b*>,B =D = E = F = 0, (1.1) se convierte en a*>x* + b2y2 = 0. Hay un tnico
punto que satisface la ecuacion: (0,0). Asi que el lugar es un punto.

2 2
13) Finalmente hagamos en (1.1) A = alz,C = bl—z,F =1,B =D = E = 0. Se obtiene 2—2 + vy _ —1. No

b2
hay ningiin punto del plano que la satisfaga. EI lugar es el conjunto vacio.



1.2 Invariantes de una cénica

1.2. Invariantes de una cénica

Proposicién 1.1. Consideremos la cénica de ecuacion Ax* + 2Bxy + Cy*> + 2Dx +2Ey + F = 0. Los
niimeros reales

w=A+C

_|A B|_ 2

5_‘3 C‘_AC B
A B C

A=| B C E |=ACF— AE?— B%F +2BDE — CD?
D E F

no cambian al realizar una traslacion, una rotacion de los ejes xy, o una combinacion de ambas transformacio-
nes.

(1) Supongamos que realizamos una traslacion de los ejes xy al punto O'(h, k) (véase Fig. 1.3).
Entonces se definen ejes XY con origen en O’ y paralelos a xy teniendose que

x=X+h
y=Y+k
(x,y) son las coordenadas de un punto P cualquiera con respecto al sistema xy.

(X,Y) son las coordenadas de un punto P cualquiera con respecto al sistema XY.
Al llevar estas ecuaciones a (1.1) obtenemos

AY
AY
P(X,Y)
(xy)
Yt-----—-—-—-—-- A *
Y
kfp--mmmmmmmm - : >
(h,k)O’ X | X
| v
& |
h | | .
O h X Vx

Figura 1.3. La traslacion de los ejes xy al punto O'(h, k).

AX+Rh)? 4+ 2B (X +h) (Y +k) +C(Y +k)* +2D (X +h) +2E (Y +k) + F=0
O sea que
AX?+2BXY +CY? 4+ 2(Ah+Bk+D) X +2(Bh+ Ck+E) Y+

T (Ah2 4 2Bltk 4+ CK® 4+ 2Dh + 2Ek + F) —0



1.2 Invariantes de una cénica

ecuacién que podemos escribir en la forma

A'X2+2B'XY +C'Y2+2D'X+2E'Y+F =0 siendo

A=A
B' =B
c=cC
D’:Ah+Bk+D:1%

2 ox Ik
E=BhtCktE=1

2 9y |k

F' = AW* + 2Bhk + Ck* + 2Dh + 2Ek + F = f(h,k)
Notese que cuando se hace una traslacion de ejes al punto (1, k) los coeficientes de la compo-
nente cuadrética de la ecuacién no se tranasforman.

Si lo hacen los coeficientes de la parte lineal y el término independiente que ahora es f (4, k).
O sea:

(= y)<g g)(z)ﬂw , 2E)(§)+F=O

y ‘L
X
traslac. al punto O’(h,k) o't

(s el

+(h k)(‘I;1 2)(2)+(2D 2E)(Z)+F_O

Il
fihk)

< e

)+( 2(Ah+ Ak + D) , 2(Bh+Ck+E) )( ‘;,( >+

La nueva componente lineal es:

( 2(Ah+Bk+D) 2(Bh+ Ck+E) )( ); )
_<af of ><X>
ox hk Y

nk Y
Esto demuestra que la matriz M = ) es invariante por una traslacién de ejes. El nuevo

A

B C
término independiente es f (I, k).

Asi que la ecuacién de la cénica respecto al sistema XY es:

(3 ) () (EL ) (3 erma

nk %Y
Calculemos los nuevos valores de w, 3, y A.




1.2 Invariantes de una cénica

Ww=A+C=A+C=w
A" B A B

— _Rp2 _
B B C’—AC B® =4.

;-]

Esto demuestra que w y J son invariantes por traslacion.
Veamos ahora que A también se conserva.

A’ B D
AN=|B C F
D E F
A B Ah+Bk+D
- B C Bh+Ck+E
Ah+Bk+D Bh+Ck+E AWl +2Bhk+ Ck®+2Dh+2Ek+F
A B Ah+Bk+D A B D
= B C Bh+Ck+E = B C E|=A
foosfotifikfy | D E DhtEk+F | o 4| D E F

lo que nos demuestra que A también es invariante por traslacién.

(2) Supongamos ahora que rotamos los ejes xy un angulo 6 en sentido antihorario (0 < 6 < 71/2)
respecto a O (véase Fig. 1.4).

P(xy)
XY,
v (X,Y)
Y cosf AN
|
| X
7
y |
" Y sing
¢(0,1) \ Aes I
D2 X |
4 P1 :
g L [ >
@) x e x

Figura 1.4. ¢(0,1) es el circulo trigonométrico de centro en 0 y radio 1. Los ejes XY se obtienen al rotar xy un dngulo 6
en sentido antihorario.

Se obtiene asi un nuevo sistema XY con origen en O.
Llamemos p7 y p2 a los vectores unitarios que sefialan las direciones de los nuevos ejes. Sea P

un punto cualquiera del plano de vector de posicién 7 respecto a O.

e, = (12 [y,

x\ _( cosf —sinf X _p X

y )\ sinf cos6 Y ) Y
[ cosf —sinf
~\ sinf  cos6

O sea

con
> : ortogonal

La cénica referida a los ejes xy tiene por ecuacién:

(x y)(‘,;1 g)<;>+(2D , 2E)<;>+F:0
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Pero

y al transponer,

Luego

(X Y)(Pf(‘g E)P>(§>+(2D, 2E)P<};)+F:O

es la ecuacién de cénica respecto a XY.
Notese que

es simétrica ya que

Si llamamos
A B\ (A B
(B' C’)_p<3 C>P (1.10)
)=
se tiene que

es simétrica y la ecuacion de la conica con respecto al sistema XY es:
A B X X
(X y)(B, C,><Y>+(2D 2E)<Y>+F:0,

A'X?>+2B'XY +C'Y? +2D'X +2E'Y+F =0

donde A’, B/,C’,D’, E’ se calculan utilizando (1.10).
Observese que cuando realizamos una rotacién de ejes, tanto la parte cuadratica como la parte
lineal se transforman. El término independiente no se afecta (véase Fig. 1.5).

o también,

Y
|
A B X X
(x )5 o)) 2e)( ) )er=0
4 X
Ry =10L¢
_ [ cos@ —sin@
“7 7\ sin@ cosO P2 P1
. A B X X -
(X Y)(P(BC PI(y )+(2D 2B )P( | J+F=0 0 f
o también o) :1 ?
ot ([ A B 0 X o [ X
(x Y)(RO<BC)RO><Y +(2D 2B)Rj( 3 J+F=0
- nueva componente cuadritica T nueva componente -

lineal

Figura 1.5
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Esto demuestra que F es un invariante por una rotacién de ejes.
Los nuevos valores de w, § y A son ahora:

w/ — Al+CI
!/ /
5/ — ‘ Ig, g/ ’ — A/c/ _ B/2
A" B
AN=|B C F
D' E F

Como P es ortogonal,

A B\ (A B A B
(5 &)-»(5¢)~(5¢)

Luego el polinomio caracteristico de
A B
(% &)

(5¢)

A= (A'+C) A+ (A'C' — B?) = A2~ (A+C) + (AC— B?)

es el mismo polinomio caracteristico de

O sea que

Ww=A+C=A+C=w
§'=A'C'—=B?=AC—-B*=3
Esto demuestra que w y ¢ son invariantes por una rotacién de ejes.

Finalmente veremos que A también lo es.
Bastard con demostrar que

A" B D A B D
B C E |~| B C E
D' E F D E F
Una vez establecido esto se tendrd que
A" B D A B D
N=|B C FEF |=|B C E|=A
D' E F D E F

ya que si dos matrices son semejantes tienen el mismo determinante.
Para demostrar que

A" B D A B D
B C EF |~ B C E
D E F D E F

bastard con demostrar 3Q: no singular tal que

A B D A B D
B C E |=Q'| B C E |Q
D E F D E F
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o también que 3Q: ortogonal tal que

A" B D
( B/ CI El ) — Qt (
D' E F

Jo
ya que si Q es ortogonal, Qf = Q1.

Definamos
~ 0 0 —sinf
P= P|0 |, dondeP= ( coS s )
00T sinf  cosf

Como P es ortogonal, P también lo es. En efecto

-1
~-1 0
P = PO
0 01

Ow x>
MmO w
g

lo que nos demuestra que Pes ortogonal.

Ya teniamos que

¥y que

lo que nos demuestra que

0
0
1
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Observacion 1.1. Existen otros dos invariantes:
D> +E> y My + My + Mas.

Pero solo lo son por una rotacion. Veamos por que.
Como se trata de una rotacion,

D’ D cosf sin6
!/ ! t
(D E)=(D E)P, (E’) _P<E) dondeP(sme cos9>'

Siendo 6 el dngulo que giran los ejes en sentido antihorario, 0 < 6 < 71/2. Luego

D?+E?*=(D , E’)(g):(D , E)PPt<Ig>:(D E)Iz<g>:D2+E2

lo que nos demuestra que D? + E? es invariante por rotacion.

A B D

A=|B C E

D E F

C E A D A B

M11+M22+M33_’E F D F‘—i_’B C’
=CF—E*+AF-D*+5

=F(A+C)— (D*+E?) +¢

N

— Fw — (D2 + E2> +o (1.11)
Ahora,
c' FE A" D A" B
M/ll + MEZ + Méﬁ = ’ El Pl ‘ D/ F/ + B/ CI

:C/F/—E/2+A,F/—D/2+5/
:F/(AI+C/)_ (D/2+E2)+5/

= Fw- (D?+E2) 0 (1.12)

F' =F
D/2+E/ZID2+E2
Ww=A+C=A+C=w
5=

En virtud de (1.11) y (1.12), M}, + M}, + My = M1 + My + M3, lo que nos demuestra que Myy +
Mpy + M3z es un invariante por una rotacion.

1.3. Ecuacion de incrementos de una cénica

Sea (X, Y) un punto cualquiera del plano x, y (véase Fig. 1.6) (X, Y) no necesariamente un punto de
la cénica. Entonces

f(XY)=q(X,Y)+(2D , 2E) @) +F.
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(X+h,Y+k)

Figura 1.6. (X,Y') es un punto cualquiera del plano.

Se trata de demostrar que V(h, k) € R? :

af
Ik " dy

f(X+hY+k) =q(X,Y)+ (g];

)
f(h, )
En efeCtO,

FX+hY+k)=AX+h)?+2B(X+h) (Y +k)+C(Y +k)*+
+2D (X +h) +2E(Y +k)+F
= AX*+ CY? + 2AhX +2CkY + Ah* + Ck*+
+2BXY + 2BXk 4+ 2BYh + 2Bhk + 2D X+
+2Dh+2EY + 2Ek+ F

= (AX?+2BXY + CY?) + (24h + 2Bk + 2D) X+
+ (2Bl +2Ck +2E) Y + ((AW? + 2Bhk + Ck? + 2Dh + 2Ek + F) .
Como

of _
5o = 2Ax+ 2By +2D

of _
5, = 2B¥+2Cy+2E,

A4 _ 2Ah +2Bk+2D
ox Ik
- 2Bh +2Ck + 2E
d hk
y regresando a la ecuacién anterior,
of of X
X+hY+k)=q(X,Y)+ | =| ,= ( )+ (h, k) (1.13)
I )= (axh,k Iy h,k> )

Hemos demostrado asi que V(X,Y) y V(h,k) € R? se cumple (1.13). La ecuacién (1.13) se llama la
ecuacion de incrementos de la conica y serd utilizada en la seccién 1.4 que sigue y mas adelante (seccion
1.8) para hallar la ecuacién de rectas tangentes y normales a la cénica en uno de sus puntos.
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1.4. Reduccidon de una conica

Reducir la cénica (1.1) es definir el lugar geométrico que representa.

Nuestro primer problema en la reduccién de (1.1) es definir (si se puede) una transformacién que
elimine los términos lineales en la ecuacién. Es obvio que debemos entonces considerar una cénica
(1.1) en la que como ya se dijo, no todos los coefientes A, B, C de la forma cuadratica se anulan a la
vez, ya que si eso sucede, (1.1) tiene la forma

2Dx+2Ey+F=0

que representa una recta y no hay nada mas que decir.

Antes de comenzar la discusién sobre la reduccién de la cénica con toda su generalidad es necesario
considerar tres casos particulares que ilustran de manera anticipada lo que se persigue en la reduc-
cion.

(1) Supongamos que la ecuacién de la conica no tiene término mixto (B = 0). La ecuacién es enton-

ces
Ax? + Cy? +2Dx +2Ey+F =0 (1.14)

El paso que sigue es agrupar términos y completar trinomios cuadrados perfectos.
Supongamos que A, C > 0. La ecuacién (1.14) puede escribirse como:

D? E2 D? E?
2 2 —_— —_—_— = — =
<Ax +2Dx + )+<Cy +2Ey+c)+F a1 C 0

O sea

(VA 2) s (Ve Z) =5+ Er i

. . . . D E
A continuacién realizamos una traslacién al punto O’ <— i C> .
Las ecuaciones de la transformacién son (véase Fig. 1.7).

x— _B
=472

E
:Y——
y C

que llevamos a (1.15):

((-F) )+ (F(r-8) ) =T &

A) VA ¢/ VC A C
AX2+CY2—D—2+E—2—F (1.16)
=5+ F .

La ecuacién conseguida es la ecuacién de la coénica con respecto al sistema XY con origen en
O’ y representa una elipse, una circunferencia, una hipérbola, o puede ser el conjunto vacio

dependiendo de los valores de los coeficientes.
2 2

D E
Por ejemplo,siA=C >0y e + T F >0, (1.16) puede escribirse como:

1 /D?> E2
2 2 _ - [ = =
X 4+Y _A(A+C F)
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D E
Figura 1.7. Traslacién del origen O al punto O’ = (— X _E)

D E
lo que nos demuestra que (1.14) representa la circunferencia de centro en O’ (— -, — ) y radio

A" C
1 (D?  E? P
r= \/A (A + ol F) (véase Fig. 1.8).

Figura 1.8. Circunferencia con centro en O' y radio r.

Noétese que a través de (1.14) no podemos identificar el lugar representado por la ecuacién, cosa
que si podemos hacer a través de (1.16).

(2) Laecuacién de la conica no tiene componente lineal, o sea, D = E = 0.
La ecuacion es entonces:
Ax? +2Bxy 4+ Cy?* + F =0 (1.17)
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Asumamos B # 0.

(Si B =0, se tendria Ax? + Cy? + F = 0 que es muy fécil de analizar.

Si A = B = 0,la ecuacién es Cy* + F = 0 que es todavia mas facil de analizar.)
La ecuacién (1.17) puede escribirse de la forma

(x y)(g?)<;>+F:0 (1.18)

El paso que sigue es realizar una rotacion de ejes que elimine el término mixto.
- e 2 1= X <z Los < .
Sea 7 = xi+yj, [flij = ( y el vector de posicién de un punto P(x,y) de la cénica (véase Fig.

1.9). Entonces (1.18) se puede escribir asf:

[71;M[7];j + F = 0 (1.19)

m=(5 ¢ )

Apliquemos ahora el Teorema Espectral a la cénica.

donde

P(X,Y)
(x,9)

EPM

i EPY

P2 h

Figura 1.9. Rotacion de los ejes x,y que permite eliminar el término mixto xy.

Como M es simétrica, por el teorema de los Ejes Principales4, 3P: ortogonal, i.e.,

1,1 + 7 i T
Pl:Pt,P:<p Pz):<p1 Pz): [p1lii [p2)ii | = [1]PP2
"o TR i 2l ) =11y

tal que

1 ot (A0
P MP-PMP-( 0 A

donde A1, A2 € R son los valores propios de M. La matriz P lleva en sus columnas una base
ortonormal de IR? con respecto al producto interno usual en R? formado por vectores propios
de M.
O sea que

Mp1 = Ap1, Mpa = Aapa

4Para un estudio detallado, véase el reciente: Algebra de tensores, andlisis espectral y aplicaciones. Jaime Chica Escobar. Editorial
Universidad de Antioquia. 2013. Cap. 7. Teoremas espectrales. pp. 602-715.
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La base {p1, p2} define unos ejes XY ortogonales con origen en O (véase Fig. 1.9) girados res-
pecto a xy y se tiene que:

[7i; = [I]lez [Flpip, = P[7];j  quellevamos a (1.19):

(P[?]Plpz)tM (Pmplpz) +F=0
[ﬂ;]pz (PtMP) [ﬂplpZ + F=0
Pero

Luego

~ A0
m?wz( 0 A >Mplpz+F=0 (1.20)

[ﬂplpz = ( § )

(X Y)<)(\)1 fz><§>+F=0.

y podemos escribir:

y si llamamos

se tiene

MXZ+MY24+F=0

que seria la ecuacion de la conicarespecto al sistema XY
La identificacién del lugar ya es facil de hacer conociendo A4 y A, algo que no podriamos hacer
a partir de (1.17).

(3) Sien la ecuacién de la conica estd ausente el término mixto y los términos lineales, la ecuacién

es
A +Cy*+F=0

que es todavia mads facil de identificar.

Estos ejemplos sefialan que es lo que se persigue al reducir la cénica: el objetivo es transformar la
ecuacion hasta llevarla a una forma que haga fécil identificar el lugar que representa.

1.5. Centro de una cdonica

Supongamos que realizamos una traslacion de ejes al punto O’ de coordenadas (I, k) respecto al sistema xy,
(véase Fig. 1.10).

El punto (h, k) no tiene que estar en la cénica. Quedan definidos dos ejes XY con origen en O, y
paralelos a xy.

Sea P(x,y),P(X,Y) un punto de la cénica.

Como P(x,y) esté en la curva, Ax? +2Bxy + Cy? 4+ 2Dx +2Ey + F = 0.



1.5 Centro de una cénica 19

y P(x,y)
(X,Y)

O'=(h,k) X

Figura 1.10. La traslacion de los ejes al punto O'(h, k). Los nuevos ejes son X || xy Y || .

El mismo punto P toma coordenadas (X, Y) respecto al sistema XY.
Las ecuaciones de la transformacién son:

x=X+h
y=Y+k

y la ecuacion de la conica respecto a XY es
A(X+h)?+2B (X +1) (Y +k) +C(Y +k)*> +2D (X +h) +2E(Y +k) +F=0

que segln se acaba de demostrar en la ecuacién de incrementos puede escribirse ast:

of|  of X _
q(X,Y) + ( = h/}() (y) + f(h,k) = 0.

N ’
ox |y, 9y
Esta seria la ecuacién de la conica respecto al sistema XY, o también

(X Y) < oL > <)Y{) + (gﬁ of Mk) (if) +F(hk) =0 (121)

nk Y
Si queremos que se anulen los términos lineales en (1.21) debemos escoger (h, k) de modo que

U y 2 B (1.22)
X [y 9Y [k
O sea debemos resolver para (h, k) el sistema
Ah+Bk+D =0
Bh+Ck+E=0
o
Ah+Bk = -D (1.23)
Bh+ Ck = —E '
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h
lo que equivale a decir que debemos hallar los ( k) tal que

W(5)++(8) - (5)

Es claro que V(Z, %) que sea solucion a (1.23), la ecuacion del lugar (1.21) tiene la forma

5 (3 2) () (65) o

y se ha conseguido eliminar los términos lineales en (1.1).

Definiciéon 1.1. Se llama centro de la cénica (1.1) a todo (h, k) que sean solucién de (1.23).

Si en una cénica la componente lineal es nula, i.e., si D = E = 0, la cénica es
Ax*+2Bxy +Cy* +F =0

y como los términos lineales estdn ausentes, no hay que hacer estudio de centros.
Una vez hallados los centros de la cénica y hecha la traslacién a un centro el paso que sigue en la
reduccién serd eliminar mediante una rotacién de ejes el término mixto (si es que B # 0).Si B =0, la
ecuacion es Ax? + Cy? + F = 0y la identificacién del lugar es muy facil de hacer.

Proposicién 1.2. Todo centro de una cénica es centro de simetria de la curva.

Sea O’ un punto de coordenadas (h, k) respecto al sistema xy, O’ : centro de la cénica Ax? + 2Bxy +
Cy*+2Dx +2Ey+F = 0.
Entonces
of
ox

_9f
ne Oy

Luego si los ejes XY tienen origen en O’ y son paralelos respecto al sistema xy, la ecuacion de la
conica respecto al sistema XY es

=0 (1.24)
hk

q9(X,Y) + f(hk) =0 (1.25)

Tomemos P(X,Y) en la conica, (véase Fig. 1.11) y llamemos Q(X’,Y’) a su simétrico respecto a O'.
Se debe demostrar que Q(X’,Y’) esta en la conica, o lo que es lo mismo, que

q(X",Y") + f(h,k) =0

Como Q(X’,Y’) es simétrico de P(X,Y) respectoa 0/, X' = - Xy Y' = -Y.
Luego

Proposicién 1.3. Si (h, k) es un centro de simetria de la cnica, (h,k) es un centro de ella.
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P(X,Y)

O'=(hk) X

QX',Y’")

Figura 1.11. O’ (h, k) es un centro de la conica. P(X,Y) es un punto de la conica. Q(X’,Y") es el simétrico de P respecto
a0

Supongamos que (h, k) es centro de simetria de la curva.
La ecuacion de la conica referida a los ejes XY paralelos a xy y con origen en O'(h, k) es:

(8 (L EL) G

nk | 0x
Sea P(X,Y) un punto de la conica y Q(X’, Y’) el simétrico de P respecto a O’, 0 sea que

X'=-X; Y=Y (véase Fig. 1.11)

Como P(X,Y) estd en la curva,

(5 ) (F) (5

Como Q(—X, —Y) también estd en la curva,

of

7
Ik ox

hk ) <§) + f(h,k) =0 (1.26)

x o3 E()(H HL) ) oo
DO (R B 0
De (1.26) y (1.27):

2(‘2]; h,klgj]:h,k> (if() =0

cualquiera sea el punto (X, Y) en la cénica.

Luego el vector
of| of
ox

hk "oy

h,k)
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—
es perpendicular a O’P cualquiera sea P en la conica y esto solo es posible si

of _
(ax ) -0

=0
hk

=0
hk

af
hk " dy

ie.,
of
ax
of
ay

lo que significa que (h, k) es un centro de la cénica.

1.6. Ejemplos

(1) Sila cénica consta de dos rectas paralelas, todo punto de la paralela media m de ellas es centro

de simetria de la cénica, (véase Fig. 1.12).
Luego la cénica tiene infinitos centros:

Figura 1.12

(2) Sila conica es una recta (una recta doble se dice a veces), la conica tiene infinitos centros ya que

todo punto de la recta es centro de simetria de ella.

(3) Sila conica no tiene centro de simetria, no tiene centro.

Por ejemplo, la pardbola no tiene centro de simetria y por lo tanto, la pardbola no tiene centro,

pero si tiene un vértice.

(4) Un vértice de una cénica es un punto que estd en la cénica, y por el que pasa exactamente un

eje de simetrfa de la curva.

El vértice no alcanza a ser un centro de la cénica porque para que lo fuese deberia ser centro de
simetria de la curva y deberia haber dos ejes perpendiculares de simetria para la curva pasando
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por el punto.”
En la parabola &:
V € &,V es el vértice, (véase Fig. 1.13).

&
B ejes de simetria &
eje de simetria de &
, -
Vv % o 1%
B/

Figura 1.13

En la elipse &

V', V,B'y B € & y son vértices de &. O es el centro de &, (véase Fig. 1.13).
En la hipérbola J#, (véase Fig. 1.14).

V'y V € 5 y son vértices de 5. O es el centro de 7.

ejes de simetria de J#

Figura 1.14

Como se comprende, la nocién de centro permite clasificar las cénicas en tres categorias:

5Para un estudio muy detallado sobre las secciones cénicas, vedse al respecto: Jaime Chica Escobar, Hernando Manuel
Quintana Avila. Tratado de las Secciones Cénicas, Vols. 1, 2. Fondo Editorial ITM. 2013, 2014.
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Conicas con centro tnico: la circunferencia, la elipse, la hipérbola.
Conicas sin centro: la parabola.

Cénicas con infinitos centros: las cénicas degeneradas.

B

Consideremos una cénica con (D, E) # (0,0) y en la que { (2)’ (C

) } es Base de IR?, (véase Fig.

A B
1.15). Esto equivale a decir que el drea del paralelogramo de ( 5)Y C) es diferente de 0, o que
AC—B*>=05+#0

-D A B
La conica tiene centro tinico ya que en ese caso (_ E) es CL de ( B) y ( C) de manera tinica, lo que

‘]/

o x
Figura 1.15
equivale a decir que el sistema
Ah+ Bk = —-D
Bh+ Ck = —E
. o (h
tiene solucién tnica z dada por

0)-(5 ) (a5 3)(E)
()

h=————— y k= ———— (1.28)
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son las coordenadas del centro de la cénica. e
Como ya hemos dicho, si trasladamos los ejes xy al punto O’ de coordenadas (h, k), obtenemos otro
sistema de coordenadas XY (véase Fig. 1.16), respecto al cual la ecuacién de la cénica es:

(X, Y)(‘é g><§)+f(ﬁj)=0 (1.29)

o= (ﬁ, E)

S

Figura 1.16. Traslacion del sistema xy al punto O’ (ﬁ, k).

La ecuacién (1.29) no tiene términos en X ni en Y. O sea que hemos conseguido eliminar la parte
lineal de la ecuacion (1.1).
Hallados (h, k), para tener definida (1.29) debemos calcular

f(h,k) = Ah* + 2Bhk + Ck* + 2Dh 4 2Ek + F (1.30)

Esto podriamos hacerlo simplemete reemplazando en la expresién para f(x,y), x por h y y por k.
Sin embargo, podemos obtener f (4, k) de una manera mas simple.

f(h,K) = (AR -+ Bk) i+ (Ck+ Blt) k + 2Dh + 2Ek + F (1.31)
Pero _
A B\ (h\_(-D
B C)\k) \-E
Luego
Ah+BK=-D
~ - que llevamos a (1.31) obteniendo (1.32)
Bh+ Ck = —E

f(h,k) = —Dh — Ek +2Dh + 2Ek + F
— Dh+Ek+F (1.33)

Asf que una vez hallados h y k obtenemos f (ﬁ, ﬁ) a través de (1.33) y no a través de (1.31) que resulta
mas tedioso.
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Existe otra forma de obtener f(h, k) mds conveniente para nuestros propositos y sin pasar por la
obtencién de (h, k). No olvidemos que estamos analizando el caso de una cénica con centro tinico

(6 #0).

Segtin (1.32):
Ah+Bk+D =0
Bii+Ck+E=0
Segun (1.33): _ _ L
Dh+Ek+F— f(h,k)=0
O sea que

A B D 0
(8)(5) () (3)
D E F— f(hk) 0

lo que nos demuestra que el conjunto de vectores de R® :

E) ()i

es linealmente dependientes y por lo tanto,

A B D

B C E =0
D E F-—f(hk)

Este determinante se puede descomponer como la suma de dos determinantes.

J

A B D A B 0
B C E |+| B C (l~ =0
D E F D E -f(hk)
I
~-~| A B -
—f(h,k)' B C ':—f(h,k)é
Como hemos llamado
A B D
A=| B C E
D E F

y se tendrd que

A—f(hk)-6=0
~~ A
(6 #0)

La ecuacion (1.29) de la cénica se escribe ahora asi:

(xyw<é g)(®+

Aﬁ+wmwcﬁ+%:

A
0. (1.34)
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