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PRESENTACION

Los comienzos de la ciencia moderna se han fijado
a partir de Galileo Galilei (1564-1642) y René Descar-
tes (1596-1650) en el siglo XVII. Una de sus novedades
fue el tratamiento matemadtico de la experiencia; la ex-
periencia fue subordinada al razonamiento bajo la forma
matematica.

El hecho no fue aplicar matematicas a la interpreta-
cion de la experiencia, se tratd de expresar los problemas
de la ciencia en un lenguaje de medida, dimensiones, de
forma cuantitativa. No es por lo tanto “investigar las re-
laciones de sucesion o de coexistencia entre dos o mas
fenémenos mantenidos en su heterogeneidad; sino anali-
zar un solo fendmeno en sus dimensiones caracteristicas,
para determinar la relacion matematica segun la cual tal
dimensioén varia en funcion de otra, tomando aquélla como
variable independiente. Encontrar estas “dimensiones”, es
decir, las nociones abstractas que se presentan a una de-
terminacion experimental de su magnitud, tal es la tarea
primera del sabio”'. La consecuencia es la representacion
en un mundo geométrico y abstracto, por ello, tratar ma-
tematicamente los fendmenos empiricos, es una de las
primeras labores del tecnélogo/ingeniero.

Las innovaciones tecnologicas, duras o blandas,
requieren de capital humano formado para concebir, for-
mular, disefiar, fabricar, operar, mantener y renovar los

1 BLANCHE, Robert (1976). El método experimental y la filosofia de la fisica. México:
Fondo de Cultura Econdémica. pp. 36-38.



tecnofactos haciendo uso de los conocimientos cienti-
ficos y tecnoldgico. En este sentido, las ciencias basicas
(matematicas, fisicas, quimica) son los pilares de la forma-
cion del tecndlogo/ingeniero y de la posterior aplicacion
de su ingenio en la solucion de problemas propios de la
ingenieria.

Este libro esta dedicado a la presentacion de varias
opciones y ejemplos de aplicacion de las matematicas en
diversos campos de la realidad factica; el proposito es, por
medio de esta ilustracion, motivar en los estudiantes el
estudio serio y riguroso de, probablemente, la mejor herra-
mienta para su practica profesional: las matematicas.

En particular, se ilustra la aplicacion de esta ciencia
formal en: el disefio de experimentos para materiales com-
puestos, la técnica de programacion dindmica utilizada
en la operacion de embalses, aplicaciones de la primera
y segunda derivada, analisis de la dinamica entre precios
y cantidades de un mercado, deduccién de modelos (fac-
tores) para el andlisis y evaluacion de alternativas de
inversion. Estos ejemplos permiten observar el papel de
esta ciencia en la captura y sistematizacion de los fendme-
nos, en la formulacion y su analisis riguroso.

José Benjamin Gallego
Compilador



CarituLo |

APLICACIONES DE LA METODOLOGIA DE DISENO DE EXPERIMENTOS EN
MATERIALES COMPUESTOS

SaLvapor NAYA FERNANDEZ

1.1 INTRODUCCION

El disefio de experimentos, como herramienta estadistica, surge
en el afio 1935 con Ronald Fisher, quien lo aplico a problemas agri-
colas cuando se encontraba trabajando en la estacion experimental de
Rothamsted (Harpenden, Inglaterra). Alli comenzo el estudio de una
extensa coleccion de datos, que culminaria en con la publicacion del
primer libro sobre esta metodologia (The Design of Experiments, 1935).
Fisher queria averiguar como influia el tipo y cantidad de fertilizante
sobre la cosecha. Para este fin parcel? el terreno, asignando al azar, una
cierta cantidad de fertilizante a cada parcela. Estas técnicas, que en un
principio fueron usadas en agricultura, hoy en dia son imprescindibles
en cualquier estudio experimental, asi, los resultados que se logren de
un experimento bien disefiado siempre seran mas fiables que otros que
se hayan obtenido sin tener en cuenta diseflo alguno, o utilizando uno
erroneo.

La metodologia del Disefio de Experimentos estudia como variar
deliberadamente las condiciones habituales de un proceso empirico

* Profesor Titular del Area de Estadistica e Investigacién Operativa del Depar-
tamento de Matematicas de la Universidad de A Corufna (Espafa). Licenciado
en Matematicas por la Universidad de Santiago de Compostela y Doctor en
el area de Ingenierfa Industrial por la Universidad de A Corufia. Profesor de
Estadistica y Fiabilidad en la Escuela Politécnica Superior de Ingenierfa Naval
y Oceénica (Universidad de A Coruna).e-mail: salva@udc.es




para aumentar la probabilidad de detectar cambios significativos en la
respuesta y obtener asi un conocimiento mas profundo sobre el compor-
tamiento de un proceso. La experimentacion tiene por objetivo forzar,
artificialmente, la aparicion de circunstancias “extrafias” en presencia
de personas preparadas para interpretar y extraer conclusiones de lo que
ocurre. En la actualidad el disefio de experimentos se utiliza para la me-
jora de la calidad y la reduccién de los costes, y esto es aplicable tanto
al disefio como a la mejora de productos, procesos y servicios.

En este capitulo se presentard la aplicacion del disefio de experi-
mentos a los materiales compuestos cuyo creciente interés reside en
el hecho de que los nuevos materiales, como son los nanomateriales,
prometen un gran futuro. Las propiedades de los materiales cuando
son modificados con nanoparticulas difieren de las que se obtienen
cuando la modificacion se realiza con macroparticulas. Cuando las
particulas que se afiaden son mas pequefias que la longitud caracteris-
tica de un determinado fendomeno, existen nuevos comportamientos
quimicos y fisicos contribuyendo a un sinergismo unico entre los
materiales.

El capitulo se completa con un segundo apartado en el que se ana-
lizan las técnicas basicas de la metodologia del disefio experimental
haciendo hincapié en el analisis de la varianza como primer modelo
estadistico; en un tercer apartado se analizara un ejemplo de aplica-
cion a nanoarcillas; en el cuarto apartado se hard una introduccion a
los disefios factoriales con un ejemplo de aplicacion a materiales de
resinas con fibras de carbono; y se presenta un quinto apartado sobre la
metodologia de superficie de respuesta que se aplicara al estudio de un
material compuesto.

1.2 CONCEPTOS BASICOS DEL DISENO DE EXPERIMENTOS

En un disefio de experimentos se utiliza una serie de términos es-
pecificos de esta metodologia que definimos para comenzar. Se llama
variable respuesta a aquella que interesa medir con el experimento;
fuentes de variacion serd cualquier caracteristica de interés que puede
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producir variabilidad en la respuesta. Dentro de estas fuentes de va-
riacion distinguiremos entre aquellas cuyo efecto sobre la respuesta
interesa ser controlado (factores tratamiento) y aquellas que no son de
interés directo, pero que se contemplan en el disefio con objeto de redu-
cir la variabilidad no planificada (factores “nuisance”). Dentro de los
factores nuisance se distinguen distintos niveles que en ocasiones con-
viene agrupar en un factor bloque, y otras veces son tratados de forma
independiente como covariables. Dentro de los factores se distinguen
diferentes grados o tipos que denominaremos niveles. En el supuesto
de que existan observaciones en todas las posibles combinaciones de
los niveles se hablara de disefios factoriales, y en el caso en que todos
los tratamientos son asignados a un numero igual de unidades expe-
rimentales se llamara diseno equilibrado o balanceado. Las unidades
experimentales serdn la muestra sobre la que se valoran los factores.
El tamafio de un experimento sera el numero total de observaciones
recogidas en el disefio.

En la realizacion de un experimento se pueden planificar las si-
guientes etapas:

»  Fijar objetivos: se confecciona una lista de cuestiones concretas a
las que debe dar respuesta nuestro experimento.

»  Elegir las variables: se identifican las posibles fuentes de variacion
en la respuesta (factores tratamiento y sus niveles, unidades expe-
rimentales y factores bloque o covariables).

*  Elegir el tipo de disefio: se asignan las unidades experimentales
que se observaran bajo cada tratamiento, disefio factorial o no, blo-
quear o no, anidamiento, etc.

*  Ejecutar un experimento piloto: es util partir de un primer expe-
rimento que solo involucre un nimero pequefio de observaciones
para detectar posibles problemas en el proceso de toma de datos.

*  Especificar un modelo matematico: se explicita una relacion ma-
tematica entre la variable respuesta y las principales fuentes de
variacion.
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*  Determinar el tamafio muestral: existen, dependiendo del modelo,
algunas féormulas que nos indican el nimero de observaciones que
se deben tomar para alcanzar los objetivos del experimento.

*  Analizar e interpretar los resultados: se esquematizan los pasos del
estudio estadistico que dependera de los objetivos marcados en el
paso 1.

*  Planificar nuevos experimentos si es necesario.

1.2.1 DISENOS EXPERIMENTALES CON UN FACTOR

Uno de los disefios mas simples es aquel que analiza una sola varia-
ble con distintos niveles, se llama disefio completamente aleatorizado,
pues para construirlo se asignan al azar las unidades experimentales a
los tratamientos, con el modelo matematico:

Respuesta = Constante + Efecto tratamiento + Error.

Un modelo matematico para este tipo de experimentos es el Ana-
lisis de la Varianza o modelo ANOVA (ANalysis Of VAriance) que fue
propuesto por Ronald Fisher con el fin de descomponer la variabilidad
de un experimento en componentes independientes que puedan asig-
narse a causas distintas. Esta técnica hoy en dia se usa para comprobar
si varias muestras proceden o no de la misma poblacién, o para ave-
riguar si las medias de diferentes variables pueden suponerse iguales.

Aunque en un principio el ANOVA nace ligado a experimentos
agricolas, su uso se ha extendido a diversos campos de la ciencia, por
ejemplo para comparar 4 maquinas 4, B, C'y D, o en general podriamos
tener / maquinas, de las cuales se mide una respuesta que puede ser la
produccion diaria. Al medir esta produccion durante 7, dias en la ma-
quina i-ésima (con Zni =n)y Llamando y;a la variable produccion
diaria de la maquina i el dia ;. El objetivo del ANOVA es doble, por un
lado comparar si todas las maquinas son idénticas respecto a la pro-
duccion media diaria y por otro, en el caso de no ser iguales, estimar la
produccion media diaria de cada una.
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1.2.2 MODELO DEL ANOVA CON UN FACTOR

El ANOVA de un factor parte de / muestras aleatorias e indepen-
dientes procedentes de distribuciones normales con la misma varianza,
cada una de tamafio n, con z n; =n.Siy, es una observacion de la
variable respuesta del valor j-ésimo de la muestra i-ésima, se estable-
ce el contraste de hipotesis:

Hy:py=u,=-=4,
H, :Existei, j, 1, # U,

Para la resolucion de este contraste se necesitan los siguientes
calculos:

El nimero total de valores de las / muestras es Zn =n

La media total es: i=1

Teniendo en cuenta la siguiente relacion (que se obtiene sumando
y restando la misma cantidad Y, ):

yij_yz(yij_yi)-'_(yi _y)

Resulta

n;

sre=$ 50,5 £ 30,5

i=l j=1

1
S (7, - 7) =SCR+SCF

i=1

La descomposicion anterior es una estimacion de la variabilidad
total (S7C) como suma de la variabilidad explicada por el factor (SCF)
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y de la variabilidad residual (SCR). Teniendo en cuenta los grados de
libertad de cada uno de los sumando anteriores (se puede pensar que el
numero de grados de libertad es el numero de datos menos el numero
de restricciones), se definen las medias cuadraticas MTC, MCR y MCF
(que son estimadores centrados de las respectivas varianzas) como:

1 n; 1 n;

MTC =ni22(yi, ) MCR:ﬂi,ZZ(YU -v):

i=1 j=I i=] j=1

1

] 72
y oy MCF:ﬁZ”i(?i -5)

=1

Bajo la hipotesis nula se verifica que la distribucion del cociente
entre MCF y MCR sigue una distribucion F de Fisher-Snedecor con
I-1yn-1 grados de libertad, lo que permite resolver el contraste
haciendo uso de algin paquete estadistico en el cual se representa el
cuadro ANOVA con los distintos valores de las sumas de los cuadrados
entre grupos (SCF), la suma de cuadrados intra-grupos (SCR) y la suma
total de cuadrados (S7C). Ademas de los respectivos grados de libertad
también se presentan las medias cuadraticas, el valor del cociente de la
Fy el p-valor del contraste.

1.3 APLICACION DEL ANOVA AL ESTUDIO DE MATERIAL COMPUESTO

1.3.1 APLICACION DEL MODELO ANOVA A 3 TIPOS DE RESINA EPOXI

En un primer ejemplo estudiaremos la aplicacion del disefio de ex-
perimentos en el estudio de 3 tipos distintos de material compuesto.
Se analizara una resina epoxi, que es un polimero termoestable que se
endurece cuando se mezcla con un agente catalizador o “endurecedor”.
Con el fin de analizar qué endurecedor es mejor se realizo un estudio de
laboratorio en el que utilizaremos 3 tipos distintos de endurecedor que
llamaremos 4, B 'y C; el objetivo era averiguar si los tres tipos distin-
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tos de endurecedor producian diferencias significativas en cuanto a su
resistencia a la traccion (variable respuesta). Para este fin se eligieron
al azar 15 muestras de los tres tipos de material a las que se sometio a
pruebas de traccion en laboratorio de forma aleatoria, que son los resul-
tados que se recogen en la siguiente tabla (medidas en Rc).

TaBLA 1.1 PRUEBA DE TRACCION

39 33 39 35 32
36 40 35 30 29
33 33 36 26 35

Este es un disefio en el que la respuesta es la resistencia a la trac-
cion y los factores serdn los tres tipos de endurecedor (4, B 'y C).
Ademas puesto que se han asignado aleatoriamente los endurecedores
a las muestras, formara parte de un diseflo completamente aleatorizado,
que en este caso se puede estudiar como un ANOVA de un factor. La
idea es contrastar la hipotesis nula de igualdad de efectos medios de
los 3 endurecedores frente a la alternativa de que no sean los 3 iguales.

Calculamos las diferentes sumas entre grupos y intragrupos, para
cada factor i:

SCT =392 +33% +---+352 — (5112 /15)="208.933
SCF =(1782/5)+(170%/5) + (1632 /5) - (5112 /15) = 22.533
SCR =S8CT —SCF =208.933-22.533=186.4
Los cuadrados medios correspondientes a cada fuente de variacion
se determinan dividiendo cada suma de cuadrados entre sus grados

de libertad. A continuacion se puede hallar el valor del estadistico del
contraste:
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e 22.253/2 — 0725
186.4/12

TABLA 1.2 ANALISIS ANOVA

FUENTE Sumas pE GL CUADRADO Cociente-F | P-VaLor
CUADRAD. MEDIO
Entre grupos 22.533 2 11.267 0.73 0.504

Intra grupos 186.4 12 15.533
Total (Corr.) 208.93 14

Puesto que el p-valor es 0.504 no hay motivos para rechazar la
hipétesis nula, por lo que no tiene sentido seguir con mas pruebas. Ha-
ciendo uso de un programa estadistico (en este caso el Statgraphics) se
puede ampliar la informacion para este experimento con las siguientes
tablas y graficos:

TABLA 1.3 MEDIAS PARA RESISTENCIA SEGUN ENDURECEDOR CON INTERVALOS
LSD AL 95%

ENDURECEDOR Frec. MEDIA LiMITE INF. LimITE sup.
A 5 35.6 32.885 38.315
B 5 34.0 31.285 36.715
C 5 32.66 29.885 35.315
Total 15 34.067

En esta tabla se muestra la media para cada muestra y los intervalos
de confianza basados en el procedimiento de las menores diferencias
significativas de Fisher (LSD), que se construyen de tal manera que si
dos medias son iguales, sus intervalos se solaparan el 95% de las ve-
ces. Estos intervalos pueden observarse de forma grafica en la siguiente
figura:
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FiGura 1.1 COMPARACION DE LA RESISTENCIA CON RESPECTO
AL TIPO DE ENDURECEDOR EMPLEADO MEDIANTE INTERVALOS DE CONFIANZA

Medias y 95,0 porcentajes intervalos LSD
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FiGura 1.2 COMPARACION DE LA RESISTENCIA CON RESPECTO
AL TIPO DE ENDURECEDOR EMPLEADO MEDIANTE UN GRAFICO DE CAJAS
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FiGuraA 1.3 COMPARACION DE LA RESISTENCIA CON RESPECTO AL TIPO DE
ENDURECEDOR EMPLEADO MEDIANTE LA MEDIA DE CADA NIVEL DEL FACTOR

Gréfico de analisis de medias para resistencia
Con un 95% de limites de decision

38 ]

361 1 UDL=37,91
s [ 1 CL=34,07
B3ar " l 7 LDL=30,22
= [ ]

320 ]

305 A B C :

Endurecedor

En los graficos anteriores pueden verificarse que no se aprecian
diferencias significativas en la resistencia en funcion del endurecedor
utilizado.

1.3.2 APLICACION DEL MODELO ANOVA A NANOARCILLAS

En una segunda aplicacion del disefio de experimentos a materiales
compuestos, analizamos como influye la modificacién de una resina
epoxi con la inclusion de nanoparticulas de arcilla que es un material
utilizado en el recubrimiento de depositos de combustible de los trans-
bordadores espaciales. El factor de interés en este caso es el porcentaje
de nanoarcillas (concretamente la nanoarcilla analizada se denomi-
na Cloisite®30B) y la respuesta sera la permeabilidad al hidrégeno.
Para este experimento se utilizaron muestras de resina epoxi (marca
Epon™826) combinadas con distintos porcentajes de nanoarcillas (4 ni-
veles) para someterlos a una prueba de permeabilidad en el laboratorio.
Se queria comprobar si las nanoarcillas al dispersarse apropiadamente
en materiales compuestos podian ayudar en la reduccion de la per-
meabilidad del combustible liquido de los tanques espaciales.

La medida de la permeabilidad de las muestras se obtuvo del de-
tector de fugas como valores de flujo del Helio en atmecm?/s. Se midio
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el area a través de la cual se produce el flujo y se calculd el coeficiente
de permeabilidad en metros cuadrados para cada muestra utilizando la
ley de Darcy.

Los resultados obtenidos, realizados de forma aleatoria, son los
siguientes:

TaBLA 1.4 MEDIDA DE PERMEABILIDAD DE LAS MUESTRAS

A 15.45 14.58 15.16 16.12
B 13.41 13.56 12.86 12.46
C 10.13 11.15 10.48 10.33
D 13.11 12.44 12.34 11.89

Analizando estos datos en la tabla ANOVA:

TABLA 1.5 ANALISIS DE RESULTADOS ANOVA

FUENTE Sumas DE GL CUADRADO CocIeENTE-F | P-VALOR
CUADRAD. MEDIO
Entre grupos 47.07 3 15.69 56.21 0.0000
Intra grupos 3.35 12 0.279
Total (Corr.) 50.42 15

Ademas, el Test de Levene para igualdad de varianzas ha dado un
p-valor de 0.867 con lo que podemos suponer que no existe diferencia
entre las varianzas y permite validar los resultados del ANOVA.

El F-ratio, cociente de la estimacion entre grupos y la estimacion
dentro de los grupos, en este caso es igual a 56.21. Puesto que el p-
valor del test F es inferior a 0.05, si hay diferencia estadisticamente
significativa entre las Permeabilidades medias, segin los niveles de
nano usados a un nivel de confianza del 95%. Para determinar qué
medias son estadisticamente diferentes realizamos un contraste de
rangos multiple:
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TABLA 1.6 CONTRASTE MULTIPLE DE RANGO PARA PERMEABILIDAD SEGUN TIPO

CONTRASTE DIFERENCIAS +/- LimITES
A-B *2.255 0.813991
A-C *4.805 0.813991
A-D *2.8825 0.813991
B-C *2.55 0.813991
B-D 0.6275 0.813991
C-D *-1.9225 0.813991

Nota: * indica una diferencia significativa.

Las salidas graficas para este experimento se muestran a

continuacion:

FiGura 1.4 GRAFICO DE CAJA Y BIGOTES PARA LA PERMEABILIDAD
CON RESPECTO AL PORCENTAIJE DE NANO (TIPO)
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FIGURA 1.5 INTERVALOS DE CONFIANZA AL 95% PARA LA PERMEABILIDAD
CON RESPECTO AL PORCENTAJE DE NANO (T1p0)

Medias y 95,0 Porcentajes Intervalos LSD
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FiGura 1.6 COMPARACION DE LA PERMEABILIDAD CON RESPECTO AL PORCENTAIJE
DE NANO (TIPO) EMPLEADO MEDIANTE LA MEDIA DE CADA NIVEL DEL FACTOR
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1.4 DISENOS FACTORIALES

Dentro de los diferentes tipos de disefio es de especial importancia
para el estudio en la industria el disefio factorial, que se basa en pla-
nificar los experimentos de forma que se pueda determinar el efecto
de cada factor y cada una de las maneras en que ese factor se puede
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ver modificado por la influencia de los demas factores, combinandose
cada nivel de cada factor con todos los niveles de los restantes. Este
modelo presenta la ventaja de requerir una cantidad minima de pruebas
por factor, y puede servir como experimento base para hacer posterior-
mente una mayor exploracion de los datos. Ademas de ser sencillos
de construir y analizar proporcionan estimaciones de los efectos de las
variables y de sus interacciones y permiten experimentar en todas las
combinaciones de variables y niveles. La desventaja de este disefio es
que requiere un gran numero de experimentos, inconveniente que se
resuelve utilizando s6lo dos niveles por factor o, como veremos en el
proximo apartado, por medio de disefios factoriales fraccionales.

En estos disefios es muy importante el efecto que un factor puede
tener combinado con otro en la respuesta, a este efecto se denomina
interaccion. Por ejemplo, en el caso de combinar un medicamento,
con alguna bebida alcohdlica, es conocido el efecto contrario de cara
al bienestar producido. Este fenomeno de interaccion ocurre con fre-
cuencia en experimentos industriales provocando paradojas que son
resueltas con un disefio bien planificado.

1.4.1 DISENOS FACTORIALES COMPLETOS

En los disenos factoriales completos el nimero de experimentos
queda determinado por el numero de variables utilizadas k& y por el nt-
mero de niveles en cada variable. En este caso trabajamos con dlsenos
factoriales a 2 niveles, con lo que el nimero de experlmentos sera 2"
que por este motivo se conocen también como disefios 2" . Estos dlse-
fos se realizan haciendo uso de una matriz (matriz del disefio) que tiene
tantas columnas como factores en la que se van situando las distintas
combinaciones de niveles. Para su construccion se van ordenando los
niveles de cada factor, conocido el nlimero de experimentos a realizar,
para el primer factor se van alternando signos - y + (o también -1 y +1)
hasta completar todas las filas, para el segundo factor se alternan dos
signos — y dos + (o bien dos —1 y dos +1) hasta completar todas las
filas, para el tercero cuatro - y cuatro +, para el cuarto 8 signos —y 8 +,
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y asi sucesivamente, hasta completar los factores. Esta construccion,
que se denomina orden estandar, tiene la ventaja de combinar todos los
factores sin omitir ni repetir ningin valor y ademas resulta muy sencillo
determinar los efectos de las variables.

En el supuesto de querer medir la variabilidad es conveniente
realizar varios experimentos en cada condicion experimental que se de-
nominan réplicas. Las réplicas reducen el efecto de la variabilidad en
la respuesta, en la practica, se considera la media de las réplicas como
Unica respuesta procediendo con el calculo de los efectos como si s6lo
se hubiese experimentado una vez en esas condiciones y el resultado
fuese esa media.

1.4.2 APLICACION A LA FIABILIDAD DE UN MATERIAL DE FIBRA DE CARBONO

Deseamos estudiar la fiabilidad (fatiga en este ejemplo) de un
material compuesto de resina epoxi-carbono (de los utilizados en los
barcos de competicion, raquetas de tenis, bicicletas, etc.). Partiendo de
otros estudios sobre este tipo de material, se tomo la decision de medir
en laboratorio probetas de este material en el que como factores se con-
sideren la inclinacion de las fibras de carbono (tomando dos posibles
niveles: a 0° y a 90°), otro factor de interés fue el grosor de las probetas
(utilizando dos niveles: un primer laminado con 46.6% de fibra de car-
bono y un segundo laminado con un 49% de fibra), y como tercer factor
se sometio el compuesto a un postcurado (en una estufa de laboratorio),
o no. La respuesta que se midi6 fue el nimero de deformaciones hasta la
rotura de cada probeta, para lo cual se someten las unidades experimen-
tales a un analisis mecanodinamico (deformacion senoidal y se mide el
esfuerzo en funcion del tiempo). Por tanto, la variable respuesta es el
numero de compresiones (en miles) hasta la rotura de la muestra, lo que
permite estimar el tiempo de vida, es decir, la fiabilidad del material.
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TABLA 1.7 FATIGA MATERIAL COMPUESTO DE RESINA EPOXI-CARBONO

VARIABLE Minivo (-1) MAximo (+1)
Inclinacion fibras de carbono (I) 0°(-1) 90° (+1)
Grosor de las probetas (G) 46% (-1) 49% (+1)
Postcurado (P) Si(-1) No (+1)

En la tabla anterior se recogen los intervalos de estudio en el disefio
experimental con tres factores a dos niveles que se recoge la matriz del
disefio para este experimento de tipo 2° en la tabla siguiente (el orden
de realizacion de los experimentos fue aleatorio segin el indicado en la
primera columna):

TABLA 1.8 MATRIZ DEL EXPERIMENTO TIPO 23

EXPERIMENTO INCLINACION | GROSOR | POSTCURADO NUMERO DE
(ORDEN) D (G) P) COMPRESIONES
1(3) -1 -1 -1 68771
2(5) +1 -1 -1 86550
3(D) -1 +1 -1 64189
4(2) +1 +1 -1 81233
5(8) -1 -1 +1 53122
6 (6) +1 -1 +1 73226
7 (4) -1 +1 +1 62087
8(7) +1 +1 +1 79875

El efecto principal de un factor mide cuanto cambia la respuesta,
en promedio, al pasar del nivel mas bajo (-1) al nivel mas alto (+1) y
se calcula restando las respuestas medias que se obtienen con ese fac-
tor al nivel mas alto (+1) menos las respuestas medias que se obtienen
con ese factor al nivel mas bajo (-1). En el caso de la resina, resultaron
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los siguientes efectos principales (para el factor inclinacion, grosor y
postcurado):

j 86550 + 81233 + 73226 + 79875 68771+ 64189 + 53122 + 62087

=18179
4 4
G= 64189 +81233+ 62087 + 79875 B 68771+86550 +53122+73226 1428.8
4 4 '
p_ 53122473226+ 62087 + 79875 _ 68771+86550 +64189 +81233 _ o o

4 4

La interpretacion de estos efectos nos lleva a afirmar que el ni-
mero de compresiones hasta la rotura aumenta, en promedio, en 18179
compresiones, al pasar del nivel mas bajo del factor Inclinacion (0°) al
mas alto (90°). El nimero de compresiones hasta la rotura aumenta, en
promedio 1428.8 compresiones, al pasar del nivel mas bajo del factor
Grosor (46.6%) al mas alto (49%). Sin embargo, el nimero de compre-
siones hasta la rotura disminuye, en promedio 8108.3 compresiones, al
pasar del nivel mas bajo del factor postcurado (con postcurado) al mas
alto (sin postcurado). A la vista de estos resultados, cabe preguntarse
hasta qué punto estos valores son estadisticamente significativos, pero
este aspecto lo resolveremos mas adelante. Otra pregunta es como afec-
ta cada factor dejando fijos los niveles de otro, concretamente, a la vista
de la respuesta, parece interesante estudiar las combinaciones del efecto
grosor con el efecto postcurado.

Efecto principal del factor Grosor (G) con el material sin postcu-
rado (+1):

_ 62087+79875 53122+73226
2

G =7807

El nimero de compresiones hasta la rotura aumenta, en promedio,
en 7807 compresiones, al pasar del nivel mas bajo del factor Grosor
(46.6%) al mas alto (49%) para una resina sin postcurado.
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Efecto principal del factor Grosor (G) con el material con postcu-
rado (-1):

_ 64189 +81233 68771+ 86550
2 2

G =-4949.5

El nimero de compresiones hasta la rotura disminuye, en prome-
dio 4949.5 compresiones, al pasar del nivel mas bajo del factor Grosor
(46.6%) al mas alto (49%) para una resina con postcurado, lo que de-
muestra una clara interaccion entre los factores Grosor y Postcurado.

A la vista de los resultados, puede afirmarse que el calculo de
los efectos principales no es suficiente para explicar el experimento,
siendo necesario contemplar las interacciones entre los factores, pues
observando el cubo se pone de manifiesto que la respuesta aumenta al
cambiar la inclinacion de la fibra pero también al realizar un postcurado
en estufa.

Para cuantificar el valor de las interacciones entre dos factores se
hace la diferencia de los efectos de un factor con €l al nivel mas alto
menos el efecto al nivel mas bajo y se dividen estos efectos entre dos
para que la varianza de los factores sea igual que la de los efectos prin-
cipales. Por tanto, la cuantificacion de la interaccion entre un factor A4
y otro B sera:

Interaccion AB = (1/2) (Efecto de A con B a nivel + 1) -
(1/2) (Efecto de A con B a nivel - 1)

Si esta diferencia es cero (o proxima a cero) indica que el efecto
de un factor es independiente del nivel del otro, y por tanto no interac-
cionan. Es facil observar que la interaccion AB es la misma que la BA.

En el ejemplo de la resina las interacciones entre grosor y postcu-
rado resultara:

GP = PG = (1/2) 7807 - (1/2) (-4949.5) = 6378.3

36

APLICACIONES MATEMATICAS EN LA INGENIERIA



De igual forma se calcularian las otras dos posibilidades IG, IP.

Las interacciones también se pueden representar graficamente, lo
que aporta una informacion visual ademas del valor numérico. Para esta
representacion se sitla en un eje cartesiano la respuesta en las ordena-
das (eje ¥) y los niveles (-1 y +1) en las abscisas graficando los valores
de la respuesta para el factor y uniendo las del mismo nivel por medio
de un segmento. Un ejemplo de este tipo de grafico puede verse en la
figura 1.9

Hemos estudiado como se pueden calcular los efectos principales
y los de las iteraciones de dos factores. Diremos que tres factores in-
teraccionan cuando la interseccion de dos de ellos depende del nivel
de la tercera. Habitualmente se consigue explicar la variabilidad de la
respuesta mediante los efectos principales y los de dos factores.

En el caso de la resina si queremos calcular la interaccion /PG se
hallaria la interaccion de /P cuando G esta al nivel mas alto y restarle
el valor de /P cuando G esta al nivel mas bajo, dividiendo el resultado
entre 2.

En caso de interesar el calculo de los efectos de tres o mas facto-
res se puede hacer uso del algoritmo de los signos también llamado de
Box, Hunter y Hunter o el de Yates (Ilamado de los signos) que requiere
menos calculos.

El Algoritmo de los signos se basa en afiadir tantas columnas como
efectos se quiera estimar a la matriz del disefio de forma que los nuevos
signos de estas columnas se obtienen multiplicando algebraicamente
los signos de las variables que la componen, anadiendo también una co-
lumna con todos 1 que se utiliza para calcular la media de la respuesta:

En el caso de la resina la matriz de los signos para el calculo de los
efectos hasta tercer orden queda de la forma siguiente:
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TABLA 1.9 MATRIZ DE SIGNOS PARA CALCULO DE LOS EFECTOS

Mepia | (I) | (G) | (P) | AG) | (IP) | (GP)| (IGP) | COMPRESIONES
1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 68771
1 +1 -1 -1 -1 -1 1 1 86550
1 -1 +1 -1 -1 1 -1 1 64189
1 +1 +1 -1 1 -1 -1 -1 81233
1 -1 -1 +1 1 -1 -1 1 53122
1 +1 -1 +1 -1 1 -1 -1 73226
1 -1 +1 +1 -1 -1 1 -1 62087
1 +1 +1 +1 1 1 1 1 79875

Para calcular los efectos se suma la respuesta de acuerdo a los sig-
nos correspondientes en la columna del efecto y se divide entre la mitad
del numero de condiciones experimentales, excepto en el caso de la
media que logicamente se multiplica la matriz de 1 por la respuesta y se
divide entre el numero de experimentos.

Facilmente podrian calcularse los efectos del experimento de la re-
sina mediante este método, resultando los mismos valores encontrados
en el apartado anterior.

TaBLA 1.10 EFECTOS ESTIMADOS PARA COMPRESIONES

PrOMEDIO = 71131.6 +/- 197.625
Al = 18178.8 +/ 395.25
B:G = 1428.75 +/ 395.25
C:P = -8108.25 +/ 395.25
AB = -762.75 +/ 395.25
AC = 767.25 +/ 395.25
BC = 6378.25 +/ 395.25
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En esta tabla se muestran cada uno de los efectos estimados y las
correspondientes interacciones, y el error normal de cada uno de los
efectos, que mide su error de muestreo.

F1GUrA 1.7 GRAFICO DE PARETO PARA LA INFLUENCIA DE LOS FACTORES EN FUNCION
DEL NUMERO DE COMPRESIONES

Grafico de Pareto estandarizado para compresiones
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FiGurA 1.8 GRAFICO DE PROBABILIDAD PARA LA INFLUENCIA DE LOS FACTORES
EN FUNCION DEL NUMERO DE COMPRESIONES
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