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La geometria vectorial hace parte de la formacién basica de cualquer inge-
niero o tecndlogo v en especial en carreras de perfil técnico. Pretendemos
con este mddulo reforzar los conceptos escenciales que deben hacer parte de
cualquier profesional en dreas tecnoldgicas o ingenieriles. El médulo trabaja
inicialmente, con los conceptos bdsicos de vectores, en el plano y luego en el
espacio. Se muestran las aplicaciones en rectas y planos, con sus repectivas
ecuaciones. Hacemos el paralelo entre vectores coordenados y geométricos con
el fin de unificar conceptos. Se finaliza con una lista de ejercicios planteados
para que el estudiante mediante una practica comprensiva domine log aspectos
conceptuales.
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Introduccion

El tema de los vectores es de amplia aplicacidn en diferentes campos, ademads
de las matemdticas, como en la fisica, la biologia v en general en asignat-
uras relacionadas con distintas ingenierfas como civil, mecdnica, entre ctras.
Este texto presenta, de manera practica, las caracteristicas esenciales de la
Geometria Vectorial, las operaciones entre vectores y sus aplicaciones. Se
incluyen algunas demostraciones necesarias para la comprensién de conceptos
v su posterior aplicacidn; otras demostraciones se dejan como ejercicio para
que el estudiante ponga en juego diferentes estrategias cognitivas.

Adicionalmente, hay una seccidn dedicada a pruebas de la Geometria
Euclidiana y Trigonometria usando la Geometria Vectorial de una manera
practica v sencilla. Dependiendo del desarrollo del curso y del tiempo, se
puede trabajar en mayor o menor profundidad este tema.

El texto se ha dividido en tres capitulos iniciando con vectores geométricos
para pasar luego a vectores coordenados. Una vez se han caracterizado los
vectores coordenados tanto en R? como en R3, se llega a los diferentes pro-
ductos entre vectores: producto escalar y producto vectorial. Estos productos
sirven a su vez como base para el trabajo con rectas y planos, que constituyen
la parte final del texto.

En cada capitulo se presentan algunos ejemplos resueltos y se dejan varias
actividades para realizar como ejercicios v problemas, los cuales han sido
adaptados de diferentes fuentes y del trabajo en el aula en diferentes institu-
ciones de educacién superior (Universidad Nacional de Colombia, Escuela de
Ingenierfa de Antioquia e Instituto Tecnolégico Metropolitano-1TM).

En el desarrollo de los ejemplos y también dentro del texto se han incluido
algunas preguntas, que no solo orientan en la comprensidn sino que también
exigen una revisién permanente de lo estudiado previamente. Es una forma
de ir retando al estudiante para que vaya regulando su proceso.

Un elemento adicional que le agregard valor al texto, y que se implemen-
tard posteriormente a manera de complemento interactivo, es el trabajo con
aplicaciones en GeoGebra. El estudiante tendra la posibilidad, de manera in-
teractiva y colaborativa, de construir, verificar y conjeturar sobre problemas
v ejercicios propuestos.



CAPITULO 1

Vectores geomeétricos

1.1 Aproximacién al concepto

La palabra vector viene del latin vector, wvectoris v este a su vez de wveho,
verbo que significa “el que acarrea, el que conduce, el que transporta”, segin
la etimologia de la palabra. En medicina, por ejemplo, un vector es un por-
tador, un vehiculo intermedio. Por ejemplo, en la trasmisién de la malaria
el mosquito {Anopheles) sirve como un vector que lleva y transfiere el agente
contagioso (Plasmodium) a una persona sana mediante una picadura.

En matemdticas un vector es un objeto matemdtico, es una abstraccidn
que sirve para representar entes fisicos. En la geometria vectorial se presenta
el vector como un objeto matemdtico, una “cantidad” que posee dos carac-
teristicas o propiedades fundamentales: magnitud y direccidn, y de forma
asoclada a la direccién el sentido (es decir, de dénde parte y hasta dénde
llega).

En el campo de la fisica y la ingenieria, se usan principalmente dos clases
de magnitudes: las magnitudes escalares y lag magnitudes vectoriales. Las
primeras quedan completamente determinadas por su medida o valor numérico,
en funcién de una unidad adecuada. Por ejemplo: la masa, la densidad, la
temperatura, el tiempo, el volumen, la rapidez, el 4rea, etc., estas magnitudes
no requieren informacidon adicional para ser interpretadas y utilizadas en una
determinada situacidn, basta con conocer su valor numérico y la unidad de
medidad.

Las segundas, en cambio, no pueden definirse tnicamente por su valor
numérico, sing que requieren que se precise ademds otra caracteristica, la no-
cién de direccién (un dngulo o inclinacién respecto a una linea de referencia).
Por ejemplo, para caracterizar una velocidad es esencial indicar su direccién
tanto como su valor, es decir, su magnitud. Asi, la velocidad de un barco tiene
una magnitud (rapidez del movimiento) que puede ser fija o variable, y una
direccién (que determina el curso del barco). Estas dos caracterfsticas definen
con suficiente precisidn la magnitud vectorial velocidad. Otros ejemplos de
magnitudes vectoriales son: fuerza, momento, desplazamiento, aceleracidn,

campo eléctrico, campo magnético, etc. Asi mismo, los vectores, no se rigen
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por las mismas propiedades para las operaciones bdsicas que se cumplen con
los ntimeros reales, sino que siguen ciertas reglas que se verdn mds adelante.

El estudio de los vectores puede hacerse desde un punto de vista geométrico
o analitico. En este caso, iniciaremos con el estudio geométrico de manera

general, v con un poco mds de detalle, continuaremos con el estudio analitico.

1.2 Vectores geométricos

Geométricamente un vector puede representarse por un segmento rectilineo
dirigido, es decir, que interesa tanto su longitud como su sentido {positivo o
negativo), asf el segmento AB es contrario al segmento B A, (pero geométri-
camente representan el mismo segmento) en el primer caso el punto inicial es
A vy el punto final es B, en el segundo, el punto inicial es B y el punto final
es A. La representacién grafica de un vector es una flecha, que tiene punto

inicial y punto final. En la Figura 1! se tiene el vector AB.

B punto final

A punto inicial

Figura 1

Para nombrar un vector se puede utilizar la notacidén con el punto inicial
2 - -
y el punto final como AF o una letra mintscula o maytscula con una flecha
—
encima a, A. En algunos ocasiones tambien se representa con una letra

mindscula resaltada (negrita) u, v.

Definicién 1.2.1 (Magnitud o norma de un vector) Fs la longitud del
segmento AB, definida en una unidad de medida y con una escala selec-
AB
EH — 1920 km/h.

—
ctonada. Lo magnitud del vector AB se representa por

EH:E)N(J'

, es un valor

gque stempre es positivo. Por ejemplo

Definicién 1.2.2 (Direccién de un vector) FEs la mismae de la recta que

contiene al vector (dado que todo vector estd sobre una recta imaginaria). St

'Todas las Figuras de este texto han sido realizadas por los autores
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el vector estd en el plano, la direccidn estd determanada por el dangulo menaor,
no negative, que se forma entre el vector y una linea de referencia cualquiera,
gue por fecilided se temao horizontal, trazada por su punto inicial, medido de
forma contraria ol movimiento de las manecillas del reloj, desde la horizontal
hasta el vector con, 0° < 8 < 360°. En las Figuras Za, 2b, 2¢ y 2d la direccicn
delvector AB e dir(@) = 0.

)
7] 3 i

A

"(1
Figuras 2a y 2b
¢ 9
a - A -

B B

Figuras 2c y 2d

Daos vectores tienen direccién opuesta o contraria cuando la direccién de
uno de ellos difiere de la del otro en 180°. Por ejemplo si dir(ﬁ) = 130° ¥
iy
dir( b ) = 310°, luego sus direcciones son contrarias, pues 310° — 130° = 180°.

Ver Figura 3.

dir(b) = 310°

2]

dir(d) = 130°

Figura 3

17
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Definicién 1.2.3 (Sentido de un vector) £l sentido estd indicado por el
de la flecha y queda determinado por el punto inicial y el punto final (el sentido
del vector AB es del punto inicial A al punto final B). En términos generales
para caracterizar un vector nos referiremos o su magnitud y o su direccidn, el

sentido se especificard cuande sea necesario.

Dos vectores son iguales si v sélo ¢ tienen igual magnitud y direccién. Asi

— —
AB =CD, &y sélo sl

‘ AB  dir(AB) = dir(CD)
Ver Figura 4.
B
D
A
C
Figura 4

En la Figura 4 los vectores son iguales, v los puntos iniciales A y C no co-
inciden. Todos los vectores que sean iguales al vector AB forman un conjunto
de vectores llamado vectores libres, es decir, todos los vectores que tengan
la misma magnitud y direccidn del vector E representan el mismo vector.

Lo anterior es util, ya que permite que un vector se pueda representar
en otro lugar del plano o del espacio por otro vector de igual magnitud y
direccidn, es decir, es como si se pudiera trasladar un vector conservando
su magnitud y direccién. Por lo tanto, para efectos de alguna operacién

—
matemadtica, es lo mismo trabajar con el vector AB que trabajar con el vector

—
ch.

Definicién 1.2.4 (Igualdad entre vectores) La igualdad entre vectores es
una relacidn de eqguivalencia, esto implica gue cumple las siguientes tres propred
— —
1. Refleriva: AB = AB
2. Simétrica: st AB = CD entonces, CD = AB

W el o ik

8. Transitive: si AB=CD yCD = EF entonces, AB = EF
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1.3 Algebra de vectores

Al igual que con otros objetos mateméticos, con los vectores también se
pueden realizar algunas operaciones matemadticas teniendo en cuenta ciertas
propiedades. Las operaciones definidas son: suma, resta (aunque es un caso
especial de la suma) y multiplicacién de un escalar por un vector. La divisién

entre vectores no estd definida como operacién.

1.3.1 Suma y métodos para sumar vectores

La suma de vectores, como se habia mencionado anteriormente, no obedece
las leyes de la aritmética y dlgebra ordinarias, es decir, no se pueden sumar
vectores como si fuesen nimeros reales, puesto que no lo son. Para sumar
vectores geométricos se pueden emplear diferentes métodos v se aplican en
algunos casos las layes del coseno y del seno de manera normal, en las cuales

se trabaja con magnitudes vectoriales.

1.3.1.1 Método del tridngulo

Dados dos vectores @ y F’, el vector suma (o resultante) o —&—?, se obtiene
de la siguiente manera: se ubican los vectores de tal modo que el punto final
de uno de ellos coincida con el punto inicial del otro, es decir, se dibuja el
vector @ y desde su punto final se dibuja el vector B (no olvidar que al ser
vectores libres conservan su magnitud y direccion), luego el vector T o+ ?
serd el vector que va desde el punto inicial de @ hasta el punto final de ?
Ver Figura 5.

Figura 5

1.3.1.2 Meé&todo del poligono

Para sumar tres o més vectores (Figura 6a), se aplica sucesivamente el método
del tridngulo (se suman dos de ellos y la resultante de esta suma se suma

con el tercero, y asi con los demés), lo cual equivale a colocar un vector a
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continuacién del otro, de esta manera el vector suma serd el vector que va del

punto inicial del primero hasta el punto final del idltimo. Figura 6b.

o

=}
=

_—>
-
a

Figura 6a Figura 6b

Otra alternativa es poner los vectores uno a continuacién del otro, con-
servando las respectivas magnitudes y direcciones. El vector resultante es el
que se obtiene de unir el punto inicial @ de con el punto final de E) (Figura
7). Si los vectores se representan a escala, graficamente se puede obtener el

vector resultante, su magnitud y direccion.

—
a

Figura 7

Obsérvese que en la Figura 6 y la Figura 7, los vectores resultantes son

iguales.
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1.3.1.3 Meétodo del paralelogramo

Para sumar dos vectores @ y ?, se trasladan de tal manera que sus pun-
tos iniciales coincidan y se completa el paralelogramo determinado por ellos,
trazando paralelas por sus puntos finales. El vector a + ?, serd el que va del
origen comin de @ y ? hasta el vértice opuesto del paralelogramo formado.
En realidad el vector resultante estd sobre la diagonal del paralelogramo. Para
calcular su magnitud y direccién se puede utilizar también la ley del coseno.

Ver Figura 8.

Figura 8

Ejemplo 1.3.1 Sean los vectores p y ¢ con

17l = 3,17l =4
dir(P) = 40° dir(q) = 250°

Encontrar el vector resultante T = p + ¢, su magnitud y direccion.

Solucidén
En este caso se va a utlilizar el método del tridngulo vectorial. Veamos

primero cada uno de los vectores en su posicién original (Ver Figura 9).

40°

A
Y

Figura 9

21
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Ahora, y por facilidad en la representacion, se pueden ubicar los dos vectores a
partir de un mismo punto, conservando por supuesto su magnitud y direccién
(Ver Figura 10).

S

QA

Figura 10

Si los vectores son graficados a escala (con direccién y magnitudes medidas)
se podria determinar la magnitud y direccién del vector resultante 7. De
manera analitica encontremos || 7’| utilizando la ley del coseno.

Se ha dibujado un vector igual al vector ¢, (magnitud y direccién), ha-
ciendo coincidir el punto final de p con el punto inicial de ¢. El vector

resultante 7, va desde el punto inicial de P’ hasta el punto final de ¢ .

Figura 11
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JPor qué a = 30°? (Trace por el punto final de P una paralela a la linea

horizontal de referencia, use éngulos entre paralelas). Se tiene entonces que:

2 2 2
171" = P17+ 1" =217 ] cos (cx)
17> = 32442 —2(3)(4) cos (30°)

17> = 9+16—24 (?)

I7)? = 25-12V3

17 = /25-12V3

17| = 2.05
Encontremos ahora la direccién de 7, con
dir(T) =0

(Ver Figura 12).

Figura 12

En la Figura 13 se observa que
dir(7T") = 6 = 360° — ¢

pero ¢ = 3 — 6§, con § = 40°, que es precisamente la direccién del vector p'.

23
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Figura 13

Para hallar el dngulo 3 se puede aplicar la ley de senos o la ley del coseno,

como se ve en la Figura 14.

A

Figura 14

sen(B) sen(a) sen(y)

i 1= 17l
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tomando los dos primeros términos de esta igualdad se tiene que

sen(8)  sen(30°)
4 B 2.05
4sen(30°)

=enlf) = 508
sen() = 0.98

B = sen 1(0.98) = 77.3°

Aunque el valor de este dngulo estd bien calculado, no es el valor real ya
que en el intervalo de 0° a 360° existe otro dngulo cuyo seno es también 0,98
y que es el suplemento del dngulo anterior, es decir, 180° — 77.3° = 102.7°.
i Cémo saber si estd bien calculado o no? Para ello se puede encontrar el
angulo v, mediante la ley de senos nuevamente, y verificar si la suma de esos
dngulos es 180°. Al hacer estos célculos obtenemos que:

a+ 0+ v=30°477.3° +47.0 = 154.3°, por lo tanto el valor real de 5 es
102.7° v no 77.3°.

Tal como se habia mencionado anteriormente

dir(7) = 6 = 360° — ¢, pero ¢ = 8 — &8, con § = 40° se tiene que
¢ =7—0=102.7° — 40° = 62.7°, para obtener finalmente que:

dir(7) =6 = 360° — ¢

dir(7) = 360° — 62.7° = 297.3°

51 se quiere evitar el problema de saber si el dngulo es el correcto o no
cuando se usa la ley de senos, basta con encontrar el valor del Angulo utilizando
la ley del coseno, tal como se muestra a continuacién:
17|

2 2 2
g1 =171+ 171" = 212 7]l cos (8)

Encuentre el valor del dngulo 8 a partir de la expresion anterior (el valor
del dangulo puede diferir dependiendo del orden de las operaciones y de las

cifras decimales que se tomen), compare con el valor obtenido previamente.

s
Nota 1.83.1 1. Si a y b tienen la misma direccion entonces:

|[&+%| =1z +|?

2. 51 4 y b tienen direccion contraria, entonces:
s E+€’H:W||—H? , s WIIEH?
b @+ 8| =8| -1, si@n<|e
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c. Lo anterior también se puede eseribir como
— —
— i

1.3.2 Vector nulo

En algunos casos al sumar dos vectores, se puede obtener como resultado un
vector cuyo punto inicial y final coincidan. Esto ocurre cuando los vectores

tienen igual magnitud pero direccién contraria. Ver Figura 15.

a
a b
b
a+b
Figura 15

FEn este caso, geométricamente, la resultante de la suma es un punto, es decir,
. b =y =%
la magnitud del vector resultante ¥ =& + b es || 7| =0.
. L1 —
Simbdlicamente, el vector cero o nulo se representa como o. A este vector
: : sz -, = —
no se le puede asignar una direccién, y es tal que @ + o = @, este vector es

el médulo para la suma de vectores.
—
Nota 1.3.2 Si @ y b son no nulos y no paralelos entonces se cumple que
— —
|2+ %] <izi+[7]

gue se conoce como la desigualdad triangular.

1.3.3 Vector unitario o versor

Todo vector cuya magnitud es 1 se llama vector unitario. Se dice entonces
s ’ . . B A

que el vector p’ es unitario si y solo sf || p’|| = 1.

1.34 Angulo entre dos vectores

—
—» . .
Sean & y b vectores no nulos, el dngulo entre ellos #, es el menor dngulo

formado por dichos vectores cuando sus puntos iniciales se hacen coincidir
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(atin cuando los vectores no se corten, puesto que se pueden trasladar). El

valor de este dngulo es 0° < 6 < 180°. Figura 16.

Figura 16

1.3.5 Vectores paralelos (primera parte)

— e . . . . .,
Dos vectores no nulos @ y b son paralelos si tienen la misma direccién o
direccién contraria, lo cual también es cierto si estdn en la misma linea de
accion (Figura 17). Ya que al vector nulo no se le puede asignar direccién, se

dice que es paralelo asf mismo. Simbdlicamente:

T | b osidin(@) =dir(b) 6

.
ir( b
@ | b osidir(@) = dir(b) £ 180°

b

Figura 17

1.3.6 Opuesto o inverso aditivo de un vector

Sea ‘@ # 0, se define el opuesto o inverso aditivo de @', como aquel vector
. . . — . 5 .
que tiene la misma magnitud de a pero direccién contraria, y se denota como
— — — — — —
—a . Secumple que @ + (—a’) =0y |—a| =|d|. El opuesto del vector

— — L —— — - N
AB es —BA | es decir, AB = —BA ya que AB +BA = 0 (Figura 18).
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o
\

Figura 18

1.3.7 Resta y métodos para la resta

= N - ., -
Dados dos vectores @ y b, se define la resta de '@ con b, @ — b , como la

H - . . _)
suma de @ con el inverso aditivo de b :

— —
— —
a— b= a —-b

)

En este caso para hallar magnitud y direccién de vector resultante se procede

+ (

igual que en la suma. Ver Figura 19.

> : ——> = DR -\ b
a a a-b=a+(-b)"

R.?
\
o7

Figura 19

Existe una forma alternativa para restar vectores y es simplemente hacer-
los coincidir en sus puntos iniciales. El vector diferencia serd el que va desde

el punto final de uno hasta el punto final del otro. Figura 20.

Figura 20
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Como se observa en ambos casos se cumple que:

b+(@-b)=aya+(b-a)=10b

En este caso para hallar la margnitud y direccién del resultante de la resta se

procede igual que en la suma.

1.3.8 Propiedades de la suma de vectores

Sea V el conjunto de los vectores geométricos . Si @, ? y ¢ € V entonces:

a. La suma de dos vectores es un vector que estéd determinado de forma
tnica y que también pertenece a V', es decir, la suma de vectores es una
operacién interna (Es decir el conjunto formado por los vectores es cerrado
bajo la suma)

b.T+b=0+7

. T+(b+)=(a+b)+T=a+b+7

d. Existe un tnico vector 0 € V,talque 0 + @ =a + 0 = a

e. Para todo @ €V, existe —a € V, que cumple con:

1.3.9 Producto de un vector por escalar

Sea A € R, A\ # 0, y @ un vector no nulo. El vector '@ es un muiltiplo
escalar de @ y cumple que:
a. El vector \a@ tiene la misma direccién de @ si A > 0
—% =
a siA<O0

c. La magnitud de A\'@ es tal que |[A\d'|| = [\ |||

— 5 R - 3
b. El vector A'@ tiene direccién contraria de

En la Figura 21 se muestran algunos casos

v

b | =
Ql
Qi

|
| w
Ql

Figura 21
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Se observa de la figura anterior que:
d. |AZ]| > @], st |A| > 1, (es decirsi A > 1681 A < —1)
e. [|AT] < || @], si |A| <1, (es decir —1 < X < 1)

Tenga presente que entre el escalar y el vector no se coloca ningin simbolo
para indicar el producto.
1.3.10 Vectores paralelos (segunda parte)

Dos vectores no nulos son paralelos si y solo si uno de ellos es midltiplo escalar
del otro.

Simbdlicamente,

con A ¥y e niimeros reales diferentes de cero.

1.3.11 Propiedades del producto de un vector por un escalar

N
Teorema 1.3.1 Sea V el conjunto de los vectores geométricos. Si @', b €V,

yoa, NER, con a, A £ 0, entonces:

a. (Ma)ad = Aa7@) =a()@)
b. (A+a) @ =)d +aa
c. M@+ b)=Aa +Ab
d.1(d)=d y-1(ad)=—-a

A continuacién se demuestra la primera igualdad de la propiedad a., las
demds propiedades quedan como ejercicio:

Prueba. Hipdtesis: se asumird que A > 0 v « < 0, esto es da < 0.

Tesis: (Mda)a = Ma@a), esto es equivalente a demostrar que los vectores

(Aa)@ y AMa'@) tienen igual magnitud y direccién.

Afirmacién Razdén
(1) ||(Aa)@|| = |Aal||@]|| Definicién de magnitud
del producto por escalar
(2) = |Al|al]|@]] Propiedad del valor absoluto
(3) =17 ||05€'H Propiedad del producto por escalar
(4) = H)\(CHE))H Propiedad del producte por escalar
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Por tanto, [|[(Aa)@|| = |[Ma@)|. Veamos ahora que ambos vectores poseen

la misma direccidn

Afirmacién Raz6n

(1) dir((Ma)a) =dir(—a) Ya que Aa < 0.
Vector por un escalar

(2) dir(Ma@)) = dir(a?) Por que A > 0.
Vector por un escalar

(3) dir(ad) =dir(—a) Puesto que « < 0.
Vector por un escalar

(1) dir(Ma@)) =dir(—a) De (2} v (3)

(5) dir((da)a) =dir(Maa)) De (1) y (4)

Luego, dir((Aa) @) = dir(AMa@)). Por lo tanto, al tener igual magnitud y

direccién se concluye que (Aa)a = Alaa).
1.3.12 Normalizacién de un vector

Para encontrar un vector unitario v que ademds vaya en la direccién de otro,
- . ¥ —
se puede hacer la siguiente operacién: Sea @ un vector no nulo, entonces se
—
3 i F i i w —
define U como el vector unitario que tiene la misma direccién que a’, y es

tal que:

—
Uz =

Al proceso de encontrar un vector unitario en la direccién de otro se le llama
Normalizacion.
51 se quiere encontrar un vector unitario en la direccidn contraria simple-

mente se le antepone el signo menos. Veamos:

_
U =—

" . P . ' . —
aste vector es unitario y estd en direccién contraria al vector a’.

1.4 Combinacién lineal de vectores

Sean los vectores @1, @a,, @n € V, ¥ los escalares A1, Az, , A, € R.
Utilizando las operaciones producto de un vector por un escalar y suma de

vectores, se pueden obtener otros vectores de la forma A @1+ ?n,
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cada uno de esos vectores obtenidos se denomina combinacién lineal de los
vectores @1, @92, , @ n, s decir, 81 se puede escribir un vector & de la
forma

s
— — —
b =Ma1+rae+--+Aan
- . T — = —
entonces b es combinacién lineal de los vectores @'y, @'2, -+, @y
En otras palabras un vector combinacién lineal no es mas que la suma de
multiplos escalares de otros vectoras, en este caso cada uno de log vectores

— 5 r —
Magpara 1 =1,2, .-+ ,n, es un multiplo escalar de los vectores a ;.

1.5 Independencia lineal

Sean los vectores @1, o, , @n € V, v los escalares A, Ag,-++, Ay, € R.
Se dice que los vectores @1, @2, - -, @p son linealmente independientes (L.I)
g1y sdlo si Ma@i+ Aaao+ -+ Aan =0 cuando todos los X = 0, para
i = 1,2,---,n. En caso contrario se dice que son linealmente dependientes
(1..D), es decir, si existe por lo menos un A; # 0 para el cual se verifica que
Ma@i1+ mda+--+ A an =0. En este caso, hay por lo menos un vector
que puede ser escrito como combinacién lineal de los n — 1 vectores restantes.

En particular dos vectores paralelos son L.D.

1.6 Base para el plano

Sea V el conjunto de todos los vectores del plano. Una base para V es el
conjunto, con el minimo nimero de vectores, que puede generar todos los
demds vectores del plano mediante las operaciones producto de un vector por
un escalar y suma de vectores. En otras palabras, una base es un conjunto
de vectores tal que cualquier vector del planc se puede escribir como una
combinacién lineal de los vectores de ese conjunto de forma tnica.

Asi, un conjunto de vectores forma una base para V' si se verifica que:

1. {dy, @3, , an} es linealmente independiente (L.I).

— = — P
2. {d, a2, -+, ayn} genera a todos los demds vectores de V.

1.6.1 Teorema de la base para el plano

—
Teorema 1.6.1 Sean a, b wvectores del plano no nulos y no paralelos (son

L.1), entonces todo vector ¢ del mismo plano (que contiene a los vectores o



Francisco JAavieEr COrRDOBA GOMEZ m PasLO FreLiPE ARDILA RoJo
= — 5 s ¢ 5t — =
y b ) se puede escribir como combinacion lineal inica de @ y b, esto es

BT LI b, condy el

—
Prueba. Hipétesis: Sean los vectores @, b v ¢ no nulos y no paralelos,

N
en el mismo plano.Tesis ¢ = A1 a + Az b,

Afirmacién Razén

Y o Vectores libres
(1) Se hacen coincidir los vectores en sus puntos iniciales ]
Ver Fig. 22

o

Figura 22
—3
(2) Se traza por el punto final M de ¢ Ly || & Construccién
(3) Se traza L || @, en este caso @ C Lg Construccién

Afirmacién Razdén

Figura 23
g =
a v b vectores

(4) Ly, Lo se cortan en el punto I
no paralelos

Se forma el tridngulo
) L = = Suma de vectores
vectorial OIM con ¢ =OI +IM
(6) Of =M@, IM =Xt Ol | &, IM | b
(1) €=Md+ Mab De (5) y (6)
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Para demostrar que esta combinacidén lineal es tnica, 0 que A1y Az son
Unicos, supongamos que existe otra combinacidn lineal, es decir que el vector

e
<, también se puede escribir como ¢ =@y a +a2b.

Afirmacién Razdén
?2)\1?+)\2?
(1) S Suposicién inicial
B 1@ oz - . . .
(2) M@+ A2b —a1@ —axb =0 Operaciones vectoriales

— Producto de un escalar

(3) (M—a))a@+(dg—a2)b =0

por un vector

(4) M—a3 =0y Ad—as=10 yaqueﬁy?sonL.[

Luego la combinacién

(B) M=a1y Aa=oag . .
lineal es tinica

1.6.2 Teorema de la proporcién

Sean A, B v C puntos colineales tales que A-C-B v O un punto exterior a
AB. Si € divide a AB en la proporcicn ézg = %, con k,t € RT, entonces se
cumple que (Figura 24):

_ﬁ_t52+k5§__ t — k

oc OA+-" OB
i+ k itk +t+k

o

Figura 24
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