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Prélogo

La matemdtica es la reina de las ciencias y la aritmética es la reina de las matemdticas. Ella a menudo se digna
a prestar un servicio a la astronomia y a otras ciencias naturales, pero en todas las relaciones, tiene derecho a la
primera fila. (Kline, 1972, p.557.)

Esta frase refleja el pensamiento de Karl Friedrich Gauss sobre la aritmética, tema central de este texto,
con lo que se quiere comenzar, ya que la autoridad de este matemaético es de una notabilidad maytscula.
El valor de esta rama de las matemaéticas es practicamente incuestionable para Gauss, alemén que vivi6
entre el 30 de abril de 1777 y el 23 de febrero de 1885.

En una ocasién se le interrog6 a Pierre-Simon Laplace sobre el matemético alemdn mds importante, a lo
cual este respondi6 que era Johann Friedrich Pfaff; pero su interlocutor replicé que por que no Gauss, y
entonces este respondi6: “Gauss es el matemdtico mds importante de todo el mundo”, este juicio ha sido
compartido por toda la comunidad académica, tanto asi que en nuestros dias se le reconoce, a Gauus,
como el Matemdtico mds grande desde la antigiiedad y el Principe de los matemdticos. Sélo él y Arquimedes, al
cual se le conoce como el Dios de las Matemiticas, son los tinicos que ostentan un apelativo superlativo en
relacién a las mentes més brillantes de la humanidad, y que guardan alguna relacién con la produccién
cientifica.

Por lo anterior se quiere resaltar dos ideas fundamentales acerca de las razones por las cuales se considera
escribir un texto de aritmética para estudiantes de primeros semestres de universidad y de tltimos afios
de bachillerato. La primera es que, para Gauss, hay ramas de las matemadticas y no una sola matematica;
cada una de ellas es completa en tanto sus postulados y la forma como se estructura en funcién de su obje-
to de estudio, que, en este caso, son los sistemas numéricos, las relaciones y propiedades que se cumplen,
como consecuencia de las operaciones entre los nimeros. En segundo lugar, la aritmética estd presente
como un eje transversal en todas las dreas del conocimiento que requieren de este lenguaje para expresar
sus ideas y cuantificar el mundo; en este sentido, Gauss sostiene: Las matemdticas deben reflejar el mundo
de una forma real, echo apenas evidente, como un postulado, ya que las personas, en general, conocen y
usan las cuatro operaciones aritméticas fundamentales, y deben recordar una buena cantidad de niimeros
como identificacion personal, teléfonos, direcciones y contrasefias. Es asi como escribir un texto dedicado
al estudio de las ideas centrales basicas aritméticas es necesario para quienes se adentran en el estudio
de las matematicas, como eje transversal en su proceso de formacién universitaria, en un medio donde
el valor y significado de las distintas ramas de las matematicas se hace practicamente irreconocible, a
causa de la integracién que se ha querido hacer de ellas por medio de la concepcién unificadora de la
teorfa de conjuntos. No es que se ostenten los conocimientos ni mucho menos la formacién, como para
menospreciar tal concepcién; tampoco se busca criticar en si misma a la teoria de conjuntos. Esa funcién
se la dejamos a Georg Cantor, Bertrand Russell o Kurt Godel.

El objetivo de este libro guarda relacién con la intensidad horaria, nimero de cursos de matematicas de
primer semestre y cantidad de contenidos tematicos abordados en los cursos de matematicas operativas,
que evidencia que al estudiante se le deben brindar los elementos operativos y conceptos minimos, en
funcién de las tematicas que necesita, para dar respuesta a los planes de estudio que tienen la mayoria
de las universidades, que, en su totalidad, estdn enfocadas al estudio del calculo, la estadistica, matema-
ticas financieras y materias relacionas con costos, presupuestos y economia, dreas de formacién cuyo pre
requisito son la aritmética, el dlgebra y la geometria analitica.



Este es un texto de aritmética en el cual se tratan de forma simple y concisa los conceptos, sin considerar que
para los lectores, este es un primer acercamiento a la aritmética. Se busca que sea un documento para afianzar las
ideas ya vistas en la primaria y el bachillerato, optando por dar prelacién al uso y comprensiéon de los conceptos
y propiedades de la aritmética, antes que al formalismo propio de las ciencias exactas, sin menoscabo del lenguaje
simbdlico y preciso que se debe usar en ellas.

(A quién va dirigido este texto?

Se ha pensado esta obra para estudiantes de tiltimos afios de bachillerato y de primeros semestres de universidad

de cualquier programa académico que contemple en su plan de estudios la matemdtica, ademads de asignaturas que
la usen como su lenguaje, por ejemplo: economia, estadistica, costos, presupuestos, etc. De igual manera, para estu-
diantes que requieran de preparacion para olimpiadas de matematicas o exdmenes de admisién para la universidad,
dado que los tdltimos capitulos cuentan con ejercicios NO algoritmicos, que requieren de imaginacién y uso creativo
de los conceptos de ntimero y operacién. Es por esto por lo que la estructura de cada uno de los capitulos se conforma
de una serie de ejemplos, por medio de los cuales se da claridad en cuanto a la realizacién de una determinada opera-
cién o procedimiento. Luego se presentan ejemplos de problemas con sus correspondientes estrategias de solucién, y
una seccién final, con ejercicios propuestos clasificados en diferentes tépicos y niveles de dificultad. Se hace énfasis,
a lo largo de las unidades, en la diferencia con relacién al concepto mismo y el procedimiento de calculo requerido
para efectuar alguna operacién aritmética. Por tanto, el lector, encontrard claramente diferenciadas las definiciones,
que en la estructura de la matemaética, representan las ideas basicas y contienen los términos técnicos con los cuales
se debe hacer referencia a cierto objeto abstracto. Las definiciones estdn escritas con un lenguaje informal, buscando
disminuir la carga semantica, con el propésito de que su comprension no se vea afectada cuando el lector desconozca
ciertos simbolos matemadticos; de otro lado, si el concepto lo amerita, se adicionan figuras en las cuales se presentan
esquemas que ayudan a entender la idea central de lo que se busca ensefiar. Los procedimientos, son bdsicamente
una serie de pasos algoritmicos o instrucciones que tienen como objetivo la obtencién de un determinado resulta-
do. Se formulan las propiedades relacionadas con las distintas operaciones o conceptos, dando a cada propiedad su
correspondiente denominacién, la cual el lector debe recordar, pues son la fuente para la adquisicién, apropiacion
y uso de un lenguaje técnico, como lo es en cierta forma el de las matematicas. Cada capitulo cuenta con al menos
una seccién de ejercicios, cuyo fin primordial es el de practicar la teoria. Hay secciones de ejercicios orientadas a la
aplicacién algoritmica del procedimiento y el concepto; en otras secciones, en cambio, se incentiva el uso de la ima-
ginacién y alternativas no algoritmicas de solucién. Estas secciones de ejercicios se pueden usar como una fuente de
material para la preparaciéon de pruebas de admisién, ECAES u olimpiadas de matematicas. Los ejemplos cuentan
con la debida explicacién y argumentacion del porqué de cada paso y se presentan a dos columnas para acentuar los
distintos pasos que hay que cumplir segtin los procedimientos que se han enunciado.
Se busca incluir la mayor cantidad de respuestas a los ejercicios de cada capitulo, como un mecanismo de comproba-
cién sobre el proceso de solucién, ya que se comprende la frustracién que se siente cuando, al solucionar un problema,
el lector no cuenta con la manera de establecer si es correcta o no. La mayoria de los ejercicios del libro, se han ge-
nerado con una serie de trozos de cédigo, programados en PHP. Estos Snippet de c6digo fueron proyectados para
que se enuncie el ejercicio con su correspondiente respuesta, asi que salvo algin error de digitacién o tipogréfico, las
soluciones a los ejercicios corresponden fielmente a lo que se pide en el enunciado. Finalmente, el texto cuenta con
un indice analitico de temas, posibilitando el acceso de forma rapida a cierto tipo contenido y, asimismo, brindando
una idea de conjunto de las relaciones entre los distintos capitulos.

Gracias o todos los que nos han brindado su apoyo en la elaboracién de esta obra, y especialmente a Juan David
Alzate, por sus valiosos aportes en el desarrollo de los c6digos para generar ejercicios.



1.1

Operaciones y conceptos basicos

Este capitulo estd dedicado al estudio de los fundamentos basicos de la aritmética y resalta los conceptos de opera-
cién, propiedades y relaciones entre los ntimeros reales. Se intenta que el lenguaje de este texto sea simple y préctico,
en funcién de la adquisicién de competencias relacionadas con el dominio de la aritmética, que es considerada la
base de las matematicas aplicadas. Para lograr con este objetivo, los ejemplos proporcionan estrategias generales de
solucién, destacando pasos que se pueden emplear, de forma sistematica, en la solucién de los ejercicios propuestos
en la temética ejemplificada.

Sistema de los nimeros enteros

Definicion 1.1 Sistema de los niUmeros enteros

El sistema de los nimeros enteros estd formado por los ntimeros del conjunto

zZ={...—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4...}

Vale la pena resaltar que los niimeros enteros pueden ser positivos! o negativos. Unicamente el ntimero cero
es neutro. Al escribir los ntimeros enteros positivos se omite el signo +, los ntimeros negativos van precedidos del
signo —, y es aqui donde debe tenerse presente que cuando hay un menos que precede un ntimero entero, se puede
entender que el nimero es negativo, pero el signo menos también representa la operacién sustracciéon. La expresion
4 -3 significa que a 4 hay que restarle 3 pero en la expresioén 4 — (-3) se esta restando (-3). Es de vital importancia
el uso de los signos de agrupacién en expresiones donde aparecen simultdineamente nimeros enteros negativos en
operaciones indicadas de adicién o sustraccién.

Existe una relacién entre los puntos de una recta y los nimeros reales?, a cada punto le corresponde un ntime-
ro real, y a cada ntimero le corresponde un punto. En la Figura 1.1% se localizan algunos puntos de la recta y su
correspondencia con los niimeros enteros.

Figura 1.1: Recta real

Ahora se analiza el concepto de valor absoluto, el cual se puede entender como la distancia desde un punto cual-
quiera de la recta real al origen. La Figura 1.2 muestra dos opciones: cuando el punto corresponde a un ntimero

Los enteros positivos se denominan en algunos textos como naturales e igualmete en algunos teoremas se considera al 0 como natural.
2 A este tipo de relacion se le llama biunivoca o biyeccion.
3Todas las figuras son de elaboracién de los autores.
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positivo y otra cuando es negativo.

En la Figura 1.2 se aprecian dos ejemplos: en el primero de ellos se determina la distancia que hay desde el punto
donde se localiza el -3 y el origen o punto donde esta el 0. Es claro que la distancia es de 3 unidades, en razén a que
no se puede hablar de valores de distancia negativos. El segundo ejemplo muestra la distancia desde 2 hasta el 0.

La distanciade -3 a0es 3

1
-3

La distanciade 2 a 0 es 2

Figura 1.2: Concepto de valor absoluto

Lo anterior permite definir la operacién valor absoluto, simbolizada asi |x|, es decir |-3| =3 y [2| = 2, ésta se
formaliza en la siguiente definicién.

Definicién 1.2 Valor absoluto de un nimero real

X six>0
[x|=140 six=0

-x six<0

La definicion expresa que el valor absoluto de un ntimero es siempre positivo o cero, puesto que una distancia no
puede ser negativa. Dicho de otra manera, cuando x es positivo o cero |x| es el mismo x sin alterar su signo, y cuando
X es negativo |x| le cambia el signo dando como resultado un ntimero positivo, este cambio de signo se representa
con —x. En el ejemplo anterior, al calcular |2| = 2 por ser 2 positivo, ahora al calcular |-3| = —(-3) = 3 lo que ocurre es
que se cambia el signo, ya que -3 es negativo.

Adicién y sustraccién de nimeros enteros

La adicién de nimeros enteros es una operacién definida entre dos enteros que tiene como resultado otro entero.

Para calcular la suma de dos ntimeros enteros se presentan las siguientes posibilidades en cuanto al signo de los
sumandos.

Procedimiento 1.1 Adicién de dos nimeros enteros de igual signo
Se suman los valores absolutos de los dos ndmeros y se pone el signo que tienen, es decir, si son positivos la
suma tiene como signo +, si son negativos tendrd signo —.

Ejemplo1.1

Adicién de dos ntimeros enteros positivos.
6+9=15.

4Propiedad clausurativa de la adicién, si a y b son enteros (a,b € Z), entonces a+b € Z.
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Ejemplo1.2

Adicién de dos nameros enteros negativos.
Para calcular (-5) + (—4) se suman 5 +4, que son los valores absolutos y el resultado tiene signo menos, es decir
=)

Procedimiento 1.2 Adicion de dos nimeros enteros de diferente signo
Al niimero mayor en valor absoluto se le resta el menor en valor absoluto y el resultado tiene el signo del mayor
en valor absoluto.

Ejemplo1.3

Adicién de dos ntimeros enteros con signo diferente.
Calcular la suma (-9) +5. El mayor es 9 y el menor es 5, asi que calculamos 9 -5 = 4, pero el resultado es —4.

Ejemplo 1.4
Adicién de dos nimeros enteros con signo diferente.
8+ (=5), el mayor es 8 y el menor 5, se calcula 8 -5 = 3, por tanto el resultado es 3.
En los dos ejemplos anteriores se procede igual si las operaciones fueran 5+ (-9) y (-5) +8, ya que la adicién es
conmutativa, lo cual se pude enunciar de la siguiente manera.

Propiedad 1.1 La adicién de ntimeros reales es conmutativa, es decir

atb=b+a

Ahora se considera el cilculo de la sustraccién de niimeros enteros, en el cual ocasionalmente es necesario usar la
ley de los signos, a fin de expresar los cdlculos como una adicién de enteros.

Propiedad 1.2 Ley de signos
1. El producto de dos ntimeros con igual signo es siempre positivo.
2. El producto de dos ntimeros con diferente signo es negativo.

Es importante resaltar que la propiedad anterior es vélida en el cdlculo del signo de la divisién de dos enteros.
Se ilustra la diferencia de dos nimeros enteros con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.5

Diferencia de dos enteros negativos.

Para calcular (-4) — (-9) se aplica la ley de signos, con lo cual la operacién se transforma a (—4) +9, que es la
adicién de dos niimeros enteros con diferente signo, por tanto se calcula 9—4 =5y el resultado es 5, ya que el
ndmero mayor en valor absoluto es 9.
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Ejemplo1.6

Diferencia de dos enteros positivos.
Para calcular 8 —4 =4, es simple, pero si la operacién es 5-9, se calcula 9-5 =4y el resultado tendra el signo
del nimero mayor en valor absoluto, es decir —4 ya que el ntimero mayor en valor absoluto es 9.

Ejemplo1.7

Diferencia de dos enteros con diferente signo.

Para determinar el valor de (—4) — 5 se puede emplear la ley de signos para expresar la operacién como (-4) +
(=5), que es una adicién de dos ndmeros enteros con igual signo; por tanto la operacién es 4+5 =9, pero el
resultado tiene el signo menos, ya que se sumaron dos cantidades negativas, es decir —9. Ahora si la operacién
es 7— (—2) se debe usar la ley de signos para expresar la operacién como 7 +2 que da como resultado 9.

Polinomios aritméticos

Un polinomio aritmético es una expresioén que combina las cuatro operaciones basicas. Aritmético hace referencia
a que las operaciones involucran tinicamente nimeros. Simplificar un polinomio aritmético tiene como finalidad la
obtencion del resultado de la expresion, al efectuar todas las operaciones indicadas.

Procedimiento 1.3 Simplificar un polinomio aritmético sin signos de agrupacion

1. Efectuar productos o divisiones.

2. Se suman todos los ntimeros positivos y todos los nimeros negativos, luego, al mayor en valor absoluto se
le resta el menor. El resultado tiene como signo el signo del mayor en valor absoluto.

Ejemplo1.8

Simplificar 5+6—8 -6 +5.

Primero se suman 5+6+5 = 16.

Luego se suman 8+ 6 = 14.

Finalmente al mayor: 16 se le resta el menor: 14, es decir, 16 — 14 = 2 con lo cual la respuesta es +2.
Se enfatiza en que el signo + corresponde al ntimero mayor 16.

Ejemplo1.9

Simplificar 10-15+4+8—-8—6.

Primero se suman los positivos: 10 +4 + 8 = 22.

Luego se suman los negativos: 15+ 8+ 6 = 29.

Al mayor 29 se le resta el menor 22, es decir: 29-22=7.

La respuesta es —7 debido a que el mayor es 29, es decir los negativos.

En ambos ejemplos vale la pena aclarar el por qué se habla de sumar los negativos.
Resulta que la operacién 10 —-15+4 + 8 — 8 — 6 se puede reescribir como 10 + (—15) + 4 + 8 + (—8) + (—6). Es decir se ha
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expresado el polinomio como la suma de 6 niimeros enteros, 3 positivos y 3 negativos.

Al tener varias operaciones indicadas simultdneamente, en los polinomios aritméticos se emplean los signos de agru-
pacion como el paréntesis “()”, el corchete “[ ]” y las llaves “{ }”” con el objeto de establecer el orden en que se deben
realizar las mismas.

Procedimiento 1.4 Simplificar un polinomio aritmético con signos de agrupacién
Se identifican los signos de agrupacién méds interiores, en los cuales se aplica el procedimiento anterior 1.3.

Ejemplo1.10
Simplificar 3[(1)(17 —24) + (3)[5(20 —38) + 4(5)]]
3[(D(A7-24) + (3)[5(20—38) +(4(5)1]  Ejercicio dado
3[([(M)(=7))+ (3)[5(-18))+(4(B)]] Se efectuan las dos diferencias y el producto
3[-7+(3)[=90 +20] Se efectuan los tres productos
3[-7+((3)[-70]]] Se realiza la adicion
3[=7+(=210)) Se calcula el producto
3[—217] Se soluciona la adicién de los enteros negativos
—-651 Resultado, luego de hacer la multiplicacién

Para hacer mayor énfasis en el orden en que se desarrollan las operaciones, se resaltan los calculos usando el
sombreado. Observe que en el primer paso se simplifican los dos paréntesis interiores y ademads, se calcula una
multiplicacién, con el fin de evidenciar que el procedimiento es una guia de como abordar estos calculos, pero es en
ultimas la practica, la que posibilita tomar decisiones en torno a la simplificacién de una expresién cualquiera.

Resumen de la seccién
1. Adicién y sustraccién.
2. Valor absoluto.
3. Ley de signos.

4. Simplificacién de polinomios aritméticos.

—| Ejercicio 1.1

Ejercicios sobre polinomios aritméticos

Simplificar las siguientes expresiones:

1. -5+12-11+6+2+7 4. 6-12-6+4-5+1+2
2. -14-11-12-1 5.11-21-10—-47+18+22

3. -12-1-1+5+15-4 6. 99-30+51+11-60



7. —494+36-25+16-9+2
8. 12-11+24-22+36-33
9. 16+25-9+10-9-9+11
10. -10-11-12-13

11. 300—-159—-41+50-100

12. 91-7-6-11-78+15

13. —45-54+25+52+22-33
14. 121-53-100+13-24—-6
15, -2-3-4-5+6+7+8

16. —-15+45-14+8-11

17. -8+ [7—-(-10)] - (25—-13)
18. 3+{3+[3+@B+D]}—-12
19. =13 —{[(-16+9) +8] + 13}
20. {—[-20+(—-14+19)+5] -1}

21. —{5—-(-4)-1+[-4-11]}+5
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22. [15-10+(25-41)] - (20+5)

23. [-445]-[-3-2]-[10+7-22]+1
24, —{54+4+[-1+(4+8)+1]1+3-11}
25. —(6-3)—-(3-5)—-[14—-(29-15)]

26. 3+1[-(6+15)+(B5-14)]+ (4 +5)}

27. {[-16+ (16 —27)] — (15+4) — (10— 15)}

28. —[-(45-19)—-10] - [-(-44+17)-1]+4

29. [-2-4-6+3+5+7)]—-[(15+11-23)-9]+1
30. (-5+1-4-6)+(25+14-30+(-5+13-5-4))

31. [(6-4+15)—(-1-2+3)]+(5-14)-15+(4+7)

32, 22412+ (-49+25-4)—-(6+1)]-(-4-5-6)

33. 8= (-4)]-[-2-15]-[-12+14] +[-12-1] +(-11)
34. -16+[-(-10-14+17)—-(12+5-25)] + (—-15+6) -4
35. {[4-24-1+7-(-1-2-3)+1]-1+5—-(-18+20)}

Aplicando los conceptos de operaciones aritméticas, resolver los siguientes problemas:

36. Dentro de 10 afios mi nieto Rodrigo tendra el triple
de la edad que tiene ahora. Entonces ahora tiene:

37. Una lata contiene tres latas pequenas y cada lata pe-
quenia contiene cuatro latas mds pequefias. ;Cudantas latas
hay en total?

38. Una calculadora se echa a perder pues no realiza bien
las operaciones de suma, entregando siempre un resulta-
do incorrecto, el que consiste en que en lugar de sumar el
altimo ntimero, lo resta. Segtin ello, jcudl es el resultado
incorrecto de la siguiente suma 5+4 +1?

39. Sila suma de 3 ndmeros impares consecutivos da co-
mo resultado 21, entonces el nlimero impar mayor es:

40. Un terreno rectangular de 30 por 60 metros necesi-
ta cercarse con una malla de alambre apoyada en postes,
que deben ubicarse cada metro y medio. ;Cudntos postes
se necesitaran?

41. ;Cuéntas personas se encuentran en un cuarto, si en
él hay 1 gato, 1 gallo y 1 perro y al contar el numero de orejas
de todos (personas y animales) fueron 26?

42. Tenemos tres cajas separadas de idéntico tamafio y
dentro de cada una hay dos cajas separadas pequefias, y
dentro cada una de las cajas pequefias hay cuatro cajitas
atin mas pequefias. ;Cudntas cajas tenemos en total?

43. Soffa, Isabel, Federico y Vicente cenan en un res-
taurante. Llega la cuenta, que para todo el grupo es de
$90. Para simplificar, deciden dividir la cuenta en 4 par-
tes iguales.;Cudnto tendra que pagar cada uno, sabiendo
que Federico ofrece una botella de vino ($16), y que por
otro lado, deciden dejar $2 de propina?

44. Si 4 fichas blancas se cambian por una azul, 3 azules
se cambian por una verde y 4 verdes por una roja. Con
144 fichas blancas, jpara cudntas verdes alcanzan?

45. Se lanzan 3 dados y se observa que las caras superio-
res suman 13. Las caras que estdn contra el piso suman:

Evaluar las expresiones con los valores indicados y luego
simplificar.

46.6[(Tm—-m)+1-5n] +3(m+n),Sim=>5,n=2.
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47. (bc—ab+cc—aa)+(c—a), Sia=2,b=3,c=4.
48. [x+y)(x+y)+x+y—6]+(x+y+3), Six=18, y=12.
49. [2a—-3b)+2c]+{[8a—b)+cl—bc}, Sia=6,b=4,c=2.

50. {xyz—2x+y(z+y)+wl+2w,Six=6,y=z=4, w=2.

Criterios de divisibilidad

Para presentar los criterios de divisibilidad, en primer lugar, se definen dos conceptos bésicos como son el de
ndimero primo y compuesto, entre otras ideas.

Definicion 1.3 Nimero primo

Se puede definir de dos maneras
1. Un ntmero es primo si y sélo si tiene exactamente dos divisores.

2. Un namero es primo si y sélo si sus tnicos divisores son el mismo ntimero y la unidad.

La siguiente sucesion lista algunos ntimeros primos.
p=12,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101...}
Definicion 1.4 Nimero compuesto
Se puede definir de dos maneras
1. Un ntimero es compuesto si tiene tres o més divisores.

2. Un ntimero es compuesto si ademads de ser divisible entre si mismo y la unidad tiene otro divisor.

Todos los ndmeros pares, excepto el 2, son ntimeros compuestos, ya que tienen al 2 como divisor; por ejemplo el
20 tiene por divisores {1,2,4,5,10,20} y, segtn la definicién, anterior es un ntimero compuesto.
Definicion 1.5 Factor o divisor de un nimero

Un niimero a es factor o divisor de un ntimero b si y solamente si b dividido a tiene como residuo 0.

Si consideramos nuevamente el niimero 20, podemos ver que el 10 es un factor o divisor ya que la division del 20
entre 10 es exacta, es decir con residuo 0.

Definicion 1.6 Numero par e impar
1. Todo ntimero par es multiplo de 2, es decir, si a es par se cumple que 2 es un divisor o factor de a.

2. Todo ntimero que NO es par, es impar.

La definicién anterior se puede expresar de manera simbélica escribiendo que 2n y 2n+1 con n € Z, representan
numeros pares e impares, respectivamente.

Los criterios de divisibilidad son reglas que se aplican a un ndmero dado para determinar si es un ntiimero com-
puesto.
Los criterios listados en la definicién 1.7, son algunos de los mds usados, pero en ocaciones se encuentran ejercicios
en los que haya que emplear la divisibilidad por ntimeros mayores que el 11.



8 CAPITULO 1. OPERACIONES Y CONCEPTOS BASICOS

Definicién 1.7 Criterios de divisibilidad

1. Divisibilidad entre 2.
Un ndmero es divisible entre 2 cuando termina en cifra par.

2. Divisibilidad entre 3.
Un ntimero es divisible entre 3 cuando la suma de los valores absolutos de sus cifras es multiplo de 3.

3. Divisibilidad entre 5.
Un namero es divisible entre 5 cuando su tltima cifraes 0 6 5.

4. Divisibilidad entre 7.
Un ntimero es divisible entre 7 cuando separando la primera cifra de la derecha, multiplicindola por 2,
restando este producto de lo que queda a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o multiplo de 7.

5. Divisibilidad entre 11.
Un ntimero es divisible entre 11 cuando la diferencia entre la suma de los valores absolutos de sus cifras
de lugar impar y la suma de los valores absolutos de sus cifras de lugar par, de derecha a izquierda, es
cero o multiplo de 11.

Existen criterios de divisibilidad por niimeros primos y compuestos; por ejemplo, un ntimeros es divisible por 6,
cuando es divisible por 2 y por 3. Sin embargo, la finalidad al emplear criterios de divisibilidad es la de expresar un
namero como producto de sus factores primos, lo que se resume en la siguiente definicién.

Definicion 1.8 Factorizacion

Cuando se expresa un ntimero como producto de sus factores primos, se dice que el ntimero esta factorizado.

Ejemplo1.11

La factorizacion del niimero 20 es (2)(2)(5)

Factorizar o descomponer un ntimero en sus factores primos es un proceso en el que se deben aplicar los criterios
de divisibilidad de la definicién 1.7, lo cual requiere de practica y manejo de estos. En el siguiente ejemplo se presenta
un esquema que ayuda a comprender como realizar este procedimiento.

Ejemplo1.12

Descomponer en factores primos 420

4202 El 420 es par, asi que se puede dividir por 2, es decir 420 +2 =210
2102 El 210 es par, asi que se puede dividir por 2, es decir 210 +2 =105
105| 3 El 105 es divisible por 3 ya que al sumar sus cifras 1+0+5 =6, que cumple
con el criterio dado en la definicién 1.7, se puede dividir por 3, es decir 105+ 3 =35
35(5 El 35 termina en 5, asi que se puede dividir por 5, es decir 35+5=7
717 El 7 es divisible por 7, asi que se puede dividir por 7, es decir 7+7 =1
1 Siempre la descomposicién termina cuando se llega a 1

Por tanto, 420 se puede expresar como (2)(2)(3)(5)(7)

En la descomposicién de un nimero en sus factores primos se aplican los criterios de divisibilidad enunciados
en la definicién 1.7. La descomposicién en factores primos es tinica y no depende del orden en que se apliquen los
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criterios, pero es conveniente aplicarlos en orden a fin de ir agotando cada uno de ellos, aunque si el lector gusta
aplicarlos en cualquier orden, lo puede hacer y la respuesta serd la misma.

Ejemplo1.13
Descomponer en factores primos 17787

17787 | 3 Como se cumple que 1+7+7 +8+7 =30, entonces 17787 es divisible por 3
5929 | 7 Se cumple que 592 - (9)(2) es 574, que es miltiplo de 7, por tanto 5929 es divisible por 7
847 | 7 Nuevamente se cumple que 84 — (7)(2) da 70, asi que dividimos por 7
121 | 11 las cifras de lugar impar suman 2, la de lugar par es 2, asi que 2 -2 =0, por lo que es div. por 11
11 | 11 11 es primo, asi que se divide por 11

1
Por tanto, la descomposicién de 17787 es (3)(7)(7)(11)(11)

Con el objeto de analizar con méas detenimiento los criterios de divisibilidad por 7 y 11, se vera cémo se aplican al
numero 17787. El criterio de divisibilidad por 7 expresa que se debe restar dos veces el nimero del extremo derecho
de las demés cifras, y el valor obtenido debe ser 7 0 0, asi que el célculo es 1778 —14 = 1764. Como el niimero obtenido
no se sabe si es multiplo de 7, entonces aplicamos de nuevo el criterio tantas veces como sea necesario a los sucesivos
resultados, por lo tanto 176 —8 = 168 y finalmente 16— 16 = 0. Se insite en que se ha aplicado el criterio tres veces, hasta
obtener un nimero del cual se tenga certeza que es divisible por 7 o que se obtenga 0.

Como 17787 también es divisible por 11, entonces debe cumplir con dicho criterio. De izquierda a derecha se enu-
meran las cifras para luego sumar las de posicién par e impar. La suma de las cifras de lugar impar es 7+7+1 =15,
las de lugar par es 8+7 = 15, ahora la diferencia es 15—15 igual a 0; por tanto se cumple con el criterio de divisibilidad
por 11.

Resumen de la seccién
1. Nimero primo o compuesto.

2. Factor o divisor de un nimero.
3. Criterios de divisibilidad.

4. Factorizacién o descomposicién en factores primos

—| Ejercicio 1.2

Ejercicios sobre factorizaciéon de ntimeros enteros

Descomponer en factores primos cada uno de los siguientes nimeros.

1. 16 6. 98 11. 132 16. 49
2. 100 7. 375 12. 625 17. 512
3. 27 8. 216 13. 2700 18. 315
4. 25 9. 64 14. 1430 19. 210

5. 343 10. 81 15. 729 20. 225
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21. 8575 24. 1260 27. 3575 30. 42875
22. 2940 25. 1485 28. 6300 31. 16224
23. 21175 26. 1331 29. 15147 32. 67500

En las secciones anteriores se han establecido conceptos previos basicos y fundamentales que serdn la base de los
procedimientos y aplicaciones que contintian en el texto. Las dos primeras aplicaciones que se presentan son las de
maximo comun divisor y minimo comun mdltiplo.

Maximo comun divisor

Las palabras méximo, comun y divisor (MCD en lo sucesivo) tienen todas sentido en el concepto que definen,
veamos la razoén.
Dados los ntimeros 20 y 30, ;cudl serd su MCD?. Se consideran inicialmente los divisores de los ntimeros dados.
Los divisores de 20 son {1,2,4,5,10,20} y los de 30 son {1,2,3,5,6,10, 15,30}
Nétese que los ntimeros {1,2,5,10} son comunes, y el ntimero 10 es el méximo de ellos, por tanto el MCDJ[20,30] = 10.

Definicion 1.9 Maximo comun divisor || MCD

El méximo comtin divisor de dos o méas ntimeros es el mayor ntimero que los divide a todos exactamente.

Si bien es clara la idea de qué es el MCD, se requiere de un proceso para calcularlo. Existen tres métodos para
el calculo del MCD: por descomposicién en factores primos, mediante el algoritmo de Euclides y usando el minimo
comuin multiplo. En este texto se explica su calculo mediante la descomposicién en factores primos en razén a que es
un proceso que se usard eventualmente en algebra y, por tanto, vale la pena practicarlo desde ahora.

Procedimiento 1.5 Célculo del MCD
El MCD de varios ntiimeros expresados en sus factores primos, es el producto de los factores primos comunes
afectados de su menor exponente.

Ejemplo1.14

Calcular el MCD de 20 y 30.
Se descomponen los ntimeros dados en sus factores primos.

ig 3 i’g g Se obtiene que 20 = (22)(5) y 30 = (2)(3)(5). Se puede
5|5 5|5 ver que los factores comunes son 2 y 5 con su menor
1 1 exponente que es 1, por tanto el MCD es (2)(5) = 10

Hay otro esquema con el cual se calcula el MCD, que se presenta en el siguiente ejemplo en el cual se usa el
ejercicio anterior para que el lector pueda ver la semejanza entre ambos esquemas.

Ejemplo1.15

Calcular el MCD de 20 y 30.
Se descomponen los ntimeros de forma simultanea, determinando los divisores comunes de ambos.
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En la columna de la derecha se escriben los divisores que son

20 30 2 p p : -
10 15 | 5 comunes a ambos ntimeros. Note que sé6lo se determinan los di-
5 3 visores comunes, no todos los divisores que tengan los ntimeros

dados.

Resumen de la seccion

1. Méaximo comun divisor, MCD.

2. Procedimiento de como calcular el MCD de dos o més ntimeros.

—| Ejercicio 1.3

Ejercicios sobre maximo comun divisor | | MCD

Calcular el MCD de los grupos de ntimeros dados.

1. 60y 80 11. 66,99 y 33 21. 120,176,256 y 224
2. 24y48 12. 100,225 y 275 22. 75,105,165y 195
3. 75y 105 13. 102,180 y 625 23. 78,130,273 y 231

4. 44y 92 14. 63,9y 108 24. 100,324,225y 1296
5. 221y 210 15. 660,105 y 300 25. 112,175,252y 343
6. 24y 32 16. 432,222 y 246 26. 60,84,108 y 132

7. 180y 225 17. 132,330 y 480 27. 110,132,154 y 176
8. 110y 50 18. 400,180 y 360 28. 90,150,210 y 270
9. 200y 160 19. 336,144 y 240 29. 144,400,350 y 225
10. 33y 111 20. 120,126y 130 30. 216,264,168 y 192

Minimo comun mdltiplo.

Definicion 1.10 Minimo comin mudltiplo || MCM

El minimo comtdn mdltiplo de dos o mds niimeros es el menor ndmero que es divisible por cada uno de ellos.

Obsérvese que de forma analoga al concepto de MCD tratado en la definicién 1.10, las palabras con las que se
denomina este concepto proporcionan una idea de lo que éste representa; es decir, suponga que se desea calcular el
MCM de los ntimeros 6 y 8, entonces lo primero es hacer una lista con los mdltiplos de los ntimeros dados.

Los maltiplos de 6 son {6,12,18,24,30,36,42,48,54,60,66,72,...}

Los mdltiplos de 8 son {8, 16,24,32,40,48,56,64,72, ...}

Ahora se hace la lista de multiplos comunes de 6 y 8 que son {24,48,72,96,120,144, ...}

Por lo tanto, se puede razonar que la expresién minimo comun mdultiplo hace referencia al méds pequefio de los
multiplos comunes de los nimeros dados, es decir 24 y el siguiente procedimiento describe la forma como se calcula.
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Procedimiento 1.6 Célculo del MCM
EI MCM de varios nameros, expresados en sus factores primos, es el producto de los factores primos comunes y

no comunes afectados de su mayor exponente.

El procedimiento anterior permite realizar el cdlculo de forma simplificada, sin la necesidad de calcular la lista de
multiplos de los niimeros dados, como se realiz6 para los niimeros 6 y 8. Para ilustrar este procedimiento se realiza
el célculo del MCM de estos ntimeros en el siguiente ejemplo.

Ejemplo1.16

Calcular el MCM de 6 y 8.
Se deben expresar los ntimeros en factores primos, 6 = (2)(3) y 8 = 23; aplicando el procedimiento anterior se
observa que los factores son 2 (comun) y 3 (No comtin), con lo cual el MCM es (2%)(3) = (8)(3) = 24 que es el

mismo resultado que se obtuvo con anterioridad.

Ejemplo1.17

Calcular el MCM de 6, 8 y 10.
Los nimeros dados, expresados en factores primos son: 6 = (2)(3), 8 =23 y 10 = (2)(5); los factores son 2,3y 5y

su MCM es (2%)(3)(5) = (8)(15) = 120.

A la hora de calcular el MCM de varios ntimeros es conveniente contar con un esquema de calculo eficaz. Los
ejemplos que siguen presentan esquemas que posibilitan el calculo del MCM.

Ejemplo1.18
60 |2 90| 2 56 |2
30]2 453 282
15(3 15(3 14| 2
5[5 5|5 7|7
1 1 1

60=(2)@3)(5) 90=@B)6E) 56=02°)7)
Luego de establecer la descomposicién en factores primos de los ntiimeros dados, se usa la definiciéon para

determinar que el MCM (60,90,56) = (2%)(3%)(5)(7) = 2520.

El ejemplo anterior presenta un esquema formado por tres pasos: el primero es descomponer cada uno de los
numeros, luego se expresa cada ntimero como producto de sus factores primos, y por tltimo, se aplica la definicién

de MCM.

Ejemplo1.19

Calcular el MCM de los ntimeros 24, 45 y 50
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24 45 50

45 25

45 25

45 25

15 25
5 25
1

— W o N
QO W Wb

1

13

El esquema muestra el cdlculo de todos los divisores comunes y no comunes de los ntime-
ros dados; el MCM es el producto de todos los divisores obtenidos en la cuarta columna,
ello se sintetiza asf: (2%)(3%)(5%) = 1800.

Este segundo esquema consta de dos pasos, a diferencia del esquema ejemplificado en 1.17(ejemplo anterior); aqui
se descomponen todos los niimeros de forma simultdnea, comenzando de forma ordenada a calcular divisibilidad
por 2, por 3 y finalmente por 5; el orden en que se apliquen los criterios no determina el resultado, pero su finalidad

consiste en ir agotando la divisibilidad por cada niimero.

Resumen de la seccién
1. Minimo comun multiplo, MCM.

2. Procedimiento de cémo calcular el MCM de dos o0 méds niimeros.

—| Ejercicio 1.4

Ejercicios sobre minimo comtin multiplo | | MCM

Calcular el MCM de los grupos de nameros dados.

1. 8y 20 11. 6,14y 18
2. 14y21 12. 7,15y 35
3.6y16 13. 9,24 y 30
4. 9y12 14. 12,20y 30
5. 15y 25 15. 42,84y 126
6. 8y11 16. 30,50y 75
7. 40y 100 17. 60,80 y 120
8. 60y 105 18. 60,90 y 150
9. 10y 25 19. 57y 9

10. 30y 42 20. 40,45y 50

Resolver los siguientes problemas

31. En una pista circular de atletismo, 3 corredores en-
trenan. Si el primero de ellos debe dar 200 pasos para re-
correr toda la pista, el segundo corredor da 2 pasos por
cada uno que da el primero y el tercero da 3 pasos por
cada 2 que da el segundo. Si parten los 3 desde la meta,
(cudntos pasos debera dar el tercer corredor para que se

21. 2,3,5y7

22. 63,105,135y 135
23. 30,42,70 y 105
24. 36,45,60y 90

25. 28,70,100 y 175
26. 55,88,120 y 165
27. 5,7,9y 11

28. 110,140,154 y 385
29. 77,220,308 y 770

30. 60,72,120 y 180

encuentren los tres corredores en la meta nuevamente?

32. La posicién méas préxima al sol de dos cometas se re-
pite en el primero de ellos cada 100 afios y en el segundo
cada 75. Si han pasado ambos por su posicién mas préxi-
ma al sol el afio 2000, ;En qué afio volverdn a encontrarse
de igual modo?
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33. Con un grupo de fésforos puedo formar montones de 7, 8 y 9 fésforos sin que sobre alguno. cudl es el nimero de
fésforos que tengo.

Sistema de los nimeros racionales.

Esta seccion estd dedicada la estudio del sistema de los ntimeros racionales, los cuales se definen de la siguiente
forma.

Definicién 1.11 Sistema de los nimeros racionales

El sistema de los ntimeros racionales estd formado por los ntimeros del conjunto

o-f}

donde p y g son ntimeros enteros y g es diferente de 0.

La restriccién para g es que no puede ser 0, sin embargo g puede tomar cualquier valor entero, incluido el 1. El
hecho de que g =1 implica que el niimero racional 3 = 3 sea a la vez entero y racional, lo cual significa que todo
numero entero es racional.

Vocabulario 1.1 Clasificacion de las fracciones

1. Fraccién mixta: suma abreviada de un entero y una fraccién propia.

2. Praccién impropia: fraccién cuyo numerador es mayor que su denominador.
3. Fraccién propia: fracciéon cuyo numerador es menor que su denominador.
4

. Fraccién irreducible: fraccién en la que numerador y denominador son primos relativos’y, por tanto, no
puede ser simplificada.

5. Fraccién reducible: fraccién en la que numerador y denominador NO son primos relativos y por tanto, si
puede ser simplificada.

6. Fraccién reciproca: fraccién obtenida a partir de otra dada, en la que se han invertido el numerador con el
denominador.

7. Fraccion entera: fraccion en la que el denominador es 1, es decir que representa un ndmero entero.
8. Fraccién decimal: fraccién cuyo denominador es una potencia de 10.
9. Fraccién compuesta: fracciéon cuyo numerador y/o denominador contienen a su vez fracciones.
10. Fracciones equivalentes: las que representan la misma cantidad.
11. Fracciones homogéneas: fracciones que tienen el mismo denominador.

12. Fracciones heterogéneas: fracciones que tienen diferente denominador.

5Dos ntimeros a y b son primos relativos, cuando el MCD de ellos es 1 o equivalentemente son niimeros que no tienen factores en comun,
excepto el 1
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Ejemplo

NN o ok~ N

10.
11.
12.

. Fracciéon propia:

1.20 -Clasificacion de las fracciones

. Fraccién mixta: 12 que se lee “uno y dos tercios”

v o ... 3
. Fraccion impropia: 5

[\

3

. Fraccion irreducible: Z, los ntimeros 7 y 5 no tiene un factor coman
. Fraccion reducible: 12, note que 10 v 4 tienen como MCM 2
4
. Fraccién reciproca®: dada la fraccién 2 su reciproca es 2
1 5

. Fraccion entera: 12 =15

8 2 . .3 4 7
. Fraccién decimal: 35 6 1555
3
.. 2
Fraccion compuesta: T
7
Fracciones equivalentes: 53 = 3

Fracciones homogéneas: 2 y _T‘“ son homogéneas

Fracciones heterogéneas: %47 y % son heterogéneas

15

De la clasificacién anterior, es importante resaltar que hay infinitos ntimeros racionales que son equivalentes; es
asi como los ntimeros  y % representan la misma cantidad. Para ilustrar esta idea se recurre a la representacion
grafica de cada uno de los ntimeros.

Propiedad 1.3 Dos fracciones son equivalentes’ si

— (a)(d) = (c)(d)

STES
QUlo

Simplificar una fraccién consiste es expresarla como una fraccién equivalente irreducible, en el ejemplo 1.21 se
explica este calculo.

Ejemplo1.21 -Simplificacién de fracciones

20
8
=
5
52

Simplificar la fraccién

Fraccién dada

29 (5)

o Se descomponen en factores primos el numerador y el denominador (ver divisibilidad 1.7).

Se obtiene esta fraccion luego de simplificar los factores comunes.

20 _ 5

Es claro que % = 3, es decir son fracciones equivalentes.

) 5 57!
6El producto de una fraccién con su reciproca es 1, ademds se representa el reciproco de 7 como (ZJ

7El simbolo para representar equivalencia es

“_un

, pero se suele usar el “=".
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Ejemplo1.22 -Ampilificacién de fracciones

Obtener una fraccion equivalente a =2
En el ejemplo 1.21 se obtubo una fraccién equivalente a partir de la simplificaciéon de factores comunes, ahora,
debido a que -3 y 7 son primos relativos, es decir no tienen factores comunes. Para obtener una fraccién

equivalente se procede de forma inversa al ejemplo 1.21, multiplicando por una cantidad entera el numerador
y el denominador.

-3
- Fraccién dada
! (-3)4)
- (1) (4) Multiplicamos por un entero, en este caso 4.
—-12 ) g o o
= =0 Se obtiene esta fracciéon luego de efectuar las multiplicaciones indicadas.

Segtin los ejemplos 1.21 y 1.22 se puede concluir que de una fraccién cualquiera se pueden obtener fracciones
equivalentes, bien sea por simplificaciéon o amplificacién. Ambos procesos son empleados con frecuencia en las ope-
raciones entre racionales.

Ejemplo1.23 -Reduccién de fracciones a fracciones homogéneas

Expresar las fracciones 52 y 11 como fracciones homogéneas.

Para ello debemos obtener fracciones equivalentes cuyo denominador sea el MCM de 3 y 4, por tanto las

nuevas fracciones tendran denominador 12.
= y 1 Fracciones dadas
X (—5)4(4) 1ne)
= @ y @6 Amplificamos las fracciones multiplicando la primera por 4 y la segunda 3.
=20 33

>—y= Se obtienen estas fracciones, homogéneas, luego de efectuar las multiplicaciones indicadas.

Resumen de la seccién

1. Concepto de ntiimero racional.
2. Clasificacion de las fracciones.

3. Simplificacion y amplificacion de fracciones.

—| Ejercicio 1.5

Ejercicios sobre fracciones equivalentes

Simplificar las siguientes fracciones

21 28 45 210

1. —— 4, — 7. —— 10. —
14 48 25 90

8 54 15 60

2. — 5 -— 8. — 11. ——
24 15 30 80
10 21 40 99

3. — 6. — 9. — 12. —
22 63 16 126
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13.

14.

21.

22.

23.

24.

25.

75 294 264 612
— 15. — 17. —— 19. ——
240 420 550 714
192 1 4 2
192 16, 215 18, 45 20, 320
224 294 1140 555

Escribir cada grupo de fracciones dadas como fracciones equivalentes entre si.

1 2 4 7 11 -1 32 5
ZyZ 2. =y~ 31, =,y — 36, 2,2y 2
573 7Y% 2’37 5 16’9 36
3 11 8 7 2 8 3 -1 -1 -1
Sy 27. Sy L 32 2, 2yl 3. 2 oy =
2 Vg 976 10157 6 15°20 Y 12
15 7 10 -8 514 16 23 5
2yl 28—y 2 33. 2, =y = 38 =2y 2
273 217 14 7797 21 11’57 3
5 -1 11 -12 100 -1 11 4 7 -1
Py 29, — y =< 34 2T, 39, =, Ly 2
6 7 10 10 15 49° 14 7 10 21’227 6
3 7 13 7 511 11 11 =10 5
Syt 30, =y = 35 2 Sy 0. =, ——y?2
1676 227 15 THERAY! 129 738

1.6 Adicion y sustraccion de racionales

1.
2.

Procedimiento 1.7 Adicién y sustraccion de racionales

Para calcular la suma o la diferencia entre dos 0 mas ntimeros racionales, se procede asi:

Determinar el MCM de los denominadores, que serd en denominador comtn de las fracciones dadas.

Dividir el MCM entre cada denominador.

El numerador estd compuesto por los productos de cada numerador por el cociente del MCM entre cada
denominador.

Efectuar las operaciones indicadas en el numerador.

Simplificar la fraccién si es posible.

La adiciéon y/o sustraccion de racionales consiste en reducir todas las fracciones a fracciones homogéneas tal y
como se hace en el ejemplo 1.23; existen otras técnicas para efectuar estas operaciones, que aparentemente son mas
simples, pero con miras hacia el dlgebra, resulta muy conveniente interiorizar el procedimiento 1.7 que es de carécter
general tanto en la aritmética como en el dlgebra.



18 CAPITULO 1. OPERACIONES Y CONCEPTOS BASICOS

Ejemplo1.24
Simplificar § + 15 — § + 35
FtE-tt: Ejercicio dado
MCM{9,15,6,30} =90 Se determina el MCM de los denominadores

2=10; =6, =152 =3 Dividir el MCM entre cada denominador

(1)-10+(1)-6-(1)-15+(1)-3

Se determina la fraccién equivalente a las fracciones dadas

90
4 . .
= Se efecttan las operaciones en el numerador
90
2 o E L
i Respuesta, después de simplificar la fraccién

En el numerador quedaron las operaciones indicadas (1)-10+(1)-6—(1)-15+ (1) -3, recuerde que primero se realizan
los productos y luego las adiciones y sustracciones, como se ha indicado con anterioridad.

Ejemplo1.25

Determinar el valor de 6+53 -4 — 13

6+55—45-13 Ejercicio dado

6+5+1—(4+1)-(1+3) Unntmero mixto es la suma de un entero con un racional, asi que 53 =5+ 1
6+5+3-4—2-1-3 Se suprimen los paréntesis

6+1-2-1 Se opera con los enteros, antes que operar con los racionales

MCM{1,2,3,6} =6 Se determina el MCM de los denominadores

% =6; g =2 g =1; g =3 Se opera el MCM entre cada denominador
6

Se simplifica a una fraccién equivalente, por el método del MCM

e Se opera, primero el numerador y luego se simplifica la fraccién

Notese que el mecanismo usado en el segundo paso de la solucién, consiste en aplicar el concepto de ntimero
mixto y, en el siguiente paso, se usa el hecho de que si se resta 43, esto es equivalente a restar 4 y restar ¢. A este pro-
ceso se le conoce como suprimir los paréntesis. Cuando se suprimen paréntesis se aplica la ley distributiva, ademas,
la ley de signos.
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Resumen de la seccion

1. Adicién y sustraccién de racionales

19

—| Ejercicio 1.6

Ejercicios sobre adicion y /o sustraccion de racionales

Combinar usando el procedimiento 1.7

4 26 -8 11
"9 45 "9 15
-8 19 1 31
2. —+— 9. —+—
3 45 27 18
4 8 13 2
3. —+— 10. —+—
27 81 5 25
26 11 1 1 -1
4., —+— 11 =+ -+ —
15 15 2 3 5
19 19 2 8 3
5. —+— 120 ———--=
3 27 10 15 6
8 26 5 14 16
6. —+— 13 -+ —+—
15 25 79 21
4 1 10 -1 11
7. —+— 14, —+—+—
27 45 9 14 6

Resolver los siguientes problemas

21. Al sumar 4/3 y 15/18, y simplificar el resultado obte-
nido, el nimero tiene como denominador:

22. Sereparte cierta cantidad de dinero entre 3 personas,
de manera que una reciba 2/5 del total, la otra 1/2 y la
tercera $800. ;A cuanto ascenderia la suma repartida?

23. Dos personas A y B se encuentran separadas en un
camino recto por 160 m. Si A y B se detienen cuando han
caminado los 2/5 y 1/5, respectivamente, ja qué distancia
se encuentran A y B, entre ellos, si partieron del mismo
punto?

24. Dados los siguientes nimeros racionales, 3/5y 7/9,
ordenados de menor a mayor, ;cudl de los siguientes ra-
cionales puede intercalarse entre ellos? 26/45, 3/2,4/5,2/3

25. Se tiene en un ndmero primo de 3 cifras, tal que la
suma de ellas es 11. Si la cifra de las decenas es 1, jcual es
el ntimero si es menor que 500 y la cifra de las unidades
es primo?

26. Ana ha pescado la cuarta parte de los peces que ha
pescado Rubén. Si este le diera 45 peces a Ana, ambos

-1 1 7
15 ——-+=

11 4 2

3 2 5
16, ————-—

16 9 36

-1 -1 -1
17 —+—+—

15 20 12

2 3 5
18, —+-+-

11 5 3

4 7 -11
19, —+—+—

21 42 6

11 10 5
20 ———+-

12 9 8

quedarfan con el mismo ntimero de peces. ;Cudntos pe-
ces pesco Ana?

27. En un apartamento se tiene un tanque de agua to-
talmente lleno. En un dia se consumi6 medio tanque de
agua; al dia siguiente, la cuarta parte de lo que quedaba;
el tercer dia se consumieron 15 litros de agua, es decir, la
tercera parte de lo que quedaba. ;Cudl es la capacidad del
tanque de agua?

28. La mitad de 5P es 3U ;cudl es la tercera parte de 10P?

29. Los tres quintos de los estudiantes de una clase son
mujeres. Si se afladieran a esa clase 5 mujeres y 5 hom-
bres, ;Cudl afirmacién es verdadera?

1) Hay mas hombres que mujeres

2) Hay igual ntimero de hombres que de mujeres

3) Hay més mujeres que hombres

4) Con la informacién dada no se puede determinar si hay
maés hombres que mujeres
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1.7 Multiplicacién y division de racionales
Procedimiento 1.8 Multiplicacion de racionales

Para calcular el producto de dos ntimeros racionales § y 4 se multiplican sus numeradores y denominadores

entre si, es decir (%) ( C) = ((Z))((:i)) .

d

Ejemplo1.26
121

Efectuar — - —
6 121 118
—-— Ejercicio dado
11 18
6-121 _— g
— Se multiplican las fracciones
11-18
726 ) o
i Se efecttian los productos indicados
11
= Se simplifica dividiendo por 66 el numerador y denominador

El ejemplo ilustra la manera como se multiplican dos fracciones, sin embargo hay otro mecanismo mds eficiente.

Se multiplican las fracciones para obtener 3121 ahora en vez de efectuar los productos, se simplifica la fraccién de la

siguiente forma % =1L, Asi, se ha simplificado por 6 y por 11, que es equivalente a simplificar por 66, como en el
procedimiento anterior, pero mucho mds obvio.

Vocabulario 1.2 Notacién de divisiéon de racionales

La divisi6n entre los nimeros racionales  y 4, se simboliza de las siguientes formas.

S s | =i

QUlo

Segtin la forma como se presente esta operacion, se puede esquematizar el procedimiento, la lista muestra las
opciones posibles para efectuar una divisién.

Procedimiento 1.9 Division de racionales
a
1. Ladivision de las fracciones — da como resultado una fraccién cuyo numerador es el producto de las cifras
(a)(c)

d
extremas y con denominador el producto de los medios, asi D@

a c c o d
2. Para efectuar — + — se aplica que dividir por S e equivalente a multiplicar por 2y entonces se puede

aplicar el procedimiento 1.8, es decir:
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géﬁ_(g)(g)_(a)(d)
b d \blc) o

Ejemplo1.27
Simplificar  + 3
5 3
—+= Ejercicio dado
6 4
5 4 . Y g
5o Forma equivalente de la divisién de racionales
5-4 ) o :
i3 Se efecttia la multiplicacién de racionales
5-2 10 . o
) Se simplifican factores comunes y se opera

Para simplificar una fraccién compleja como la del ejemplo siguiente, se debe emplear una buena estrategia de
solucion para evitar los errores derivados de una escritura confusa y poco coherente. Se han identificado dos bloques
de operaciones, en el numerador y denominador, las cuales se van a calcular de forma separada.

Ejemplo1.28
1 3 1
= + = + =
2 5 4
Evaluar T g
4 20
1 & 1
2t5%%

Ejercicio dado

4
+2+1=21 Sesimplifica a una fraccién el numerador

1

2 1720

9-2=1 Se simplifica a una fraccién el denominador

27

%O Se remplazan numerador y denominador con sus correspondientes valores
5

E’é =3 Se efecttia la divisién de los racionales y se simplifican los factores comunes

Es importante recordar que los ejercicios en los cuales hay numerosos calculos por resolver, se pueden separar
en bloques de operaciones para ser resueltas de forma separada. Una vez se realicen los célculos, se reemplazan en
la expresién original y se repite el proceso tantas veces como sea necesario, es decir, un gran problema, se divide en

pequerios problemas.

Resumen de la seccion
1. Multiplicacién y divisién de racionales.

2. Notacién usada para representar la divisiéon de racionales.
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—| Ejercicio 1.7

Ejercicios sobre multiplicacién y/o divisién de racionales

Simplificar los siguientes productos

2 2 14 9 3 71 10 11 12
1. == 6. —- - 11, —-—~- = 16. — — - —
53 3 2 11 6 3 3 4 5
3 5 -2 4 23 4 7 21 5
2. —— 7. —-= 12 —-—- = 17. = —- -
10 9 3 7 345 3 10 2
4 12 3 10 -1 -1 3 -1 2 20
3. —— 8 — — 13, — —-— 18, — - —-—
15 3 10 5 2 3 11 10 5 3
1 24 21 7 -5 3 16 3 4 2
4 — — 9. — .- 14, — - — 19, — —-—
16 21 14 3 2 4 3 10 15 5
5 7 -2 =15 -10 -12 -14 20 -1 14
5 - 10. —-— 15, — — — 20 — - — —
7 5 3 10 3 5 7 7 2 3
Efectuar las siguientes divisiones.
3 2 7 -1 5 6 7 10 13 20
21, =+ = 26. -+ — 31 -+ -+ - 36, —+—+—
2 3 3 3 6 7 8 9 4 3
4 6 -2 -1 8§ 10 -1 3 5 7
22, =+ = 27. —+— 32, -+ —+— 37. —+=-+—
5 7 11 5 5 3 3 4 7 10
5 16 9 27 1 1 1 1 2 3
23, =+ — 28, —+— 33, -+ -+ = 38 -+ -+
7 7 16 32 2 4 6 5 5 5
16 8 12 14 1 3 10 9 3 15
24, —+— 29, —+— M —r— = 39 -+ —+—
15 21 7 3 10 100 7 2 16 4
12 6 24 8 20 1 24 -2 7 5
25, —+ = 30. —+— 35, —+—+— 40, — +—=+-
7 5 5 15 7 9 5 5 10 8
Simplificar las siguientes fracciones compuestas.
5 1 -1 2
2 5 44. ; 5 47 . =
’ 1 -2 -3 34 2
) 7o z,3
, 1 2 3 5
2. —— 5. —2 8
w3 3 2+1 5+
-3+ -0 — 14 -2
2 5 2 -3
1 37 21
8B —— _3 35
—2+ﬁ 46 —7 48 )
Z.z -7. —2.
.25 3.1 34"
5 -1 1
2-= 1+ — 1-=



1.8 Polinomios aritméticos

5 1 3
- = 53. 5
49. S 2. —
B a— —2 5
c. - 7.2
3 542 7
3
1
L 54. —
50. 3 i .23
3 2 _5+i
-1+ 2
v 2 3
) 1 2
51. _—3 _1' _3
2 2+ 3
5+ -5
— 5.~
5+—5 3
2
242
1 3
2+ 56. %
52. — 2 > 1
a2 Sy—23
2 -5 o3
s _
5 —_—— _2+_
3 7

1.8 Polinomios aritméticos

Ejemplo1.29

Procedimiento 1.10 Simplificar un polinomio aritmético sin signos de agrupacién

Simplificar 3.3
4 2

113 45 7 4 7

+ g g
3 4 52 10 5 10

57.

58.

59.

60.

1. Efectuar todas la divisiones y multiplicaciones, antes que las adiciones o sustracciones.

2. Sihay fracciones, use el método del MCM, si no aplicar el procedimiento 1.3.

23
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——————— +—-———+—-——=+2 Ejercicio dado
4 2 3 4 52 10 5 10
15 11 77 p . g
T D= T Se fecttian los productos y cocientes primero
15-5-11-10+2-40-7-5-7-2 .
G Se calcula em MCM de las fracciones

75-110+80-35-14

I Se resuelven los productos en el numerador
-4 -1 . . o/ 0z
ki) Se realizan las sumas, restas y se simplifica la fracciéon

Se han realizado los productos y divisiones de forma eficiente, por ejemplo el producto 2 -3 se calcul6 as 432
En aritmética siempre que sea posible se simplifican las expresiones a fin de trabajar con cifras pequefias y manejables,
evitando el uso de la calculadora.

Procedimiento 1.11 Simplificar un polinomio aritmético con signos de agrupacién

1. Efectuar primero las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha.
2. Realizar sumas y restas de izquierda a derecha.

3. Solucionar primero los signos de agrupacién maés interiores.

Ejemplo1.30
-1 (5 2 11 1 1 (5 1
Determinar el valor de | — + (— — —)) + {(— . —) + [2 ==c (— = —)] }
2 6 7 9 8 6 \4 3
-1 ([5 2 11 1 1 (5 1
—+(———))+{(—-—) [ -— (———)H Ejercicio dado
2 6 7 9 8 6 \4 3
-1 23 11 1 11 . 3 8z 2 § .
( == ) & { ==t [2 - ] } Se solucionan los signos de agrupacién mads interiores
2 42 72 6 12
1 11 11 ) .
(—) + {— + [ 2—-— ] } Se resuelve el paréntesis. En el corchete se resuelve el produc-
21 72 72 g g
to antes que la diferencia
1 11 133 n 8
— { —+— } Se resuelve la diferencia en el corchete
21 72 72
1
21 +{2} = o Se calcula la adicién en el corchete y, finalmente, la divisién

Cada recuadro sombreado, representa las operaciones que se realizan segtn las indicaciones que se listan en el
procedimiento.

Cuando se soluciona un ejercicio donde hay una gran cantidad de operaciones y calculos que se deben efectuar,
como en el ejemplo precedente, el lector debe realizar estas operaciones en una hoja adicional, de manera que no se
mezclen todos los célculos y asi evitar un proceso confuso. Una ventaja que se deriva de realizar cdlculos auxiliares
de forma independiente, es que se puede hacer una revisién del desarrollo del ejercicio de forma eficiente, pues se
tiene todo el proceso dividido por segmentos. Finalmente, las matematicas operativas tienen como objetivo que el
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estudiante adquiera competencias que le permitan estructurar formas de pensamiento sistematico, lo cual le permite
comprender y elaborar textos de naturaleza cientifica, como lo es la matematica.
En el ejercicio que sigue, justifica cada paso de la solucién, con las razones o conceptos que se aplican a fin de

obtener la simplificacién en cada paso.

Ejemplo1.31

237 2_2_5}
121 ° 112 2
-3+ (-4

16
3

Resumen de la seccién

Calcular [(31-43)- 3]+ {53 -3 [23+(1-1

(83 -43) -5l +{n -z [25+(1-15)]}

1. Simplificacién de polinomios aritméticos.

Justificar cada paso del procedimiento

—| Ejercicio 1.8

Ejercicios sobre polinomios aritméticos

L{((55)+5)5)
2 (((5-3)5)+3)
2 ((G-3)+3)3
+((5-5)+5)+3)
5 ((7-3)-5)3
o (735020 5)+2)
7-{(5+2)-5)-(5-5)+3)-5)

9. (5—(1—1)+§

3 3] 4
10.
11.
12.
13.
14.

15.

(6313
214
D

|

N | =
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Sistema de los niUmeros irracionales

La definicién de los irracionales se hace en contraposicién con la de los nlimeros racionales, es decir un ntimero
irracional es un ntimero que no es racional &. Los racionales representan la razén entre dos enteros, pero los irracio-
nales son ndmeros que no se pueden expresar como la razén entre 2 enteros.

Definicion 1.12 Sistema de los nimeros irracionales

El sistema de los ntimeros irracionales estd formado por todos los ntmeros del conjunto Q* tales que no se
]
pueden expresar la forma ¢ con a y b enteros.

Si bien la definicién es matemdticamente correcta no proporciona un ejemplo o forma como se expreso en las
definiciones de enteros y racionales, motivo por el cual existe dificultad para que el lector la aplique a un ntimero
a fin de establecer su naturaleza, es por esto por lo que en la préictica resulta conveniente usar la representaciéon
decimal de un ntimero como mecanismo para determinar la irracionalidad del mismo. En este sentido se puede
afirmar que un ntimero irracional expresado en forma decimal, tiene infinitas cifras decimales no periédicas, y un
ndmero racional puede’ tener infinitas cifras decimales periddicas.

De los ntimeros irracionales hay un grupo de ellos que vale la pena citar porque son empleados con mucha
frecuencia en las matematicas aplicadas.

@ Irracionales de uso frecuente.

1. Raiz de dos V2= 1,414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679...
2. Numero de euler e= 2,718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967 ...
3. Namero pi TR 3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944...

4. Nimero de oro o= 1,618033988749894848204586834365638117720309179805762862135448...

La figura muestra su localizacién en la recta real

T 4

Figura 1.3: En la recta real ubicacion de irracionales

8l sistema de los ntimeros reales estd formado basicamente por racionales e irracionales.
9Hay niimeros racionales con finitas o infinitas cifras decimales, €j % =0,5, pero % =0,33333...
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Sistema de los nimeros reales

El sistema de los ndmeros reales esta formado por los conjuntos que se han definido en las secciones 1.1, 1.11 y
1.12; Se presentan una figura en la cual se muestra la forma como estos sistemas numéricos se acomodan para dar
origen a los ntiimeros reales.

Q

Racionales

7" +{0}

Enteros positivos y el cero | =Irracionales

7-
Enteros negativos

Figura 1.4: Sistema de los ntimeros reales.

En la Figura 1.4 se puede ver que un ntimero entero es a la vez entero y racional, pero un racional no necesaria-
mente es entero. De otro lado los ntimeros racionales e irracionales no tiene elementos en comun, asi que basicamente
un niimero real es racional o irracional.

Propiedades de los numeros reales

En los niimeros reales hay dos operaciones que cumplen una serie de propiedades, y es de vital importancia
su comprension y dominio. La tabla que sigue presenta las propiedades de los ntimeros reales para la adicién y
multiplicacién.

Sean a, by c reales, entonces se cumplen las siguientes propiedades.

Propiedad Adicién Multiplicacién

1. Clausurativa La suma de los reales a y b es un real El producto de los reales a y b es un real

2. Asociativa (a+b)+c=a+b+c) (ab)c = a(bc)

3. Modulativa  El cero es el modulo de la adicion El uno es el modulo de la multiplicacién
por tanto se cumple que a+0=0+a=a es decir que (@)(1) =(1)(a) =a

4. Invertiva Todo real a tiene un inverso aditivo —a Todo real a tiene un inverso!“multiplicativo 1
talque a+(-a)=(-a)+ (@ =0 y se cumple que (a) (%) = (é) (a)=1

5. Conmutativa Sumar a con b es lo mismo que sumar b con a Multiplicar a por b es lo mismo que calcular b por a

Cuadro 1.1: Propiedades de la adicién y multiplicacién en reales

Hay una propiedad que esta relacionada con las dos operaciones, esta es la Ley Distributiva de la Multiplicacion
respecto de la Adicion, y dada su importancia la enunciamos de forma separa a la tabla anterior.

10E] inverso multiplicativo de a se simboliza como a’l
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Propiedad 1.4 Sean a, by ¢ Reales, entonces se cumple que:!!

a(b+c)=ab+ac

Mas adelante cuando se enuncien las otras operaciones aritméticas, se analizara cudles de las propiedades ante-
riores se cumplen o no.

Respuesta ejercicios del capitulo

1. 11 23. 0 45. 8 16. 72
2. —-38 24. —-13 46. 6 17. 29
2
3.2 25. 0 47. 9 18. 3°-5-7
19. 2-3.5.7
4. -10 26. 43 48. 28
20. 3%2.5°
5. —27 27. —41 49. 0
21. 52.78
6. 71 28. 14 50. 17 ) )
22. 2¢-3:5.7
7. =29 29. 10
Respuestas ejercicio 1.2 23. 57:7-117
. 6 . —6 2. 92 .
8 30 1 ot 24. 22.32.5.7
3.5,
9. 35 31. 3 9 92.52 25. 3%.5.11
_ _ 26. 113
10. —46 32. -30 5 33
2
11. 50 33. 29 4 52 27. 5°-11-13
‘ 28. 22.32.52.7
12. 4 34. -14 5. 73 8
’ 29. 3%.11-17
13. -33 35. -5 72
6. 27 30. 53.78
14. —49 36. 5 afios 3
7.3:5 31. 25.3.112
15. 7 37. ].6 8. 23.33 32' 22‘33.54
16. 13 38. 0 9. 96
Respuestas ejercicio 1.3
17. -3 39. 9 10. 34
1. 20
18. 1 40. 120 postes 11. 22.3-11
2. 24
19. =27 41. 11 4
12. 5 3 15
20. 9 42. 33 13. 22.33.52 4 4
21. 12 43. 19 14. 2-5-11-13 5. 1
22. -36 44. 12 15. 36 6. 8

gn dlgebra se usa esta la ley asi: ab+ ac = a(b+ c) y a este proceso se le conoce como factorizaciéon



1.11 Respuesta ejercicios del capitulo

7.

8.

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

Respuestas ejercicio 1.4

1.

2.

3.

45

10

40

3

20

48

12

22

30

24

40

42

48

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

36

75

88

200

420

50

210

126

105

360

60

252

150

240

900

315

1800

210

945

210

180

700

1320

3465

1540

1540

360

600

2300

33.

Respuestas ejercicio 1.5

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

504

3
2

N N =

SRR

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

55
37

3 10
15715
-6 11
e
45 14
676
-25 -3
30 Y 30
9 56

187 18

16 49

287 28

16 21

187 18

20 -21
2Y 2
33 -24
307 30
65 56
120 7 120
15 10 -1
30'307 6
6 16 15
30'30 7 30
45 98 48
6363 63
1000 -35
290 290 ¥
~100 484

220 ' 220 7

539
490
605
220

27 32 20
144’ 142 7 142

-4 -3 -5
60’ 60 7 60

30 99 275
165" 165 7 165
8 7 -77
ITTRArTY

66 —80 45

2 72 Y70

29

Respuestas ejercicio 1.6

2

15



30

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

101
45

20
81

37
15

190
27

118
75

23
135

73
45

95
54

67
25

19
30

191
63

181
63

139
44

25
144

404
165

31
21

31
72

8000

32

24.

25.

26.

27.

28.

29.

win

317

30

120 litros
12U

Hay mas mujeres que

hombres

Respuestas ejercicio 1.7

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

CAPITULO 1. OPERACIONES Y CONCEPTOS BASICOS

18.

19.

20.

21.

22.

24.

25.
26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

125

n—4|\] [SSHIEN
=

gl

W ole N W
ol 8

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.

49.

50.
51.

52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.

60.

Respuestas ejercicio 1.8

32
35
35
36
50
9
7

29
1

100

150

11
15
29
10



1.11 Respuesta ejercicios del capitulo

21
3. ——
10
9
4. —
14
1
5. —
15
83
6. ——
42
93
70

10.

11.

12.

61
20

10

43
49

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

31
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