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Prologo

El tercer gigante matemédtico de la antiguedad griega, al lado de Euclides (325 a.C - 265 a.C) y
Arquimedes (287 a.C - 212 a.C) fue Apolonio (262 a.C - 200 a.C) quien nacié en Perga al sur de
Asia Menor. Siendo joven fue a Alejandria donde estudié con los sucesores de Euclides y luego
pasoé la mayor parte de su vida en la universidad de esa ciudad.

Debe su fama a la extraordinaria y monumental obra: Secciones Cdnicas trabajo con el que
gano el titulo entre sus contemporaneos de <El mejor geometras.

Las secciones cénicas de Apolonio son 8 libros que contienen aproximadamente 400 proposicio-
nes. Son una investigacién profunda de estas curvas: parabola, elipse e hipérbola que sustituyé a
trabajos anteriores sobre el mismo tema. Los antiguos griegos las obtenian como secciones de un
cono circular recto en un plano que corte al eje del cono. Como se comprende, Apolonio dedujo la
mayor parte de las propiedades de las cénicas sin utilizar coordenadas ni ecuaciones de las curvas
como lo hacemos ahora, ya que dicho estudio solo empez6 a hacerse después de la creacién de la
Geometria Analitica por parte de los matemdticos franceses Rene Descartes (1596 - 1650) y Pierre
de Fermat (1601 - 1665).

Estas tres monografias que presentamos: la parabola, la elipse y la hipérbola recogen cada una
por separado un estudio de las propiedades geométricas basicas de estas curvas, empezando por
la contruccién de ellas, todas obtenidas utilizando Geometria Analitica, es decir, las ecuaciones
analiticas de las curvas.

Hay un punto de vista comin que utilizamos en las tres monografias para definir las cénicas:
dada una recta DD llamada directriz, un punto F' no contenido en DD que llamaremos foco y un
numero real € > 0, denominado excentricidad, la cénica de directriz DD, foco F'y excentricidad e
es el conjunto de los puntos P del plano (el plano DD y F) en los que se cumple que:

PF
PD

— Cuando € < 1 la cénica se llama elipse.

€.

— Cuando € =1 la cénica se llama parabola.
— Cuando € > 1 la cénica se llama hipérbola.

Hay que senalar que estas curvas tienen gran importancia en la técnica: en muchos disenos de
ingenieria se aplican las parabolas, en Optica se utilizan en la construccién de telescopios, en la
ingenieria de los radares, en telecomunicaciones, etc.

Pero el lugar donde juegan un papel esencial es en la Ley de Gravitacion Universal de Newton
(Isaac Newton 1642 - 1727) y en las Leyes de Keppler (Johannes Kepler 1571 - 1630) que rigen el



movimiento de los planetas alrededor del sol. La 3%. de ellas dice expresamente que «la orbita de
todo planeta alrededor del sol es una elipse, con el sol en uno de sus focos>.

Es posible demostrar que las leyes de Keppler son equivalentes a la Ley de Gravitaciéon Univer-
sal. O sea, partiendo de las Leyes de Keppler se puede demostrar la Ley de Gravitaciéon Universal
y viceversa. Este es uno de los problemas més importantes que ha resuelto la mente humana y que
resolvié Newton utilizando el calculo que acababa de inventar.

El contenido de cada una de estas monografias puede resumirse asi:

e Definicién de la curva.

e Diferentes contrucciones de ellas, bien sea por puntos o por métodos continuos.

e Ecuaciones analiticas y anélisis de la extensién de cada curva.

e Interseccion de una cdnica con una recta.

e Propiedades 6pticas de cada curva.

e Recta tangente a una cénica y de pendiente dada.

e Ecuacion de tangentes y normales por un punto.

e Construccion de la tangente en un punto de la curva.

e Subtangentes y subnormales en un punto. Propiedades.

e Polo y polar de una conica.

e Didmetros y sus propiedades; didmetros conjugados.

e Ecuacion de la cénica referida a un par de didmetros conjugados.

e Distintas ecuaciones paramétricas de las cénicas. Ecuacién en cordenadas polares.
e Longitud de arco y cuadratura de cada curva. Radio de curvatura y ecuacién de la evoluta.

Para el tratamiento del ultimo punto es indespensable el uso de herramientas del calculo: de-
rivadas e integrales.

También debe senalarse que en las monografias se emplean Ecuaciones de Rectas, Circunferen-
cias y Algebra de Vectores. El tratamiento de estos temas se supone conocido por el lector.

Finalmente quedan pendientes tres problemas:
1. Estudio analitico de las secciones obtenidas al cortar un cono con un plano.

2. Los lugares geométricos representados por la ecuacion general de segundo grado en dos va-
riables:
A2® 4+ 2Bxy + Cy? +2Dx + 2By + F = 0. (1)

3. Los lugares geométricos representados por la ecuacion general de segundo grado en tres
variables:

Az? + By? + C2? + 2Dxy + 2Exz + Fyz + 2Gx + 2Hy + 21z + J = 0. (2)

Para el estudio de los dos 1ltimos problemas, especialmente el tercero es indispensable el empleo
de Valores y Vectores Propios de una matriz, tema que se estudia en un curso de Algebra Lineal.

La primera ecuacién puede representar una cénica no centrada o sea, trasladada y rotada en el
plano que puede ser:



e Una circunferencia.
e Una elipse.

e Una parabola.

e Una hipérbola.

0 una conica degenerada:

Dos rectas paralelas.

Dos rectas concurrentes.

Una recta.

Un punto.
e @ (vacio), o sea que f(z,y) € R? que satisfacen (2.22).

La ecuacién puede representar una superficie cuadrica no centrada, o sea, trasladada y rotada
a un punto del espacio y puede representar:

e Un cono circular recto.

e Un cono eliptico.

e Un cono hiperbdlico.

e Una esfera.

e Un elipsoide.

e Un hiperboloide de una hoja.

e Un hiperboloide de dos hojas.

e Un paraboloide hiperbdlico.
o una cuddrica degenerada:

e Dos planos paralelos.

e Dos planos que se cortan.

e Un plano.

Un punto.

e O, esto es, ninglin punto del espacio satisface (2).

Jaime Chica Escobar
Hernando Manuel Quintana Avila



La Elipse

2.1 Definicién

Sea DD una recta dada llamada directriz y F' un punto del plano, F' ¢ DD, que se llama el foco.
Sea € un nitmero real, 0 < ¢ < 1 que llamaremos ezcentricidad. Se define la elipse (véase figura
2.1) de directriz DD, foco F'y excentricidad ¢, denotada por Epp . como el lugar de los puntos
P del plano, cuya distancia al foco dividida por su distancia a la directriz es igual a €. O sea,

PF
gDD,F,e—{P/Pl)—G, 0<e<1}.

D

|
—p —
D |

Figura 2.1 Elipse con directriz DD y foco F'

Se llama p = d(F, DD): la distancia foco-directriz.

Si bajamos desde F, FQ' perpendicular a DD, la curva es simétrica respecto a la recta m?
Se deja al lector demostrarlo.

Asi que la recta w es eje de simetria de la elipse.

Observacién: en la seccién 1.1 (monografia de la pardbola) se discute la variacién de la

funcion:
fira—DD — R
PF

P — f(P):ﬁ:)h

donde « es el semiplano definido por DD y F.

'FQ o simplemente F'Q denota el segmento de recta del punto F al punto Q.
2% denota la recta que pasa por los puntos F'y Q.
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Luego,

En la figura 2.3 se tiene localizados V, V', O, ...

Noétese que:

2pe pe pe 2 pe
FV' = — = -1) =
1—€2 14€e¢ 14+e\l—c¢

2.2 Ecuaciones analiticas de la elipse

Sea ahora la Epp . y un sistema de ejes rectangulares xy, con origen en el foco F' y eje z la recta

(véase figura 2.4).

D | [
| [
| y Yy’ \
| [
| [
| PW”‘D \
Dp— i
| [
| [
oh 14 v’
\ | F(0,0) © z T z
I N\ [ [
| [ [
| | 2 \ |
"T\’i lp—sez 4{\ [
D ‘lz;e\ |
| [
I '

Figura 2.4 Puntos P(z,y) de la elipse respecto al sistema xy con centro en F(0,0)

Sea P(z,y) € Epp,r.. Entonces:

PF
= 2.1
=5 =¢ (2.1)
Pero:
PF = a2+ y?
pe pe
PD = - szs
T +p, con 1+6_x_1_6
Luego,
2 2
@ =¢, dedonde z*+y?=¢e(z+p)>
r+Dp
O sea que:

2® +y? = € (a? + 2pr + p?),
(1 —€e*)z? — 2pe’a + % = 2p?
2.4 2.4

1 — )22 — 9pe2 p7e 2 _ 22 pTe
(I—€)z” =2pfe+ |ty =" + 7
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Dibujamos la pardbola y la recta y = z. La grafica de la recta estd por debajo de la grafica de

la curva cuando 0 < z < 1 (véase figura 2.9).
Esto “muestra” quesi 0 <2 <1, 2 <+/z. Como1—¢2<1,1—¢€2<1— €2, de donde,

1 1
<
Vi—-e 1-¢

y, por tanto,
€p €p

< )
Vi—e2 1-—¢€

o sea que b < a.

(Una prueba de que si 0 < z < 1, < y/x podria ser: Tomemos z fijo, 0 < z < 1
e Siz=/z, 2 =z y por tanto x = 1, lo cual es contradictorio.

e Si x> /x, 12 > x, entonces x > 1, lo cual es una contradiccion.

Luego = < /).

2.4 Otro foco y otra directriz para la elipse

Ahora, como resultado de la simetria de la curva respecto a los ejes xy, se sigue que la elipse tiene
otro foco F’ y otra directriz D'D’ que son simétricos de F''y DD respecto al eje y.

Construyamos los simétricos F' y D'D’ respecto al eje y (véase figura 2.10).

Entonces OF' = OF y OQ' = 0Q.

Se afirma que:

PF’
P e SDD7F75 <~ ﬁ =€,
o lo que es lo mismo que
PF Pr’
PD ¢ o € rmr
D D’
y
P P’
D n /_N 7777777 D/
~_ &
h ~~ x
Q I O F/ Q/
— P —
2 Epp,Fe =&
D s S D’

Figura 2.10 Focos y directrices de una elipse

“=" Sea P € £. Como la curva es simétrica respecto al eje y, la recta E% corta a la elipse £ en
P’y aD'D en D, siendo P’ el simétrico de P respecto al eje y y D’ el simétrico de D respecto
al eje y.

PF PF’
Como P e &, —

p=-6Y ppy =© siendo P’ € &,

P'F

B = ¢ (2.6)
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Como a = i?,
—€
2 _ b2 2
9 all— a bf
Ca(l—€) a? B a
p € [a2 — b2 [a2 — b2
a a
O sea que:
b2
it
Problemas

En cada uno de los problemas que siguen se da un foco de una elipse respecto a los ejes zy y
la ecuacién de la directriz también respecto a los ejes zy. Se pide localizar el centro, calcular a y b
y la longitud del lado recto. Situar los vértices, localizar el otro foco y con la ayuda del lado recto
dibuje cuatro puntos de la curva. Encuentre la ecuacion de la otra directriz respecto a los ejes zy
paralelos a los ejes xy y con centro en el centro C' de la curva. Finalmente halle la ecuacién de
la curva respecto a los ejes xy con origen en C' y realizando una transformacién de coordenadas,
determine la ecuacién de la elipse respecto a xy.

1

1) F(2,3) respecto a xy; eje focal paralelo al eje y; DD: z =4; € = 3
. . 1
2) F(1,—-2) respecto a zy; eje focal paralelo al eje z; DD: x =0; € = 3"

1
3) F(1,4) respecto a zy; eje focal paralelo al eje y; DD: y =8; ¢ = 3

1
4) F(0,—2) respecto a zy; eje focal paralelo al eje y; DD: o = 0; ¢ = 3

Ejercicio 2.2. FEncuentre la ecuacion de la curva que describe un punto que se mueve en el plano

de modo que en todo momento su distancia al origen es 5 de su distancia a la recta % + % =1
(véase figura 2.13).

Se trata de una elipse de foco F'(0,0), directriz DD:

Y

Z -1
Jr4

~| 8

. 4 . .
y de excentricidad e = —. Vamos a encontrar su ecuacién respecto a xy con origen en F.

Sus elementos se calculan asi:

44/2
p=0Q=FQ = d(F,DD) = 4cos45° = T\[ — 2V/2.

Si llamamos C' al centro de la curva,

€
OF = =
Sus semiejes se calculan asi:
a = L
1—¢2
b= — 2L

V1—¢€2
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vii) 4x% + 9y? + 242 + 36y + 36 =0

2) En cada uno de los casos siguientes se conoce algunos elementos de una elipse que tiene eje
focal paralelo al eje x o al eje y. Calcular los restantes elementos, p, €, semiejes a y b, centro,
focos, vértices, directrices, lado recto,. .. Dibuje la curva y encuentre su ecuacion respecto a
Y.

1) El centro es C'(—3,2), eje focal paralelo al eje y, semiejes b =2, a = 1.

it) Centro C(—2,—1), eje focal paralelo al eje x, semiejes a =4, b = 2.

i11) Vértices en (4,2) y (12,2), eje focal paralelo al eje z, b = 3.

~

v) Focos en (—2,4) y (6,4), longitud del eje menor 6.

vi) Vértices en (—2,0) y (—2,26). Un foco estd en (—2,1).

vii) Un foco estd en (—2,4), eje menor sobre la recta x = 3 y longitud del eje mayor 26.

vigg) Un foco estd en (—3,3), un vértice en (5, 3), longitud del eje menor 8.

)
)
)
)
v) Focos en (—3,0) y (—3,2), longitud del eje mayor 10.
)
)
)
i)

Un foco en (—3,—1), un vértice del eje menor en (0, 3), eje focal paralelo al eje y.

z) Un vértice en (—8,0), un vértice del eje menor en (—4, 3), eje focal paralelo al eje x.

2.5 Expresiones de los radios focales. Otra definicion de la
curva

Consideremos la Epp pe vy los ejes zy con origen en O (O es el punto medio de VV'). Sea P(z,y)

PF
un punto de la curva. Sabemos que D= €, esto es,

2 2
€ Y
PGSD'D,F,6<:'>¥+b72:1

€p pe P
1—e7’" Vi—e?

donde a =

Sean F'y F’ los focos de la curva. Se une P con F'y con F'. PFy PF’ se llaman radios focales
asociados al punto P. Figura (2.17)

Figura 2.17 Radios focales PF’ y PF asociados al punto P.
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2.6 Construcciones de la elipse

2.6.1 Un método continuo

La propiedad anterior, ecuacién (2.21), permite construir la elipse por un procedimiento continuo.
Supongase que conocemos la directriz DD, el foco y la excentricidad € y que ya se han situado
los focos F''y F’ en el plano de la curva (figura 2.19). Se toma una cuerda de longitud 2a donde

y se fijan sus extremos en F' y F’. Con la punta P de un ldpiz se tensiona la cuerda.

a =
1 — €2

Al mover el lapiz manteniendo en todo momento tensionada la cuerda el punto P traza la Epp e

Figura 2.19 Construccién de la elipse de forma continua.

2.6.2 Un método para trazar la curva por puntos

Supongase que se conocen los focos F'y F’ y la longitud del eje mayor: 2a. Se traza el circulo
focal C(F’,2a) (figura 2.20). Luego se traza un radio F'P’ cualquiera de dicho circulo.

Figura 2.20 Construccién de puntos P € £ utilizando la circunferencia focal C'(F’,2a).
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Se une F con P’y se traza la mediatriz de F'P": mppr, la cual corta a F'P’ en P. El punto P
asi construido estd en la elipse pedida. Para demostrarlo, unamos P’ con F. Como P € mupr,
PF = PP'. Luego

PF'+ PF = PF' + PP =2a

Las circunferencias C(F’,2a) y C(F,2a) se llaman las circunferencias focales de la elipse. Al
mover el punto P’ sobre la circunferencia focal se obtienen suficientes puntos de la elipse que luego
se unen obteniéndose asi una forma aproximada de la curva. Ademds, como veremos luego, la
tangente a la elipse por el punto P es la mediatriz de FP': mzp,. En efecto, como o’ = «, la recta
mzp forma dngulos iguales con los radio vectores PF y PF asociados al punto P y eso basta,
como serd establecido dentro de poco, para garantizar que la mzp; es la tangente a la curva por
P.

2.6.3 Otra construccion de la elipse por puntos

Consideremos la Epp . ¥ supongase que se ha localizado los vértices V' 'y V' y los focos F y F’
(figura 2.21). Se sabe que
Pe€& & PF+PF =2a

y que VV’' = 2a. Se toma ahora un punto P € FF’ Es claro que
PV + PV' =2a (2.22)

Se toma la distancia PV con el compéas la distancia PV y con centro en F' se traza un arco de
radio PV.

PV PV’

14 F P F' \%
2a

D

Figura 2.21 Construccién de puntos de la elipse con focos F', F’ y vértices V, V.

Luego, con centro en F’ y radio PV’ se traza otro arco que corta al anterior en el punto N. Como
NF + NF' = PV' + PV = 2a, N € Epp.p,e

Consideremos la ecuacién ) )

- Y

donde a y b son reales positivos y a > b.
De (2.23) se observa que el lugar es simétrico respecto a los ejes « e y y se tiene por tanto al origen

como centro de simetria.

De (2.23),

b
y==+—Va?—2? (2.24)
a
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Siz =0, y==+b. Asi que los puntos B(0,b) y B’(0,—b) (figura 2.22) pertenecen al lugar.
De (2.23)
Jr:i% b2 — 42 (2.25)

Luego si y =0, £ = +a. O sea que los puntos V'(—a,0) y V(a,0) estdn en el lugar.
Del anélisis de (2.24) y (2.25) se concluye que el lugar representado por 2.22 es una curva cerrada
y continua confinada en el rectdngulo de la figura (2.22).

Yy
B(0,b)
a
b
x
V'(—a,0) O c F V(a,0)
B/(Os 7b)

Figura 2.22 Elipse confinada en un rectangulo.

Como a > b, a®> > b%, a®> — b> > 0. Definimos ¢ = Va2 — b2. Es claro que ¢ < a. Considerese
c c a

en el eje x el punto F de abscisa cy sea e = —. Comoc < a,e =—<1lycomoe<1, —>a.
a a €

Finalmente definase la recta DD como paralela al eje y y de ecuacion respecto a zy: = —. Como
€

4 > a, la recta DD esta a la derecha de V.
€
Se afirma que el lugar representado por (2.23) es la & pp. z=2, F(c,0), e=2) donde ¢ = v/ a? — b2,

C a” —
6:7:7}/

p = d(F,DD)

I
o
I
cle|
I
o
I
|
o

a? — 2 b2 b2
c ¢ VaZ—p2

Para demostrarlo, sea P(z,y) un punto que satisface (2.23). Se une P con F'y se baja desde P,
PD 1 DD (figura 2.23).

Es ahora facil — =
s ahora facil ver que o =€

PF? = (z —¢)? 4+ 4.

2
Pero y*> = —(a® — ). Entonces
a
b2
PF? = 224 —2cx+ —2(a2 —2?)
a
2

b
1:2—20x+02+b27—21’
a

2
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Y D
P(z,y)
5D
b a
H x
] ¢ F(c,0) V(a,0)
—a — D
. P
€
Figura 2.23
2 2 32 o a’—c ,
= z°—2cx+ (a®*—=b°)+ b — 5
a

= 22— 2zx+a®— 2%+ 222

= a® —2aex + 22® = (a — ex)?

Luego,
PF =a—ex
a
Ahora, PD = — — z. Luego
€
PF  a—ex
_— = = €
PD -
22 o2
Ejercicio 2.5. Demuestre que si b y a son positivos, con b > a, la ecuacion —2+b—2 =1 representa
a

una elipse de focos en el eje y con F(0,c) siendo ¢ = Vb? — a2, e = % y directriz DD de ecuacion

b
respecto a xy: y = — (figura 2.24).
€

La distancia foco-directriz se obtiene asi

b b b2 b2—C2 Cl2
=d(F,DD)=-—¢c=-—c=——c= - .
b (7 ) € ¢ % ¢ c ¢ C b2 a2

Ejercicio 2.6. Se tiene dos puntos F' y F' situados sobre el eje x, simétricos respecto a O y a una
distancia FF' = 2¢, ¢ dado.
Se toma a > 0 y tal que 2a > 2c. Demostrar que el lugar de los puntos P del plano tales que

2
Y — 1 donde b = Va2 —c? y por tanto b < a. Se

PF + PF' = 2a tiene por ecuacion -+ 5
a b2

trata entonces de una elipse de focos en F(c,0), F'(—c¢,0), excentricidad € = ¢ y directriz DD de
a

y a
ecuacion r = —.
€

Ejercicio 2.7. Se tiene dos puntos F y F' en el eje y, simétricos respecto a O a una distancia
FF' = 2c, ¢ dado.

Sea b > 0 una constante dada con 2b > 2c. Demostrar que el lugar de los puntos P del plano
2 2

para los cuales PF + PF' = 2b tiene ecuacion —; + y—z =1 donde a = vb? — 2 y por tanto a < b.
a

b
O sea que el lugar es una elipse de focos en F(0,c), F'(0,—c), excentricidad € = g y directriz DD

de ecuacion y = —.
€
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Y
D l = D
P »
S
€
F
b
| Il
Q
= T
a
2 y?
K ) + =l =1; b>a

Figura 2.24 Elipse con focos sobre el eje y.

2.7 Una construcciéon mas de la elipse

2 2

x
Supongase la elipse de ecuacién — + g _
a? = b2

Procedemos como sigue: Se trazan los circulos principales que son dos circunferencias de centro
en O y radios a y b (figura (2.25))

C(0,a) ‘N
M (x\r, yar)
S
b
P b z
P
. c(0, b)

Figura 2.25 Puntos de la elipse , utilizando las circunferencias C(O,a) y C(O,b).

1, @ > b y nos piden dibujarla por puntos.

u

Se traza un rayo cualquiera con origen en O y por los puntos de interseccién S y N con las
circunferencias principales se traza paralelas a los ejes x e y respectivamente las cuales se cortan
2
‘ . X Yy
en M(zpr,ynr). Entonces M estd en la elipse — + o 1.
a



28 / Tratado de las secciones conicas

@4,%:1
a? b ’

Sera suficiente con demostrar que
Se tiene (figura 2.25)

ym = MP =bsenyp xy = OP =acosp

y2 2
M _ 2 M _ 2
b2 = sen- @ 02 = COs™

y al sumar

2.8 Ecuaciones paramétricas de la elipse

Las ecuaciones de la secciéon anterior

r=z(p) =acosy  y=y(p)=bseny

constituyen una parametrizacion de la elipse. El dngulo ¢ se llama “la anomalia excentrica del
punto M” y su significado serd estudiado mas adelante.

Hay otra parametrizacion de la curva en la que las coordenadas de un punto de ella se expresan
como funciones racionales del parametro.

Definamos el parametro u = tan %, donde ¢ es la anomalia excentrica del punto M.

Recordemos que
sen (2a) = 2sen a cos cos(2a) = cos® a — sen 2.

Si hacemos o = /2, se obtiene

sen ¢ = 2sen (%) cos (%) cos ¢ = cos’ (g) — sen? (%) .

Luego,
2 sen (g) cos (g) 2tan (g) 2
sen p = = =
cos? (%) — sen? (%) 1+ tan? (%) 1+u?
cos? (g) — sen? (g) 1 — tan? (g) 1 — 72
cosp = = =
cos? (%) + sen? (%) 1 + tan? (%) 1+ u?
Asi que
1—u?
z=uz(u) = a(1+u2>
2u %)
y=y(u) = b ) u:tan(2)

es la parametrizacién buscada.

Ejercicio 2.8. Una regla de longitud a+b donde a > b resbala apoyandose sobre los ejes xy (figura
2.26). Se marca un punto M en la regla de modo que AM = a y MN =b. Se perfora la regla en

el punto M y se pone un ldpiz en M. Demostrar que al resbalar la regla el punto M describe una

2
elipse de ecuacion - + i 1.
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Yy
A
a? 712 b a
J TBJ M(z,y)
i b
Q N ’

Figura 2.26 Elipse descrita por el punto M de la recta AN.

En toda posicién de la regla se tiene
b
AAMB ~ AMQ@QN, dedonde —— =

2 b2
a
O sea que —— = —;, esto es,
a’ —x y

de donde,

Observacion: Si el punto M es el punto medio de la regla, la curva trazada por el lapiz es

una circunferencia de centro en el origen y radio —.

2.9 Otra construccion de la elipse
El ejercicio anterior suministra otro método para construir la Epp r, en la que se conocen p y e.

Se calcula inicialmente los semiejes a y by se coloca dos ejes zy en el punto medio O de VV’.
(Figura 2.27)

Se toma ahora un punto D en el eje x y con radio a + b y centro en D, se traza un arco que corta
al eje y en el punto C. Se une C' con D y se toma M € C'D de modo que CM = a.
El punto M asi construido estd en la Epp pe.

2.10 Ecuacion de la elipse en coordenadas polares

1) Polo en F'y eje polar el eje .
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2.23 Importancia de la elipse en la mecanica

Estudiando una gran cantidad de datos experimentales, Keppler (1571-1630) enunci6 los siguientes
hechos sobre el movimiento de los planetas alrededor del sol conocida como leyes de Keppler

1) La 6rbita de cada planeta es una elipse con el sol en uno de sus focos.
2) El radio vector trazado desde el sol a un planeta barre arcos iguales en tiempos iguales.

3) Los cuadrados de los periodos de los planetas son proporcionales a los cubos de los semiejes
mayores de la érbita eliptica

Newton (1642-1727) partiendo de estas tres leyes y utilizando elementos del célculo diferenciasl

e integral apenas recien creado por él pudo deducir la “ley de gravitacién universal”: la fuerza
que hace el sol sobre un planeta es una fuerza de atracciéon radial e inversamente proporcional al
GmM dond

onde

cuadrado de la distancia entre los centros del sol y del planeta y viene dado por F' = 5
r

m es la masa del planeta; M la masa del sol y G constante de gravitacién universal.

Reciprocamente es posible, partiendo de la ley de gravitacién universal deducir las tres leyes
de Keppler. Esto es algo que haremos en este trabajo mas adelante.

Uno de los objetos méas importantes del sistema solar es el cometa Halley que tiene una ex-
centricidad e = 0,98 y una orbita eliptica cuyo eje mayor es ~ 36ua (lua=150 millones de
kilometros=semieje mayor de la o6rbita de la tierramdistancia tierra-sol. Con razén la luz tarda 8
minutos en venir a la tierra). El periodo de revolucién de este cometa es de 76 anos. Fue observado
por el astronomo Edmund Halley en 1682 el cual predijo que volveria a aparecer en 1758. Asi efec-
tivamente fué pero Halley no pudo verificar su prediccién ya que murié en 1742. Esta periodicidad
de la 6rbita del Halley fué uno de los sucesos mas convincentes en favor de la teoria de gravitacion
de Newton.

Problema.
2 2

Se tiene la elipse £ de ecuacién — + = =1, a > b.
a? = b2
i) Se traza la tangente ¢t por P(x1,y1) € € la cual corta a la DD en L. Demostrar que PFL =
90°. (Figura 2.64).

i) Se une O con P y se prolonga OP. Se lleva la perpendicular por F a t. Demostrar que op
y la perpendicular trazada se corta sobre la directriz.
D

Yy
Q
t
2
M
L
T~
_l X
o) F(ea,0) Iv
I
I
€ |
I a 1l
I
a
: - |
€ D

Figura 2.60



La elipse /59

Solucién.

i) Ecuacién de t: % + % = 1. Localicemos a L (figura 2.60). L (E’ yL) Para hallar a yr,
a €

.7 a
vamos a la ecuacion de t con x = —

Tl YLy
6ot2 + b2 L
1 Y1
— = =1
ae L b2
X1 b2
ne(-2)%
ae’/ Yyi
Asi que
_ b2
I (a €a — T )
€ ae
y por tanto
(ea — x1> f _o
€a Y1
M7 = a
— —€a
€
e — 1 -0
ﬁ% 1 — €ea
Asi que

Y1 €a — I b2 €
m -m = i
b EL T — €a €a y1 \a— €2a

B
- (afz)

i1) Sea @ el punto de encuentro de O<? con la perpendicular por F' a t. Vamos a demostrar que
a

lo que demuestra que FP 1 FL.

() € DD. Bastard con probar que zg = =

Ecuacién de O<—})’ i
y = x—lx (2.38)
Ecuacién de la perpendicular por F a ¢ (%) De la ecuacién de t tenemos que
b2z

a?y,

my =

1 a2y1
Mt = —— = .
Fg my  b%xy

Luego
2

a
FO: y—0= bQZIJﬁ (z — ea) (2.39)

Resolviendo simultaneamente (2.38) y (2.39)

= ==z
YQ e
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= T — €a
yQ b2$1 ( Q )
Igualando se tiene que
L Y (g — €a)
X1 Q b2$1 Q
Luego
Vg = a*rg — ead®
ea® ea® a
x = - =
QT2 a2
Problema.

Se tiene un punto P(h, k) € ext &, esto es,
f(h k) = a®k? +b*h? — a®b* > 0.

P(h, k)

A(z1,y1)
B(z2,y2)

Figura 2.61 AB cuerda de contacto de las tangentes ¢ y ta.

Desde P se trazan las tangentes t; y to a £. Demostrar que la cuerda de contactos AB tiene
ecuacion

hx  ky
et

La demostracién es la misma que se hizo para el caso de la parabola.

Problema.
2 2

Se tiene la elipse & : x—Q + z—Q =1, a > by una cuerda focal AB. Se trazan las tangentes desde A
y B a £. Demostrar qcile ellas se cortan sobre la directriz asociada al foco. O sea que las tangentes
a & por los extremos de una cuerda focal se cortan sobre la directriz asociada al foco.
Reciprocamente, las tangentes a la curva llevadas por un punto de la directriz determinan sobre
la elipse una cuerda de contactos que pasa por el foco F.
Demostrar también que el segmento que une el punto de interseccion de las tangentes con el

foco es perpendicular a la cuerda focal. O sea que FP 1 AB. (Figura 2.62).

Solucién.
Sean t1 y to las tangentes a £ desde A(x1,y1) v B(x2,y2) respectivamente (figura 2.62). Lla-
memos P(h, k) al punto de interseccién de t; y t2. Debemos demostrar que P € DD. Bastard con

demostrar que h = ¢ (Figura 2.62).
€
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